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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΤΟΥ ΝΟΜΙΣΜΑΤΙΚΟΥ ΠΑΡΑΓΟΝΤΑ ΣΤΟ 
ΥΠΟΔΕΙΓΜΑ TOY SAMUELSON

1.1 Εισαγωγή

Στην ανάλυση που ακολουθεί θα προσπαθήσουμε να δείξουμε τις επιπτώσεις της 
εισαγωγής του νομισματικού παράγοντα πάνω στο υπόδειγμα μεγέθυνσης του 
Samuelson και ειδικότερα πάνω στη διαχρονική πορεία του εισοδήματος προς τη 
μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του. Προτού όμως προβούμε στην ανάλυση αυτών των 
επιπτώσεων, ας δούμε εν τάχη τον τρόπο με τον οποίο αναπτύσσεται το υπόδειγμα 
του Samuelson.

1.2 Το Υπόδειγμα του Samuelson

Το υπόδειγμα του Samuelson στηρίζεται στις ακόλουθες μακροοικονομικές 
ταυτότητες :

ct=bYtI , 0<b<i (1) /,=/;+//' (2) i;=G,=G0 (j)

I't~k( Ct-Ct_j ) , k>0 (4) YrC.+I, (5)

όπου
b : η οριακή ροπή για κατανάλωση ( marginal propensity to consumption ) , 
k : ο συντελεστής επιτάχυνσης ( accelerator ) , Ct : η κατανάλωση της 
τρέχουσας περιόδου (consumption), I,: οι τρέχουσες επενδύσεις ( investments ), 
Ι\ '■ οι αυτόνομες επενδύσεις ( autonomous investments ) , Go '. οι αυτόνομες 
κρατικές δαπάνες ( autonomous government expenditure ) οι οποίες θεωρούνται 
ως ένας θετικός σταθερός αριθμός (Go> 0), I”,: οι επηρεαζόμενες επενδύσεις 
( induced investments ) & τέλος Υ, : το εισόδημα ( Gross Domestic Product ) 
της τρέχουσας περιόδου.

Όπως προκύπτει από τη σχέση ( 1 ), η τρέχουσα κατανάλωση ( Ct ) είναι μία 
θετική συνάρτηση του εισοδήματος της προηγούμενης περιόδου ( Yt-i). Επίσης βάσει 
της σχέσης ( 4 ) οι μη αυτόνομες ( ή επηρεαζόμενες ) επενδύσεις της τρέχουσας 
περιόδου ( Ι’\ ) αποτελούν μία θετική συνάρτηση της διαφοράς ανάμεσα στο επίπεδο 
της τρέχουσας κατανάλωσης και της κατανάλωσης της προηγούμενης περιόδου 
( Q - Cm ).

Από τη σχέση ( 1 ) , και παίρνοντας μία χρονική υστέρηση , προκύπτει η 
ακόλουθη σχέση :

ct.rbYt.2 (6)

Αντικαθιστώντας τώρα τις σχέσεις ( 1 ) και ( 6 ) στη σχέση ( 4 ) παίρνουμε τις 
επηρεαζόμενες επενδύσεις ως συνάρτηση της διαφοράς ανάμεσα στα επίπεδα εισοδή-
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ματος της τρέχουσας και της προηγούμενης περιόδου. Ειδικότερα έχουμε ότι:

i'rkb(Yt.rY,2) (7)

Από τις σχέσεις (2 ), ( 3 ) και ( 7 ) έχουμε ότι:

It =G0 +kb(Yt_1 -Yt_2) (8)

Αντικαθιστώντας τώρα τις σχέσεις ( 1 ) και ( 8 ) στη σχέση ( 5 ) παίρνουμε :

Από τη σχέση ( 9 ) και κινούμενοι δύο περιόδους μπροστά προκύπτει η 
ακόλουθη εξίσωση διαφορών :

Όπως διαπιστώνουμε η σχέση ( 10 ) αποτελεί μία εξίσωση διαφορών δεύτερης 
τάξης, η λύση της οποίας αποτελεί το άθροισμα της μερικής λύσης (partial solution ) 
της ( 10 ) και της γενικής λύσης ( general solution ) της ομογενούς εξίσωσης 
διαφορών :

η οποία αποτελεί το ομογενές τμήμα της εξίσωσης διαφορών ( 10 ).

Η μερική λύση της ( 10 ), Ypt ,ας υποθέσουμε ότι είναι της μορφής :

Ytp=Yt ( 11 ) ( κάτι που υπονοεί οτι ΥΡ,=Υ, & Yp2=Yt )

όπου Yt ένας σταθερός θετικός αριθμός.

Αντικαθιστώντας τη σχέση ( 11 ) στη σχέση ( 10 ) και λύνοντας ως προς Yt 
παίρνουμε την ακόλουθη ισότητα :

Yt= b(l+k)Yl_1-bkYl_2+G0 (9)

Yt+2~ b(l+k)Yt+I+bkYt= G0 (10)

Yt+2- b(l+k)Yt+1+bkYr 0 (10.1
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Yt-b(l + k)Y,+bkYt =G0 => [1-b-bk + bk] Yt = G0 => Yt Go,
1-b

Κατά συνέπεια η μερική λύση της εξίσωσης διαφορών ( 10 ) θα έχει τη μορφή

V = Υ* = fb (Π1)

και θα ορίζει τη ( στατική ) τιμή ισορροπίας του εισοδήματος.

Η γενική λύση της ομογενούς εξίσωσης διαφορών ( 10.1 ), Υ°, ,θα μας δείξει τη 
διαχρονική πορεία του εισοδήματος μετά από μία διατάραξη. Με άλλα λόγια μέσω 
αυτής μπορούμε να δούμε αν έπειτα από μία διατάραξη το εισόδημα θα συγκλίνει ή 
θα αποκλίνει από τη μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του ( όπως αυτή δίνεται από τη 
σχέση 11.1 ) και με ποιον τρόπο, εάν δηλαδή η σύγκλιση ή η απόκλιση θα 
πραγματοποιηθεί μέσω ταλαντώσεων ή θα είναι εκθετικής μορφής.

Ας υποθέσουμε λοιπόν ότι η γενική λύση της ομογενούς εξίσωσης διαφορών 
( 10.1 ) είναι της μορφής :

Ytc = Αλ' ( 12 ) ( κάτι που υπονοεί οτι Ytc+] = Αλ'+1 & Ytc+2 = Αλ*+2

Αντικαθιστώντας τη σχέση ( 12 ) στη σχέση ( 10.1 ) παίρνομε :

Αλt+2- b( 1 + k)Akt+1 + bkAλt = 0 => Αλ*[ k2-b(l+k)k+bk] = 0 =>

=> k2-b(l+k)k+bk = 0 (13)

Η ύπαρξη σύγκλισης ή απόκλισης θα εξαρτηθεί από την ικανοποίηση των 
παρακάτω συνθηκών σταθερότητας :

l+at +a2y0 1 - b( 1 + k) + bk ^ 0 1-byO
1-α, +α2 y0 • => l + b(l + k) + bk>-0 * => l+b+2bkM)

l-a2y0 l-bk^0 b^l/k y

Δεδομένου ότι be(0,1) και k > 0 γίνεται φανερό ότι οι δύο πρώτες συνθήκες 
ικανοποιούνται. Έτσι η ύπαρξη σύγκλησης ή απόκλισης θα εξαρτηθεί από την 
ικανοποίηση της τρίτης ανισότητας. Πιο συγκεκριμένα εάν ικανοποιείται η ανισότητα 
b < 1/k τότε μετά από μία διατάραξη θα έχουμε σύγκλιση του εισοδήματος προς τη 
μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του, ενώ εάν δεν ικανοποιείται η ανισότητα αυτή θα 
έχουμε απόκλιση από τη μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του.

Το εύλογο βεβαίως ερώτημα που ανακύπτει στο σημείο αυτό, αφορά τον τρόπο 
με τον οποίο θα πραγματοποιηθεί αυτή η σύγκλιση ή η απόκλιση του εισοδήματος 
από τη μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του. Στο ερώτημα αυτό θα απαντήσουμε αφού 
πρώτα υπολογίσουμε τη διακρίνουσα της χαρακτηριστικής εξίσωσης όπως αυτή 
περιγράφεται από τη σχέση ( 13 ). Ειδικότερα η διακρίνουσα θα έχει ως ακολούθως :

A = [b(l+k)]2-4bk
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Αν η διακρίνουσα είναι θετική ( Δ > 0 ), τότε η χαρακτηριστική εξίσωση ( 
13 ) θα έχει δύο πραγματικές ρίζες και το εισόδημα , έπειτα από μια διατάραξη , θα 
συγκλίνει ή θα αποκλίνει εκθετικά από τη μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του. Αν 
αντιθέτους η διακρίνουσα είναι αρνητική ( Δ < 0 ), τότε η χαρακτηριστική εξίσωση 
(13) θα έχει δύο μιγαδικές συζυγείς ρίζες και το εισόδημα, έπειτα από μια διατάραξη , 
θα συγκλίνει ή θα αποκλίνει από τη μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του μέσω 
ταλαντώσεων.

Από την ανάλυση που προηγήθηκε γίνεται φανερό ότι μπορούμε να διακρίνουμε 
μεταξύ τεσσάρων περιπτώσεων αναφορικά με την πορεία του εισοδήματος έπειτα 
από μία διατάραξη :

I. b < 1/k & A > 0. Στην περίπτωση αυτή θα έχουμε εκθετική σύγκλιση του 
εισοδήματος προς τη μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του.

II. b < 1/k & Δ < 0. Στην περίπτωση αυτή το εισόδημα θα συγκλίνει προς τη 
μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του μέσω ταλαντώσεων.

ΠΙ. b > 1/k & Δ > 0. Στην περίπτωση αυτή το εισόδημα θα αποκλίνει εκθετικά 
από τη μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του.

IV. b > 1/k & Δ < 0 Στην περίπτωση αυτή το εισόδημα θα αποκλίνει από τη 
μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του μέσω ταλαντώσεων.

1.3 Το Υπόδειγμα του Samuelson και ο Νομισματικός Παράγων

Στην παράγραφο αυτή θα προσπαθήσουμε να διερευνήσουμε τις επιπτώσεις που 
συνεπάγεται η εισαγωγή της προσφοράς του χρήματος στο υπόδειγμα του Samuelson, 
όπως αυτό παρασιάστηκε στην προηγούμενη παράγραφο. Ας θεωρήσουμε λοιπόν το 
ακόλουθο υπόδειγμα :

C«=bY,j (i) Y.-C.+I. (ii)

it= ι;+ΐ" (iii) i;=g0 (iv) I7=k(Ct-Ctl)+aRt i M

Ms,=Mdt (Vi) MSi=M0(l+m)' ( vii) Md,=jYt+iRt ( viii )

όπου
0 <b< 1 : η οριακή ροπή για κατανάλωση 
k > 0 : ο επιταχυντής
a <0 : η επιτοκιακή ελαστικότητα των ( επηρεαζόμενων) επενδύσεων
0<m< 1: ο ρυθμός αύξησης της προσφοράς χρήματος 
j > 0 : η εισοδηματική ελαστικότητα της ζήτησης χρήματος
i<0 : η επιτοκιακή ελαστικότητα της ζήτησης χρήματος
Go > 0 : οι αυτόνομες κρατικές δαπάνες οι οποίες θεωρείται ότι αποτε­

λούν ένα σταθερό θετικό μέγεθος και 
Μο>0 : η προσφορά χρήματος της περιόδου t = 0.
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Σύμφωνα με τη σχέση ( i ) η κατανάλωση της τρέχουσας περιόδου ( Ct ) 
αποτελεί μία θετική συνάρτηση του εισοδήματος της προηγούμενης περιόδου ( Yt_i).

Σύμφωνα με τη σχέση ( iii ) οι επενδύσεις της τρέχουσας περιόδου ( It ) 
αποτελούν το άθροισμα των αυτόνομων επενδύσεων, Ι\ , ( οι οποίες θεωρούνται ίσες 
με τις αυτόνομες κρατικές δαπάνες. Go , όπου Go > 0 ) και των επηρεαζόμενων 
επενδύσεων, Ι’\ , ( οι οποίες θεωρούνται ότι αποτελούν θετική συνάρτηση της 
διαφοράς των επιπέδων κατανάλωσης της τρέχουσας και της προηγούμενης 
περιόδου, Ct - Q-ι, και αρνητική συνάρτηση του επιτοκίου της προηγούμενης 
περιόδου, Rt.i).

Σύμφωνα με τη σχέση ( vii ) η προσφορά χρήματος ( Ms ) θεωρείται ότι 
αυξάνεται διαχρονικά κατά ένα σταθερό ποσοστό m. Με άλλα λόγια θεωρούμε ότι η 
προσφορά χρήματος καθορίζεται εξωγενώς από τις νομισματικές αρχές ( δηλαδή την 
Κεντρική Τράπεζα ), οι οποίες επιτρέπουν την αύξησή της κατά ένα σταθερό 
ποσοστό.

Η σχέση ( viii ) περιγράφει, βάσει της Κεϋνσιανής θεωρίας, τη ζήτηση χρήματος 
( ) ως άθροισμα της ζήτησης χρήματος για συναλλακτικούς σκοπούς και σκοπούς
προφύλαξης (j Yt) και της ζήτησης χρήματος για κερδοσκοπία (iRt).

Τέλος οι σχέσεις ( ϋ ) και ( νί ) περιγράφουν τις συνθήκες ισορροπίας των 
αγορών αγαθών και χρήματος αντιστοίχως.

Όπως διαπιστώνουμε, η εισαγωγή της αγοράς χρήματος [όπως αυτή περιγράφε- 
ται από τις σχέσεις ( νί), ( vii) & ( viii)] στο υπόδειγμα του Samuelson επιτυγχάνε­
ται με την εισαγωγή του επιτοκίου ( το οποίο μετράται με μία χρονική υστέρηση μίας 
περιόδου ) στη συνάρτηση των επηρεαζόμενων επενδύσεων.

Ας προσπαθήσουμε τώρα να εξάγουμε μέσω των κατάλληλων αντικαταστάσεων 
και πράξεων μία συνάρτηση εισοδήματος ανάλογη με εκείνη της σχέσεως ( 9 ) της 
προηγούμενης παραγράφου.

Από τη σχέση (i), και παίρνοντας μία χρονική υστέρηση, προκύπτει η ακόλουθη 
σχέση :

Ct_j =bYt_2 (Lx)

Η σχέση ( ν ) εξαιτίας των σχέσεων (i) και (ix ) παίρνει τη μορφή :

It"=k(Ct-Ct,) + aRt.I ' 

Ct = bYt,
C,, = bYt_2

I"=k(bYM -bYt.2 ) + aRt., =>

I"=kb( YM -Y,2 )+aRM (X)

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις ( iv ) και ( x ) στη σχέση ( iii ) προκύπτει η 
ακόλουθη συνάρτηση επενδύσεων :

Ι.=Ι.' + ΙΓ 
i;=g0
It" = kb(Yl,-Yt.2) + aRt.1 ,

It= G0 + kb(YM-Y(.2)+aRM (xi)
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Από τις σχέσεις (i), ( ϋ ) και ( xi) έχουμε ότι:

Yt=Ct+It

c, = bYM
Ι,= G0 + kb( Υ(4 - Yt.2 ) + aRt_,

Y.= bYM + G0 + kb( YM - Yt.2 ) + aRt.,

Y,= G0 +b(l+k)Yt_, -kbY,2 + aRt, (xii)

To ύψος του επιτοκίου μπορούμε να το προσδιορίσουμε με τη βοήθεια της 
συνθήκης ισορροπίας της αγοράς χρήματος. Ειδικότερα αντικαθιστώντας τις σχέσεις 
(νϋ ) και ( νίίί) στη σχέση ( νί) προκύπτει ότι:

Μ, = Md|
= Μ0(1 + m)‘ 

Md|=jYt+iRt

M0(l + m),=jYt+iRt => iRt=M0(l + m),-jYt

M0(l+m)t j
R = —^—— - tY, (xni)

i i

Παίρνοντας μία χρονική υστέρηση από τη ( xiii) προκύπτει η ακόλουθη σχέση :

M0(l+m)‘-1 j,
Rt, - yYM (xiv)

Αντικαθιστώντας τώρα τη σχέση ( xiv ) στη σχέση ( xii ) προκύπτει, έπειτα και 
από τις κατάλληλες πράξεις, η συνάρτηση του εισοδήματος ως ακολούθως :

Υ, = G0 + b(l + k)YM -kbY,.2 + a
Mod + m)··' j

t-1

O 1

Yt= G0 + b(l + k)Yt., - kbYt_2 + —^(1 + m)'-1- -f Yt

Y,= G0 b( 1 + k) - ^ 
1

aMn
Yt.,-kbYt.2 + —^(l + m) t-l

b(l + k) - ^ 
1

Yt-! + kbYt.2 = G 0 + -7^- (1 + m)Nl ->
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2 periods forword
■» Yt+2 b(l+k)- aJ

Ym+kbYt=G0
aM,

(1+m) t+1

ή

Y,.,-[b(l+k)- vjY^+kbY.-G. + ^-fl+m)'*1 (XV)

όπου φ = aj/i > 0 (καθώς a<0,i<0&j>0)

Όπως διαπιστώνουμε η σχέση ( xv ) αποτελεί μία εξίσωση διαφορών δεύτερης 
τάξης, η γενική λύση της οποίας θα αποτελεί το άθροισμα μίας μερικής λύσης ( Ypt) 
της ( χν) και της γενικής λύσης ( Yct) της ομογενούς εξίσωσης διαφορών :

Yt+2-[b(l+k)- φ]Υ,+1 +kbY,= 0 (xvi)

1.3.1 Σννθήκεσ Σήνκλισηο

Έπειτα από μία διατάραξη, οι συνθήκες που θα πρέπει να ικανοποιούνται 
προκειμένου το εισόδημα να συγκλίνει προς τη μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του 
είναι οι εξής:

1 + a2 + a2 >0 l-b(l+k)+cp + kb>0 1 -b- kb + φ + kb > 0
1 - a, +a2 >0 • => l+b(l+k)-<p + kb>0 - => l+b + bk-(p + kb>0

1 -a2 >0 1-kb > 0 b < 1/k

l-b+ φ > 0 1 - b + φ > 0
=> 1 +b(l+2k)-<p>0 • => b > (φ-1)/(1+ 2k )

b < 1/k b < 1/k

Η ικανοποίηση των παραπάνω συνθηκών θα έχει ως αποτέλεσμα τη σύγκλιση , 
μετά από μία διατάραξη, του εισοδήματος προς τη μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του.

Εφόσον be( 0,1 ) η διαφορά 1 - b θα είναι θετική. Δεδομένου λοιπόν ότι 1-b > 0 
και φ > 0 γίνεται αμέσως φανερό ότι η πρώτη συνθήκη στασιμότητας ισχύει. Η 
δεύτερη συνθήκη [ b > ((p-l)/(l+2k)] θα ισχύει οπωσδήποτε εάν ο όρος <pe( 0,1 ), 
καθώς σ ’αυτήν την περίπτωση το κλάσμα (φ-1)/(1+21ί) θα είναι ένας αρνητικός 
αριθμός και κατά συνέπεια θα είναι οπωσδήποτε μικρότερο από το b. Η τρίτη και 
τελευταία συνθήκη σύγκλισης ( b < 1/k ) θα ικανοποιείται εάν το ke( 0,1 ), καθώς 
εάν το ke( 0,1 ) τότε ο λόγος Ι/k θα είναι μεγαλύτερος της μονάδος ( 1/k > 1 ) και 
κατά συνέπεια θα ισχύει ότι b < 1/k.
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Από την παραπάνω ανάλυση γίνεται φανερό ότι η ύπαρξη σύγκλισης 
εξαρτάται από την ικανοποίηση της δεύτερης και τρίτης συνθήκης, δηλαδή από την 
ικανοποίηση των παρακάτω ανισοτήτων :

b > φ-ι
1 +2k

(xvii)

b < — (xviii)

Στα δύο παρακάτω διαγράμματα παρουσιάζονται γραφικά οι ισότητες :

b = J?jlL
1 +2k

& b
1
k

Ειδικότερα στο διάγραμμα Δ-1 παρουσιάζεται το τρισδιάστατο γράφημα της 
ισότητας b = (φ - 1)/( l+2k ), όπου φ = aj/i, μέσω της επιφάνειας b*. Δεδομένου ότι 
a < 0 , j > 0 και i < 0 , η παράμετρος φ θα έχει θετικό πρόσημο, δηλαδή φ > 0. 
Ωστόσο για την παραγωγή του γραφήματος της επιφάνειας b* θεωρήσαμε ότι k > 0 
( λόγω της αρχικής υπόθεσης του υποδείγματος ) και φ > 1. Ο λόγος για τον οποίο 
πήραμε το φ > 1 είναι διότι όπως έχουμε ήδη αναφέρει για 0 < φ < 1 η δεύτερη 
συνθήκη σταθερότητας θα ικανοποιείται και κατά συνέπεια θα τίθεται εκτός 
ανάλυσης.

Όλα τα σημεία που βρίσκονται πάνω στην επιφάνεια b* ικανοποιούν την ισότητα 
b = (ip-l)/(l+2k). Για σημεία, όπως το Α, τα οποία βρίσκονται κάτω από την 
επιφάνεια b* ισχύει ότι b < (cp-l)/(l+2k). Με άλλα λόγια για αυτά τα σημεία δεν 
ικανοποιείται η συνθήκη σταθερότητας ( xvii). Αντιθέτως τα σημεία του τρισδιάστα-
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του χώρου τα όποια βρίσκονται πάνω από την επιφάνεια b*, όπως για 
παράδειγμα το σημείο Β, ικανοποιούν την ανισότητα b > (φ-1)/(1 +2k) και κατά 
συνέπεια ικανοποιούν και τη συνθήκη σταθερότητας ( xvii).

Στο διάγραμμα Δ-2 παρουσιάζεται μέσω της επιφάνειας b** το τρισδιάστατο 
γράφημα της ισότητας b = 1/k , για την εξαγωγή της οποίας θεωρήσαμε ότι το 
φβ(Ι,ΙΟ) και ότι το ke(0,10). Όλα τα σημεία του τρισδιάστατου χώρου που 
βρίσκονται επί της επιφάνειας b** ικανοποιούν την ισότητα b = 1/k. Όλα τα σημεία 
τα οποία εντοπίζονται πάνω από την επιφάνεια b**, όπως το σημείο Γ, ικανοποιούν 
την ανισότητα b > 1/k. Με άλλα λόγια τα σημεία αυτά δεν ικανοποιούν τη συνθήκη 
σταθερότητας ( xviii ). Αντίθετα όλα τα σημεία τα οποία εντοπίζονται κάτω από την 
επιφάνεια b**, όπως το σημείο Δ, ικανοποιούν την ανισότητα b < 1/k και κατά 
συνέπεια ικανοποιούν και τη συνθήκη σταθερότητας ( xviii).

Ένα ερώτημα που θα μπορούσε να τεθεί στο σημείο αυτό σχετίζεται με τα 
σημεία του τρισδιάστατου χώρου που ικανοποιούν ταυτόχρονα τις συνθήκες 
σταθερότητας ( xvii ) & ( xviii ). Στο ερώτημα αυτό θα προσπαθήσουμε να 
απαντήσουμε με τη βοήθεια του διαγράμματος Δ-3, στο οποίο έχουμε αναπαράγει 
ταυτοχρόνως τις επιφάνειες b* και b** των διαγραμμάτων Δ-1 και Δ-2.

Είναι προφανές ότι τα σημεία αυτά θα πρέπει να εντοπίζονται πάνω από την 
επιφάνεια b* και κάτω από την επιφάνεια b**. Ένα τέτοιο σημείο είναι το σημείο Ε, 
για το οποίο έπειτα από μία διατάραξη θα έχουμε σύγκλιση του εισοδήματος προς τη 
μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του. Αντίθετα για σημεία όπως το Ζ [ το οποίο 
ικανοποιεί μόνο τη συνθήκη σταθερότητας ( xviii )] ή το Η [ το οποίο ικανοποιεί 
μόνο τη συνθήκη σταθερότητας ( xvii )], θα έχουμε απόκλιση του εισοδήματος από 
τη μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του.

Αν επιχειρήσουμε να κάνουμε μία σύγκριση των συνθηκών σταθερότητας, τις 
οποίες αντιμετωπίζουμε στο υπόδειγμα του Samuelson, πριν και μετά από την 
εισαγωγή σ’ αυτό του νομισματικού παράγοντα, τότε εύκολα διαπιστώνουμε ότι η 
εισαγωγή του νομισματικού παράγοντα στην ανάλυσή μας περιορίζει τις πιθανότητες 
σύγκλισης, έπειτα από μία διατάραξη, του εισοδήματος προς τη μακροχρόνια τιμή 
ισορροπίας του. Και αυτό διότι αρχικά, η μοναδική συνθήκη που θα έπρεπε να
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ικανοποιούταν για να είχαμε σύγκλιση ήταν η συνθήκη ( xviii ). Με την 
εισαγωγή όμως του νομισματικού παράγοντα στο υπόδειγμα του Samuel son, εκτός 
από τη συνθήκη ( xviii ) θα πρέπει επιπλέον να ικανοποιείται και η συνθήκη ( xvii ). 
Για να καταστήσουμε ακόμα περισσότερο σαφή τον περιοριστικό, αναφορικά με τις 
πιθανότητες ύπαρξης σύγκλησης, χαρακτήρα του υποδείγματος του Samuelson μετά 
την εισαγωγή σ’ αυτό του νομισματικού παράγοντα, θα χρησιμοποιήσουμε το 
διάγραμμα Δ-4. Στο γράφημα αυτό έχουμε σχεδιάσει την καμπύλη b = 1/k και την 
καμπύλη b = (φ-1 )/(l+2k) για φ = 1 , φ = 1.5 , φ = 2.5 , φ = 7 , φ = 11 και k > 1. Για

b(9,k)

A

b(k)

Δ-4
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φ = 1 η καμπύλη b = (φ-1)/(1 +2k ) θα συμπίπτει με τον οριζόντιο άξονα.
Πριν την εισαγωγή του νομισματικού παράγοντα στο υπόδειγμα του Samuelson, 

η μόνη συνθήκη που θα έπρεπε να ικανοποιούνταν προκειμένου να έχουμε σύγκλιση 
ήταν η b < 1/k. Στο γράφημα Δ - 4 έχουμε παράγει την καμπύλη b = 1/k. Όλα τα 
σημεία ( k,b ) του δυσδιάστατου χώρου που βρίσκονται κάτω από την καμπύλη αυτή 
ικανοποιούν την ανισότητα b < 1/k , κάτι που σημαίνει ότι για τα σημεία αυτά θα 
έχουμε σύγκλιση του εισοδήματος ( έπειτα από μία διατάραξη ) προς το επίπεδο 
ισορροπίας του. Από την άλλη για όλα τα σημεία ( k,b ) που εντοπίζονται πάνω από 
την καμπύλη b = 1/k θα είχαμε απόκλιση του εισοδήματος από τη μακροχρόνια τιμή 
ισορροπίας του.

Με την εισαγωγή της αγοράς χρήματος στο υπόδειγμα του Samuelson , εκτός 
από τη συνθήκη b < 1/k θα πρέπει να ικανοποιείται και η συνθήκη b > (φ-1 )/(l+2k) 
προκειμένου να έχουμε σύγκλιση. Σ’ αυτήν λοιπόν την περίπτωση και για κάθε 
δεδομένη τιμή της μεταβλητής φ ( η οποία όπως θυμόμαστε ισούται με το λόγο aj/i), 
η επιφάνεια του δυσδιάστατου χώρου η οποία θα περιλαμβάνει συνδυασμούς ( k,b ) 
για τους οποίους θα έχουμε σύγκλιση του εισοδήματος προς την τιμή ισορροπίας του, 
θα αποτελεί την τομή των επιφανειών που εντοπίζονται κάτω και αριστερά της 
καμπύλης b = 1/k και πάνω και δεξιά της καμπύλης b = ((p-l)/(l+2k). Αν για 
παράδειγμα υποθέσουμε ότι το φ = 1.5 , τότε η σκιαγραφημένη επιφάνεια του 
διαγράμματος Δ - 5 θα περιλαμβάνει όλους εκείνους τους συνδυασμούς ( k,b ) για 
τους οποίους θα έχουμε σύγκλιση του εισοδήματος. Εάν όμως υποθέσουμε ότι το

b(k)

Δ- 5

φ = 11, τότε η τομή των επιφανειών οι οποίες ορίζονται από τις ανισότητες των 
συνθηκών σταθερότητας θα είναι ίση με το κενό, κάτι που σημαίνει ότι σ’ αυτήν την 
περίπτωση δεν είναι δυνατό να έχουμε σύγκλιση. Αν από την άλλη υποθέσουμε ότι το 
φ = 1, τότε η καμπύλη b = ((p-l)/(l+2k) θα συμπίπτει με τον οριζόντιο άξονα , κάτι 
που σημαίνει ότι οι πιθανότητες για ύπαρξη σύγκλισης του εισοδήματος έπειτα από
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μία διατάραξη τόσο στο αρχικό όσο και στο τροποποιημένο υπόδειγμα του 
Samuelson θα είναι οι ίδιες. Αυτό θα οφείλεται στο γεγονός ότι για φ = 1, το εμβαδόν 
της επιφάνειας του δυσδιάστατου χώρου η οποία περιλαμβάνει εκείνους τους 
συνδυασμούς ( k,b ) για τους οποίους το εισόδημα θα συγκλίνει, παραμένει 
αμετάβλητο μετά από την εισαγωγή του νομισματικού παράγοντα στο υπόδειγμα του 
Samuelson.

Σε γενικές γραμμές θα μπορούσαμε να πούμε ότι οι πρόσθετοι περιορισμοί οι 
οποίοι τίθενται, αναφορικά με τις πιθανότητες για την ύπαρξη σύγκλισης, με την 
εισαγωγή του νομισματικού παράγοντα στο υπόδειγμα του Samuelson 
ελαχιστοποιούνται, όσο το φ —> 0. Όσο αυξάνεται το μέγεθος του φ [ όσο δηλαδή η 
καμπύλη b = (φ-1)/(1 +2k) πλησιάζει την καμπύλη b = 1/k από κάτω ] τόσο 
μειώνονται και οι πιθανότητες σε σχέση με το αρχικό υπόδειγμα του Samuelson για 
την ύπαρξη σύγκλισης. Αυτό γίνεται περισσότερο εμφανές στο διάγραμμα Δ - 4 στο 
οποίο παρατηρούμε ότι όσο η καμπύλη b = (tp-l)/(l+2k) πλησιάζει από κάτω προς τα 
επάνω την καμπύλη b = 1/k ( λόγω της αύξησης μόνο της παραμέτρου φ ) τόσο το 
εμβαδόν της επιφάνειας ανάμεσα στις δύο αυτές καμπύλες μειώνεται και κατά 
συνέπεια τόσο μικρότερες γίνονται οι πιθανότητες για την ύπαρξη σύγκλισης. Οι 
πιθανότητες για την ύπαρξη σύγκλισης του εισοδήματος εκμηδενίζονται, όταν η 
καμπύλη b = ((p-l)/(l+2k) εντοπίζεται πάνω και αριστερά της καμπύλης b = 1/k. Και 
αυτό διότι όπως είπαμε η τομή των επιφανειών που ορίζονται από τις ανισότητες 
b > ((p-l)/(l+2k) και b < 1/k θα ισούται με το κενό. Για ποια όμως τιμή του φ η 
καμπύλη b = (φ-1 )/(l+2k) θα ευρίσκεται πάνω ή κάτω από την καμπύλη b = 1/k ;

9(k)

φ= l/k+3 

k

Δ- 6

Στο παραπάνω ερώτημα θα απαντήσουμε εξισώνοντας τις σχέσεις 
b = ((p-l)/(l+2k) και b = 1/k. Ειδικότερα :
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l+2k l+2k l+2k 1
— + 3 ( xix )
k1Γ=5φ·ΠΓ+Ι=5φ

Εάν φ = 1/k + 3 τότε η καμπύλη b = (<p-l)/(l+2k) ταυτίζεται με την καμπύλη b = 1/k. 
Εάν το φ > Ι/k + 3 τότε η καμπύλη b = (φ-1)/(1 +2k) θα εντοπίζεται πάνω και δεξιά 
της καμπύλης b = 1/k, κάτι που σημαίνει ότι έπειτα από μία διατάραξη το εισόδημα 
οπωσδήποτε δεν θα συγκλίνει προς τη μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του. Εάν 
αντιθέτως το φ < Ι/k + 3, τότε η καμπύλη b = (φ-1 )/(l+2k) θα εντοπίζεται κάτω και 
αριστερά της καμπύλης b = 1/k, κάτι που σημαίνει ότι έπειτα από μία διατάραξη 
υπάρχουν πιθανότητες σύγκλισης του εισοδήματος προς το επίπεδο ισορροπίας του.

Στο διάγραμμα Δ - 6 παρουσιάζεται γραφικά η σχέση ( xix ). Όλα τα σημεία που 
βρίσκονται πάνω και δεξιά της καμπύλης φ = Ι/k + 3, όπως το Κ, ικανοποιούν την 
ανισότητα φ > Ι/k + 3 οπότε γι’ αυτά τα σημεία αποκλείεται να έχουμε σύγκλιση του 
εισοδήματος. Αντίθετα σημεία όπως το Θ, ικανοποιούν την ανισότητα φ < Ι/k + 3 και 
κατά συνέπεια γι’ αυτά τα σημεία υπάρχουν πιθανότητες σύγκλισης του εισοδήματος.

Συνοψίζοντας, θα μπορούσαμε να πούμε ότι με την εισαγωγή του νομισματικού 
παράγοντα στο υπόδειγμα του Samuelson αυξάνονται οι πιθανότητες απόκλισης του 
εισοδήματος από την τιμή ισορροπίας του έπειτα από μία διατάραξη.

1.3.2 Το Εισόδπαα Ισοοοοπίαο & Η Μοοωό ττκ Αιανοονικικ Ιΐοοείας του 
Είσοδό ii«toc

Στην ανάλυση που προηγήθηκε μιλήσαμε για τις συνθήκες που θα πρέπει να 
ικανοποιούνται προκειμένου το εισόδημα να συγκλίνει προς το επίπεδο ισορροπίας 
του έπειτα από μία διατάραξη. Ενδιαφέρον όμως παρουσιάζει και η διερεύνηση της 
μορφής που θα έχει διαχρονικά η πορεία του εισοδήματος, καθώς αυτό συγκλίνει ή 
αποκλίνει από την τιμή ισορροπίας του. Εάν δηλαδή αυτή η πορεία χαρακτηρίζεται 
από διακυμάνσεις ή είναι εκθετικής μορφής.

Στην ανάλυση που ακολουθεί θα προσδιορίσουμε το επίπεδο του εισοδήματος 
ισορροπίας καθώς και το είδος της,έπειτα από μία διατάραξη,διαχρονικής πορείας του 
εισοδήματος, προσδιορίζοντας το πρόσημο της διακρίνουσας της χαρακτηριστικής 
εξίσωσης η οποία προκύπτει από την ομογενή εξίσωση διαφορών ( xvi).

Ας ξεκινήσουμε λοιπόν από τον προσδιορισμό του ύψους της τιμής ισορροπίας 
του εισοδήματος. Το εισόδημα ισορροπίας δίνεται από τη μερική λύση της 
δευτεροβάθμιας εξίσωσης διαφορών ( χν ) η οποία όπως θυμόμαστε είχε τη μορφή :

Y,.2-[b(l+k)- <ρ]υ„, +khY,= G, +-7'·< l+m)'·1 (XV)

Έστω τώρα ότι η μερική λύση της ( χν) είναι της μορφής :
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YfP= B0 +B,( 1 + m )' (XX)

κάτι που υπονοεί ότι:

Κι = Β0 +Β,( Ι+m )*+1 & Υ,+2= Β0 + Bj( 1 +m )t+2

Αντικαθιστώντας τη σχέση ( χχ ) στη σχέση ( χν ) παίρνουμε :

{ Β0 + Β,( 1 + m ),+2 }-{[b(l+k)- φ][Β0 + Β,( 1 + m )t+1]}+

+ kb{B0 + Β,( 1 + m )*} = G0+—r-^(l+m)t+1=>

=> B0+B,( 1 + m ),+2 -[b(l+k> φ] B0-[b(l+k)- φ]( 1 + m ),+1B,+kbB0 

+ kb( 1 + m )‘ B, = G0+—r^-(l+m)t+1=>

=>{l-[b(l+k)- 9]+kb}B0+(l+m)t {(l+m)2-[b(l+k)- φ]( 1 + m ) + kb}B,

- G0+-
aMr

Kl+m) t+l.

{l-[b(l+k)- cp]+kb)B0=Gc

_aM0/ j
(l+m)t{(l+m)2-[b(l+k)- φ] ( l + m) + kb}B,=—r^l+m)1

(l-b-kb+ φ + kb) B0=GC

aM,
[(1+m) -[b(l+k)- φ] ( 1 + m ) + kb] B,=—-r^Kl+m)

B„

a
B,=T

1 - b + φ 

(1 +m)M0
i (1+m) -[b(l + k)-φ] (1 + m )+kb



Αντικαθιστώντας τώρα τις τιμές των Β0 και Β] που μόλις προσδιορίσαμε στη 
σχέση ( χχ ), παίρνουμε :

Υ,ρ
Ϋ Gp , a (1 +m)t+2M0___________

* l-b + φ i (l + m)2-[b(l+k)- φ] ( l+m)+kb
(χχύ )

Η σχέση ( xxi ) μας δίνει το επίπεδο του εισοδήματος ισορροπίας προς το οποίο 
θα συγκλίνει (ή από το οποίο θα αποκλίνει) το εισόδημα , έπειτα από μία διατάραξη. 
Για να έχει όμως οικονομικό νόημα η σχέση ( xxi), θα πρέπει οπωσδήποτε να ισχύει 
ότι Ypt > 0, θα πρέπει δηλαδή η τιμή του εισοδήματος ισορροπίας να είναι 
οπωσδήποτε θετική. Δεδομένου όμως ότι: Go >0, l-b>0,a<0,i<0,j>0, 
φ = aj/i> 0,k>0,0<b<l και 0 < m < 1, γίνεται φανερό ότι θα ισχύει Υρ, > 0 εάν :

1ον το μέγεθος b( 1+k) - φ είναι αρνητικό, εάν δηλαδή ισχύει ότι:

b(l+k)-<p<0

ή

2 ον /εαν

(l+m)2-[b(l+k)- φ] (1 + m ) +kb > 0

Όπως διαπιστώνουμε το αριστερό μέλος της παραπάνω ανισότητάς αποτελεί μία 
τετραγωνική μορφή ως προς τον όρο 1 + m. Αν θέσουμε

(1+m)2 - |b(l+k) - <p|(l+m) + kb = 0

μπορούμε να βρούμε σε ποια διαστήματα τιμών της μεταβλητής 1 + m ισχύει η 
ανισότητα (1+m)2 - [b(l+k) - (p](l+m) + kb > 0 και σε ποια δεν ισχύει. Εάν η 
διακρίνουσα

D = [b(l+k) - φ]2 - 4kb

λ
είναι αρνητική, τότε η ανισότητα (1+m) - [b( 1+k) — cp](l+m) + kb > 0 θα ισχύει για 
οποιαδήποτε τιμή της μεταβλητής 1+m.

3ον Εάν η διακρίνουσα είναι θετική ( D > 0 ), τότε θα υπάρχουν κάποια διαστήματα 
ημών της μεταβλητής 1 + m για τα οποία θα έχουμε όπ

(1+m)2 - |b(l+k) - (p](l+m) + kb < 0

Στην περίπτωση αυτή το εισόδημα ισορροπίας θα αποτελεί πάντα ένα θεπκό μέγεθος 
εάν ικανοποιείται η ακόλουθη ανισότητα :

G0 a__________ (l + m),+2M0___________
l-b + φ > ~ i (l+m)2-[b(l+k)-ip| (1+m )+kb
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Η ύπαρξη σύγκλισης ή απόκλισης, κατόπιν μίας διατάραξης, του 
εισοδήματος από την τιμή ισορροπίας του, όπως έχουμε ήδη πει, εξαρτάται από την 
ικανοποίηση ή μη των συνθηκών σταθερότητας ( xvii ) & ( xviii ). Το αν αυτή η 
σύγκλιση ή η απόκλιση θα λάβει χώρα μέσω ταλαντώσεων ή θα ακολουθήσει μία 
εκθετική πορεία, όπως έχουμε ήδη προαναφέρει, θα εξαρτηθεί από το πρόσημο της 
διακρίνουσας της χαρακτηριστικής εξίσωσης η οποία προκύπτει κατά τη διαδικασία 
εύρεσης της γενικής λύσης της ομογενούς εξίσωσης διαφορών ( xvi).

Ας υποθέσουμε λοιπόν ότι η γενική λύση της ομογενούς εξίσωσης διαφορών

Yt+2-[b(l+k)- φ]Υ,+1 +kbΥ, = 0 (xvi)

είναι της μορφής :

Υ; = Α(λ)* (XXU)

κάτι που υπονοεί ότι:

γ;,=Α(λ)*+1 & Υ,:2=Α(λ)Η2

Αντικαθιστώντας τη σχέση (xxii) στη σχέση (χν) παίρνουμε :

Α(λ)1+2 - [b( 1 + k) - φ]Α(λ),+1+ 1ίόΑ(λ)' = 0 

=> Α(λ)'{ λ2-[ό(1 + 1ί)- φμ+kb} = 0 =>

=> λ2- [b(l + k)- φ] λ+kb = 0 (xxiii)

Η διακρίνουσα που προκύπτει από το παραπάνω τριώνυμο έχει ως ακολούθως :

Δ = β2-4αγ = {-[b(l+k)~ φ]}2 — 4kb = [b(l+k)- φ]2 - 4kb (xxiv)

Αναφορικά με το πρόσημο της διακρίνουσας δεν μπορούμε να πούμε εάν αυτό θα 
είναι θετικό ή αρνητικό, καθώς ναι μεν ο όρος [b(l+k) - φ ]2 όπως και οι μεταβλητές 
k ( δηλαδή ο επιταχυντής, για τον οποίο είχαμε υποθέσει ότι k > 0 ) και b ( δηλαδή η 
οριακή ροπή για κατανάλωση, για την οποία ισχύει ότι 0 < b < 1 ) είναι θετικές, 
ωστόσο δεν μπορούμε να γνωρίζουμε εάν και κατά πόσο [b( 1+k) - φ ]2 - 4kb <,=,>0. 
Ανάλογα με το πρόσημο της διακρίνουσας μπορούμε να διακρίνουμε μεταξύ των 
ακολούθων περιπτώσεων :

1η Περίπτωση - Δ > 0 : Στην περίπτωση που η διακρίνουσα είναι θετική, η 
χαρακτηριστική εξίσωση θα έχει δύο πραγματικές και διακριτές ρίζες, τις λ] & λ2, οι 
οποίες θα έχουν τη μορφή :
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-Ρ±λ/δ 
w 2α

[b(l + k) - φ] + V(b(l+k) - φ|2 - 4kb 
2

|b(l +k) - <pj - V|b(l+k) - φ|2 - 4kb

και οι οποίες θα πρέπει να ικανοποιούν τις ακόλουθες σχέσεις :

λ) + λ2
β = - [b( 1 + k) - φ]
α 1

b(l + k) - φ (α )

&

λ, * λ. 1
α

kb
1

= kb > 0 («')

Δεδομένου ότι λι * λ2 = kb > 0, οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι οι δύο ρίζες λι 
και λ2 θα είναι ομόσημες. Ειδικότερα εάν και λχ + λ2 > 0 ή b(l+k) - φ > 0 τότε οι δύο 
ρίζες θα είναι θετικές (λι , λ2 > 0 ), ενώ εάν λ] + λ2 < 0 ή b( 1 +k) - φ < 0 οι δύο ρίζες 
θα είναι αρνητικές (λχ, λ2 < 0 ).

Ανεξάρτητα από το πρόσημο των ριζών, η γενική λύση της ομογενούς εξίσωσης 
διαφορών ( xvi) θα έχει τη μορφή :

Ytc = Α1(λ1)*+ Α2(λ2)·

ενώ η γενική λύση της εξίσωσης διαφορών (χν) θα έχει ως εξής :

V, = Υ,ρ + Ytc G0 | a___________(1 + m)t+2M0___________
l-b + φ i (1+m)2 -[b(l + k)- <pj (1 + m )+kb

+ Α,(λ, )* + Α2(λ2)*

όπου Αι, A2 δύο σταθερές οι οποίες θα μπορούσαν να προσδιορισθούν με τη βοήθεια 
δύο αρχικών συνθηκών.

Εάν οι απόλυτες τιμές των ριζών λι και λ2 ανήκουν στο διάστημα (0,1) τότε 
μετά από μια διατάραξη το εισόδημα θα συγκλίνει προς την τιμή ισορροπίας του, η 
οποία όπως έχουμε ήδη πει δίνεται από τη μερική λύση Υρ( της εξίσωσης διαφορών 
(χν). Εάν όμως οι απόλυτες τιμές των δύο ριζών δεν ανήκουν στο διάστημα (0,1), 
τότε το εισόδημα θα αποκλίνει από την τιμή ισορροπίας του. Δεδομένου ότι Δ > 0, η 
σύγκλιση ή η απόκλιση του εισοδήματος από τη μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του θα 
είναι εκθετικής μορφής.

2η Περίπτωση - Λ = 0 : Στην περίπτωση που η τιμή της διακρίνουσας ισούται με το 
μηδέν, η χαρακτηριστική εξίσωση θα έχει μία διπλή ρίζα, την λ , η οποία θα έχει τη 
μορφή :

19



_ Jj_ = b(l + k) - φ 
λ 2α 2

Έτσι η γενική λύση της ομογενούς εξίσωσης διαφορών ( χνί) θα έχει τη μορφή .

Yfc = Α1(λ)*+ Α2ί(λ)*

ή

= Α,
b(l+k) - φ t

+ A,t
b(l+k) - φ

2 2

και κατά συνέπεια η γενική λύση της εξίσωσης διαφορών ( χν ) θα έχει ως εξής :

ΥΡ + Yc G0 | a___________(1 +m)t+2M0___________
l-b + φ i (l+m)2-[b(l+k)- φΚΙ + m )+kb

b(l +k) - φ' t

+ A.t
b(l +k) - φ'

2 2 * 2

όπου Aj , A2 δύο σταθερές η αριθμητική τιμή των οποίων θα μπορούσε να 
προσδιορισθεί λύνοντας το ακόλουθο σύστημα :

Υο =
Go , a__________ (1 + m)0+2M0___________

l-b + φ i (1+m)2-[b(l+k)- φ] ( 1+m )+kb

b(l + k) - φ 0
+ A,0

b(l + k) - φ
2 2

Y,=
Go

l-b + φ
+ a___________(1 + m)1+2M0___________

i (1 + m)2 -|b( 1 + k)- φ] (l+m)+kb

b(l+k) - φ 1
+ A 71

b( 1 + k) - φ
2 2
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a
YM

G, (l+m)2M0
b + φ i (1+m)2-[b(l+k)-φ] ( 1+m )+kb

+A ,1+0

Y Gq [ a__________ (l+m)3M0__________
1 l-b + φ i (1+m)2 - [b(l+k)- φ] ( 1+m ) +kb

b(l+k) - φ
+ Α 7

1----9-1

+JD

2 2 2

Y0 = Q + P(l+m)2 + A,

Y, = Q + P(l+m)3 + A
b(l+k) - φ

A-
b(l+k) - φ

A,=-P(l+m)2-Q+Y0 

A2=P(l+m)2 + Q - Y0 -

" i (7 +m)2-[b(l+k)- φ] ( 1+m )+kb

2[ P(l+m)3 + Q - Y, ) G0
b(l+k)- φ ’ l-b + φ

Και σ’ αυτήν την περίπτωση, εάν η απόλυτη τιμή της διπλής ρίζας ανήκει στο 
διάστημα (0,1) τότε το εισόδημα θα συγκλίνει, έπειτα από μία διατάραξη, προς την 
τιμή ισορροπίας του. Σε διαφορετική περίπτωση θα έχουμε απόκλιση του 
εισοδήματος. Δεδομένου ότι η διακρίνουσα ισούται με το μηδέν ( Δ = 0 ), η πορεία 
σύγκλισης ή απόκλισης του εισοδήματος θα είναι και εδώ εκθετικής μορφής.

3η Περίπτωση - Δ < 0 : Εάν η διακρίνουσα είναι ένας αρνητικός αριθμός, τότε η 
χαρακτηριστική εξίσωση ( xxiii ) θα έχει δύο συζυγείς μιγαδικές ρίζες, τις λ] & λ2, οι 
οποίες θα έχουν ως ακολούθως :

-β ± λ/δ b(l+k)- φ ± ^/[b(l+k) - φ]2 - 4kb
2ο ^ λι'2= 2

b(l+k)- φ ± -J-{4kb - [b(l+k) - φ]2} 
2
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λ]·2 2
b( 1+k)— φ | V4kb - [b(l+k) - φ]2 V^T

λ, = h+vi
λια= h ± vi => ·

^ λ2 = h-vi

, b(l+k)- φ V4kb ~ [b(l+k) - φ]2 . ^
οπού h =------ -------  , v =------------------------------- & i = v-1

Κατά συνέπεια η γενική λύση της ομογενούς εξίσωσης διαφορών ( χνί) θα έχει 
ως εξής:

Ytc = Α1(λ1),+Α2(λ2)' => Ytc = A,(h+vi)‘ + A2(h-vi)‘
• =>

( h±vi )‘ = Κ'(συνθί ± ΐημθί)

Ytc = A,R‘(auv0t + ϊημθί) + A2R'(m)v0t - ϊημθί) =>

=> Ytc = R'[(A,+A2)aov0t + (Α,-Α2)ίημθί] =>

Ytc = R‘[A3m)v0t + Α4ημθί] (β)

οπού R = Vh2 + v2 =
Γ b(l+k)- φ

2 ^4kb - [b(l+k) - φ]2

L 2 2

=>R- J[fa(1+k)- = ,

Aj A, +A2 , A4 (Aj A2) i

ενώ η τιμή του 0 ικανοποιεί τις δύο ακόλουθες σχέσεις :

Α h b(l+k)- φ ρ Λ ν _ J4kb - [b(l+k) - φ]2
συνθ = — = —1-—' & ημθ = — =  -------------- τ=----------

R 2-s/kb R 2Vkb
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Η λύση της εξίσωσης διαφορών ( χν) θα έχει την ακόλουθη μορφή :

γ = γρ +YC
*1 *t

G0 [ a__________ (1 + m)t+2M0____________
l-b + φ i (1 +m)2 -fb(l + k)- φ] (1 + m )+kb

+ Vkb [AjOOvGt + Α4ημθί]

Έπειτα από μία διατάραξη, η σύγκλιση ή η απόκλιση του εισοδήματος από τη 
μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του θα εξαρτηθεί από την τιμή του R ( το οποίο 
αποτελεί την απόλυτη τιμή των συζυγών μιγαδικών ριζών της χαρακτηριστικής 
εξίσωσης ). Δεδομένου ότι εξ’ ορισμού ( και εκ των πραγμάτων ) το R είναι ένας 
θετικός αριθμός, σύγκλιση του εισοδήματος θα υπάρξει εάν το R e (0,1). Εάν το R > 
1, τότε θα έχουμε απόκλιση του εισοδήματος. Όπως διαπιστώνουμε, ακόμα και όταν 
η διακρίνουσα της χαρακτηριστικής είναι αρνητική και έχουμε μιγαδικές ρίζες, η 
ύπαρξη σύγκλισης ή απόκλισης εξαρτάται από το εάν και κατά πόσο οι απόλυτες 
τιμές των ριζών αυτών ανήκουν στο διάστημα (-1,1 ).

Παρά το γεγονός ότι δε γνωρίζουμε το πρόσημο της διακρίνουσας ( Δ ) της 
χαρακτηριστικής εξίσωσης ( xxiii ), θα μπορούσαμε να προσδιορίσουμε ορισμένα 
διαστήματα ημών της οριακής ροπής για αποταμίευση ( b ) στα οποία η διακρίνουσα 
θα είναι θεπκή ή αρνητική. Ειδικότερα θέτοντας τη σχέση (xxiv) ίση με το μηδέν και 
εφαρμόζοντας την ταυτότητα παίρνουμε μία εξίσωση δευτέρου βαθμού ως προς b :

Δ = 0 => [b(l+k) - φ]2 - 4kb = 0 => b2(l + k)2-2b(p(l+k) + ip2-4kb = 0 =>

=> (1 + k)2 b2 - 2[<p(l+k) + 2k] b + φ2 = 0 (xxv)

Για να προσδιορίσουμε τις ρίζες bi και b2 θα πρέπει καταρχήν να υπολογίσουμε 
τη διακρίνουσα του παραπάνω τριωνύμου. Η διακρίνουσα αυτή θα έχει ως εξής :

Δ* = {-2[<p(l+k) + 2k]j2 -4(1 + k)2q>2 = 4[ip(l+k) + 2k]2-4(1 + k)V =>

=* A* = 4[(l + k)V + 4kq>(l+k) + 4k2]- 4(l + k)V =>

=> A* = 4(l + k)2cp2 + 16k<p(l+k) + 16k2-4(1 + k)2cp2 =>

=> Δ* = 16k[<p(l+k) + k) ( xxvi )

Δεδομένου on φ = aj/i > 0 & k > 0, οδηγούμαστε στο συμπέρασμα on η 
διακρίνουσα Δ* θα είναι ένα θεηκό μέγεθος και κατά συνέπεια το τριώνυμο ( xxv ) 
θα έχει δύο πραγμαηκές και διακριτές ρίζες οι οποίες θα έχουν ως εξής :

23



-β ± λ/δ* 2[φ( 1+k) + 2k] ± Vl6k[(p(l+k) + k]
2α 2 (1+k)2

2[<p(l+k) + 2k] ± 4>/k ^tpO+k) + k q>(l+k) + 2k ± 2>/k J(p(i+k) + k 
2 (1+k)2 (1+k)2

[^/(p(l+k) + k j ± 2^/q>( 1+k) + k >/k + (Vk) [^/q^l+k) + k ± >/k] 
(1+k)2 (1+k)2

b,=
.^/ipil+k) + k + yfk

1 + k
ζ xxvii )

b2 =
\/<p(l+k) + k - VkTT

1 + k
( jccvi/i )

Όπως διαπιστώνουμε η εξίσωση δευτέρου βαθμού ( χχν ) έχει δύο θετικές ρίζες. 
Από την ίδια εξίσωση, υ οποία είναι της γενικής μορφής αχ2 + βχ + γ = 0, και 
δεδομένου ότι α = (Ι+k)2 > 0, οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι μεταξύ των δύο 
ριζών και για οποιεσδήποτε τιμές των παραμέτρων k ( δηλ. του επιταχυντή ) και 
φ ( = aj/i ), η διακρίνουσα θα έχει αρνητικό πρόσημο. Στον πίνακα που ακολουθεί 
παρουσιάζεται η εναλλαγή του πρόσημου της διακρίνουσας, δηλαδή παρουσιάζονται 
τα διαστήματα τιμών της οριακής ροπής για κατανάλωση ( b ) στα οποία η 
διακρίνουσα έχει θετικό και αρνητικό πρόσημο.

II0 b2 b, ι I + 00
Δ + <Γ - 4 + +

Λόγω του αρχικού ( οικονομικού ) περιορισμού του υποδείγματος αναφορικά με 
το πεδίο ορισμού της οριακής ροπής για κατανάλωση , το πρόσημο της διακρίνουσας 
θα διερευνηθεί για το διάστημα (0,1). Από τον παραπάνω πίνακα γίνεται αμέσως 
φανερό ότι μεταξύ των ριζών b2 και bi ( με b2 < bi ) η διακρίνουσα ( Δ ) έχει 
αρνητικό πρόσημο , οπότε για οποιεσδήποτε τιμές των k και φ εάν b e ( b2, bi ) θα 
έχουμε σύγκλιση ή απόκλιση , μέσω ταλαντώσεων . Εάν αντιθέτως έχουμε ότι 
b e ( 0,b2) u ( bi ,1 ), τότε η διακρίνουσα θα έχει θετικό πρόσημο για οποιεσδήποτε 
τιμές των k και φ και κατά συνέπεια η σύγκλιση ή η απόκλιση θα είναι εκθετικής 
μορφής.
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Στα τρισδιάστατα διαγράμματα Δ - 7 και Δ - 8 που ακολουθούν, 
παρουσιάζονται γραφικά οι ισότητες ( xxvii ) και ( xxviii ) μέσω των επιφανειών Ε 
καιΕ* αντιστοίχως θεωρώντας ότι be(0,1), ke(0,10) και φε(Ι,ΙΟ).

Ειδικότερα στο διάγραμμα Δ - 7 παρουσιάζεται γραφικά η ισότητα ( xxvii ) 
μέσω της επιφάνειας Ε. Για όλα τα σημεία του τρισδιάστατου χώρου, όπως το Λ, τα 
οποία βρίσκονται πάνω από την επιφάνεια Ε ικανοποιείται η ακόλουθη ανισότητα :

^/(p(l+k) + k + Vk

Με άλλα λόγια για αυτά τα σημεία και ανεξάρτητα από τις τιμές των k και φ η 
διακρίνουσα, όπως αυτή δίνεται από τη σχέση ( xxv ), θα έχει θετικό πρόσημο, κάτι 
που σημαίνει ότι έπειτα από μία διατάραξη η σύγκλιση ή η απόκλιση του 
εισοδήματος από το επίπεδο ισορροπίας του θα είναι εκθετικής μορφής. Αντίθετα για 
σημεία του τρισδιάστατου χώρου όπως το Μ, το οποίο βρίσκεται κάτω από την 
επιφάνεια Ε, ικανοποιείται η ανισότητα :

b <
1+k) + k + Vk

1 + k

Στο διάγραμμα Δ - 8 παρουσιάζεται γραφικά η ισότητα ( xxviii ) μέσω της 
επιφάνειας Ε*. Όλα τα σημεία του τρισδιάστατου χώρου που εντοπίζονται πάνω σ’ 
αυτή την επιφάνεια είναι συνεπή με τη σχέση ( xxviii ). Για τα σημεία του 
τρισδιάστατου χώρου όπως το Ν, το οποίο βρίσκεται κάτω από την επιφάνεια Ε*, 
ικανοποιείται η ακόλουθη ανισότητα :
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b <
V<p(l+k) + k - Vk

1 + k

Με άλλα λόγια για τα σημεία αυτά, και ανεξάρτητα από τις τιμές των 
παραμέτρων k και φ του υποδείγματος, η διακρίνουσα [ όπως αυτή δίνεται από τη 
σχέση ( xxv )] θα έχει θετικό πρόσημο και κατά συνέπεια έπειτα από μία διατάραξη 
το εισόδημα θα συγκλίνει ή θα αποκλίνει εκθετικά από το επίπεδο ισορροπίας του. Η 
διακρίνουσα, τόσο στην παρούσα περίπτωση όσο και στην περίπτωση του 
διαγράμματος Δ - 7, θα είναι θετική για σημεία όπως το Λ ή το Ν, καθώς όπως ήδη 
έχουμε αναλύσει όταν το be( 0,b2) u ( bi ,1 ) η διακρίνουσα έχει θετικό πρόσημο. 
Για σημεία του τρισδιάστατου χώρου όπως το Ξ ( το οποίο βρίσκεται πάνω από την 
επιφάνεια Ε* ) ικανοποιείται η ακόλουθη ανισότητα :

b >
V<p(l+k) + k - Vk

1 + k

b2(<f>,k)

Ένα εύλογο ερώτημα που θα μπορούσε να προκύψει στο σημείο αυτό αφορά τα 
σημεία του τρισδιάστατου χώρου για τα οποία θα έχουμε σύγκλιση ή απόκλιση του 
εισοδήματος από τη μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του μέσω ταλαντώσεων. Τα 
σημεία αυτά θα πρέπει να ικανοποιούν ταυτόχρονα τις ακόλουθες ανισότητες :

b <
V<P(l+k) + k + Vk"

1 +k & b >
V<P( 1+k) + k - VkT

1 +k
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Ένα τέτοιο σημείο είναι και το σημείο Ο του τρισδιάστατου γραφήματος Δ - 
9, στο οποίο παρουσιάζονται από κοινού οι επιφάνειες Ε και Ε* των γραφημάτων Δ - 
7 και Δ - 8. Οι επιφάνειες Ε και Ε* του γραφήματος αυτού έχουν παραχθεί για 
φε(1,10) και ke(0,10), ενώ δεν υπάρχει περιορισμός ( προκειμένου να διευκολυνθεί 
η ανάλυσή μας ) αναφορικά με το πεδίο ορισμού της οριακής ροπής για 
κατανάλωση,!?. Οπως διαπιστώνουμε το σημείο Ο βρίσκεται ανάμεσα στις επιφάνειες 
Ε και Ε* κάτι που σημαίνει ότι για το σημείο αυτό ( καθώς και για οποιοδήποτε άλλο 
σημείο το οποίο εντοπίζεται ανάμεσα στις δύο επιφάνειες ) η διακρίνουσα Δ της 
χαρακτηριστικής εξίσωσης ( xxiii ) θα έχει αρνητικό πρόσημο, με αποτέλεσμα η 
σύγκλιση ή η απόκλιση του εισοδήματος ( έπειτα από μία διατάραξη ) από την τιμή 
ισορροπίας του να πραγματοποιηθεί μέσω ταλαντώσεων. Κατά τα γνωστά, για τα 
σημεία Λ ( το οποίο βρίσκεται πάνω από την επιφάνεια Ε) και Ν ( το οποίο βρίσκεται 
κάτω από την επιφάνεια Ε* ) θα έχουμε μία εκθετικής μορφής σύγκλιση ή απόκλιση 
του εισοδήματος από την τιμή ισορροπίας του.

Δ - 9

1.3.3 Διαταράξεις και η Διανοονική Ποοεία του Εισοόήιιατοα

Στην ανάλυση που προηγήθηκε, παρουσιάσαμε αναλυτικά τις προϋποθέσεις που 
θα πρέπει να ικανοποιούνται προκειμένου το εισόδημα να συγκλίνει ή να αποκλίνει, 
εκθετικά ή μέσω ταλαντώσεων από τη μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του, έπειτα από 
μία διατάραξη. Με τη βοήθεια του γραφήματος Δ - 10, θα προσπαθήσουμε να 
συνοψίσουμε την ανάλυση που προηγήθηκε και να προσδιορίσουμε εκείνα τα σημεία 
του τρισδιάστατου χώρου, για τα οποία έπειτα από μία διατάραξη θα έχουμε εκθετική 
ή ημιτονοειδή σύγκλιση ή απόκλιση του εισοδήματος, από την μακροχρόνιο επίπεδο 
ισορροπίας του.
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Στο γράφημα Δ - 10 έχουμε αναπαράγει τις επιφάνειες b* [ μέσω της οποίας 
περιγράφεται η ισότητα b = (φ-1)/(1 +2k)] και b** [ μέσω της οποίας περιγράφεται η 
ισότητα b = 1/k ] του γραφήματος Δ - 3, καθώς και τις επιφάνειες Ε [ μέσω της 
οποίας περιγράφεται η ισότητα b = {(V[q>(l+k)+k] + Vk)/(l+k) }2 ] και Ε* [ μέσω της 
οποίας περιγράφεται η ισότητα b = {(V[(p(l+k)+k] - Vk)/(l+k) } ] του γραφήματος 
Δ - 9, θεωρώντας ότι το be(0,1), το <pe(l,20) και το ke(0,20).

Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, έπειτα από μία διατάραξη θα έχουμε σύγκλιση του 
εισοδήματος προς το επίπεδο ισορροπίας του για εκείνα τα σημεία του τρισδιάστατου 
χώρου τα οποία εντοπίζονται πάνω από την επιφάνεια b* και κάτω από την επιφάνεια 
b**. Τέτοια σημεία σύγκλισης είναι τα Π και Ρ του γραφήματος Δ - 10. Για ποιο 
όμως σημείο θα έχουμε μονοτονική και για ποιο ημιτονοειδή σύγκλιση ; 'Οπως 
θυμόμαστε, ημιτονοειδή σύγκλιση ( ή απόκλιση ) θα έχουμε για εκείνα τα σημεία του 
τρισδιάστατου χώρου τα οποία εντοπίζονται μεταξύ των επιφανειών Ε και Ε*. Κατά 
συνέπεια για το σημείο Π , το οποίο βρίσκεται μεταξύ το)ν δύο επιφανειών , θα 
έχουμε σύγκλιση του εισοδήματος προς το επίπεδο ισορροπίας του μέσω 
ταλαντώσεων, ενώ για το σημείο Ρ , το οποίο βρίσκεται κάτω από την επιφάνεια Ε*, 
θα έχουμε μονοτονική σύγκλιση του εισοδήματος.

Ορισμένα από τα σημεία του τρισδιάστατου χώρου για τα οποία δεν 
ικανοποιούνται οι συνθήκες σύγκλισης, και κατά συνέπεια γι’ αυτά θα έχουμε 
απόκλιση του εισοδήματος από την τιμή ισορροπίας του, είναι και τα σημεία Σ και Τ 
του γραφήματος Δ - 11 (το οποίο είναι πανομοιότυπο με το γράφημα Δ - 10 αλλά 
παρουσιάζεται, για πρακτικούς κυρίως λόγους, από διαφορετική οπτική γωνία ). 
Ειδικότερα το σημείο Σ ικανοποιεί μεν τη συνθήκη σύγκλισης η οποία δίνεται από 
την ανισότητα ( xvii ) ( καθώς το Σ βρίσκεται πάνω από την επιφάνεια b* ), δεν 
ικανοποιεί όμως τη δεύτερη συνθήκη σύγκλισης η οποία δίνεται από την ανισότητα 
( xviii) ( καθώς το σημείο βρίσκεται πάνω από την επιφάνεια b** ). Το σημείο Τ δεν 
ικανοποιεί καμία από τις δύο συνθήκες σύγκλισης καθώς εντοπίζεται κάτω από την 
επιφάνεια b* [κάτι που σημαίνει ότι δεν ικανοποιείται η πρώτη συνθήκη σύγκλισης

28



όπως αυτή δίνεται από την ανισότητα ( χνϋ )] και πάνω από την επιφάνεια b** ( 
κάτι που σημαίνει ότι δεν ικανοποιείται η δεύτερη συνθήκη σταθερότητας ). Ποια 
όμως θα είναι η μορφή της απόκλισης για κάθε ένα από τα δύο σημεία ; Δεδομένου 
ότι το Σ βρίσκεται μεταξύ των επιφανειών Ε και Ε*, για το σημείο αυτό θα έχουμε 
έπειτα από μία διατάραξη απόκλιση του εισοδήματος από το επίπεδο ισορροπίας του 
μέσω ταλαντώσεων. Αντίθετα για το Τ θα έχουμε μονοτονική απόκλιση του 
εισοδήματος από τη μακροχρόνια τιμή του, καθώς το σημείο αυτό βρίσκεται κάτω 
από την επιφάνεια Ε*.

1.3.4 Το Εισόδημα Ισορροπίας και ο Επηρεασμός του από τις Μεταβολές των 
Παραγόντων που το Συνιστούν

Στην παράγραφο αυτή θα προσπαθήσουμε να διερευνήσουμε τις επιπτώσεις της 
μεταβολής των παραμέτρων που συνιστούν το εισόδημα ισορροπίας, πάνω στο 
επίπεδό του.

Το εισόδημα ισορροπίας στο υπόδειγμα του Samuelson μετά την εισαγωγή σ’ 
αυτό της αγοράς χρήματος, προσδιορίσθηκε στο δεύτερο μέρος της παραγράφου 1.3 
και είχε ως εξής :

Υ,ρ
G0

1 - b + φ
+£__________ (1 +m)t+2M0___________

i (1 + m)2 -|b(l +k)- φ] (1 + m )+kb
(xxi)

29



όπου φ = aj/i > 0
Όπως διαπιστώνουμε από τη σχέση ( xxi ), το εισόδημα ισορροπίας μπορεί να 

επηρεαστεί από τις μεταβολές : a ) των αυτόνομων κρατικών δαπανών (Go ), β ) της 
οριακής ροπής για αποταμίευση ( b ) , γ ) της εισοδηματικής ελαστικότητας της 
ζήτησης χρήματος (j ) , δ ) της επιτοκιακής ελαστικότητας των επενδύσεων ( a ) , 
ε ) της επιτοκιακής ελαστικότητας της ζήτησης χρήματος ( i ) , στ ) του ρυθμού 
αύξησης της προσφοράς χρήματος ( m ), ζ) του επιταχυντή ( k ), η ) του χρόνου (t) 
και τέλος θ ) του αρχικού επιπέδου της προσφοράς χρήματος ( Μο ).

Για να εξετάσουμε τη θετική ή αρνητική επίδραση της μεταβολής μίας εκ των 
άνω παραμέτρων, θεωρώντας ως δεδομένο και σταθερό το επίπεδο των υπολοίπων , 
πάνω στο εισόδημα ισορροπίας, θα εξετάσουμε το πρόσημο της μερικής παραγώγου 
του εισοδήματος ισορροπίας ως προς την υπό εξέταση παράμετρο. Ειδικότερα :

a ) Η μερική παράγωγος του εισοδήματος ισορροπίας ως προς τις αυτόνομες 
κρατικές δαπάνες έχει ως εξής :

<?Υ,
d G0

1

1 -

Δεδομένου ότι 1 - b > 0 [ καθώς το be(0,l)] και aj/i > 0 ( καθώς a < 0 , i < 0 & 
j > 0 ), γίνεται αμέσως αντιληπτό ότι υπάρχει θετική σχέση ανάμεσα στο εισόδημα 
ισορροπίας και τις αυτόνομες κρατικές δαπάνες καθώς :

β Gft
>0

Με άλλα λόγια, με δεδομένες και σταθερές τις τιμές των παραμέτρων b , a , j , i, 
m , k , t και Μο , μία αύξηση ( μείωση ) των αυτόνομων κρατικών δαπανών κατά μία 
χρηματική μονάδα θα προκαλέσει την αύξηση ( μείωση ) του εισοδήματος 
ισορροπίας κατά l/[l-b+(aj/i)] χρηματικές μονάδες.

β ) Η μερική παράγωγος της σχέσης ( xxi ) ως προς την οριακή ροπή για 
κατανάλωση έχει ως ακολούθως :

*Υ«
d b aj

+
(a/i) [l+(l+k)m] (l+m)t+2

m2 +
ai

2-b(l+k)+^
i

m + 1 - b + aj
2

Δεδομένου ότι:

G0 > 0
G,

1 - b + aj >0
ajV

l-b + -r 
1/

>0
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&

a<0 , i<0 => a/i > Ο

kX), m e(0,l), t>0 => (a/i ) [l+(l+k)m] (l+m),+2 > 0

m2 + 2-b(l+k)+·^
1

m + | 1 - b + y| )■ >0

(a/i) [l+(l+k)m] (l+m) t+2

> 0

m2 + 2- b(l+k)+ aj m + I 1 - b + ?

γίνεται φανερό ότι θα υπάρχει θετική σχέση ανάμεσα στην οριακή ροπή για 
κατανάλωση και το επίπεδο του εισοδήματος ισορροπίας καθώς η μερική παράγωγος 
dYt/Gb αποτελεί άθροισμα δύο θετικών όρων ( κλασμάτων).

Εφόσον ισχύει

αυτό σημαίνει ότι μία αύξηση ( μείωση ) της οριακής ροπής για κατανάλωση κατά 
1 % θα προκαλέσει την αύξηση ( μείωση ) του επιπέδου του εισοδήματος ισορροπίας 
κατά

G,

i-b + S

+
(a/i) [l+(l+k)m] (l+m)t42

m2 + 2-b(l+k)+—
1

m + I 1 — b + ~
2 M0

χρηματικές μονάδες.

γ) Η μερική παράγωγος του εισοδήματος ισορροπίας ως προς την εισοδηματική 
ελαστικότητα της ζήτησης χρήματος έχει ως εξής :

δχ (a/i) G,

1 -b + aj

(a/i)2 (l+m)*+3

m2+ 2-b(l+k)+ aj
m + 1 - b + aj
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Δεδομένου ότι:

G0 > 0

a<0 , i<0 =i> a/i > 0

l-b+f| >0

> =>
(a/ί) G,

1 - b + aj
•\ 2 >0

(a/i) G,

('-**?)

<0

&

(a/i)2 > 0

m ,(0,1), t>0 => (l+m),+3 >0
(a/i)2(l+m),+3 >0

m2 + 2-b(l+k)+y m + | 1 - b + — | y >0

M0 >0

(a/ί)2 (1+m) t+3

m2 + 2-b(l+k)+?
1

Mn >0

m + 1 - b + 5)
2 ιΎί0

(a/i)2 (1+m)"3

m2 + aj2 - b(l+k)+-r m + 1 - b + aj
Mn <02 1Ύ10

γίνεται αντιληπτό ότι υπάρχει αρνητική σχέση ανάμεσα στην εισοδηματική 
ελαστικότητα της ζήτησης χρήματος και το επίπεδο του εισοδήματος ισορροπίας 
δεδομένου ότι η μερική παράγωγος dYt/dj αποτελεί άθροισμα δύο αρνητικών όρων 
(κλασμάτων).

Εφόσον ισχύει ότι:

<?Υ, < 0
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οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι μία αύξηση ( μείωση ) της εισοδηματικής 
ελαστικότητας της ζήτησης χρήματος κατά 1 % θα οδηγήσει σε μείωση ( αύξηση ) 
του επιπέδου του εισοδήματος ισορροπίας κατά

(a/i) G,

l-b+aJ

(a/i)2 (l+m),+3

m2 + 2-b(l+k)+y m + I 1 — b + t
, 2 M0

δ ) Η μερική παράγωγος του εισοδήματος ισορροπίας ως προς την επιτοκιακή 
ελαστικότητα των επενδύσεων δίνεται από την ακόλουθη σχέση :

_ (j/i)Q, aj (1+m) t+3

δ a
1 -b + aJ i2im2 +

aj
2- b(l+k)+-Ji m + 1 - b + aj

+2 0

+
(1+m) t+2

ι i m +
aj

2-b(l+k)+^ m + 1 - b + aj
M M0

Από οικονομικής απόψεως η παραπάνω παράγραφος θα πρέπει να είναι 
αρνητική, καθώς με δεδομένες και σταθερές τις λοιπές παραμέτρους του 
υποδείγματος μία μόνιμη αύξηση της επιτοκιακής ελαστικότητας των επηρεαζόμενων 
( μη αυτόνομων ) επενδύσεων θα οδηγήσει σε μείωση του ύψους των επηρεαζόμενων 
επενδύσεων ( καθώς έχουμε έχουμε υποθέσει ότι υπάρχει αρνητική σχέση ανάμεσα 
στις μη αυτόνομες επενδύσεις και το επιτόκιο, ότι δηλαδή a <0), με αποτέλεσμα τη 
μείωση του συνολικού ύψους των επενδύσεων και κατά συνέπεια και τη μείωση του 
εισοδήματος ισορροπίας.

Δεδομένου όμως ότι:

j>0,i<0,Go >0=> (j/i)G0

>0

&

a<0,j>0,0<m<l)
t > 0 , Μ0 > 0 J

aj (l+m)t+3 Μ0 <0

i21 m2 + 2-b(l+k)+^1 m + | 1 - b + y| y >0
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aj (1+m) t+3

m2 + 2 - b(l+k)+^ m + - b + |

TM0 <0

•2 , m2 +

aj (1+m) 

aj

1 + 3

2-b(l+k)+^
T M0 > 0

οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι για να ισχύει

ΙΆ
δ a <0

θα πρέπει οπωσδήποτε να έχουμε ότι:

(1+m) 1+2

ι 2 - b(l+k)+ aj m + 1 - b + aj
M0 < 0

Γid vet ιοχοει Ο|ΐο)ζ KctTi τέτοιο, Kcti δεδθ|ΐενοΐ) ότι 0 ^ m <l,t>0 , Mo > 0 και i < 0 , 
θα πρέπει να ισχύει ότι:

m2 + 2 - b(l+k)4 aj m + 1 - b + ?)>·

Όπως διαπιστώνουμε το αριστερό μέλος της παραπάνω ανισότητας αποτελεί ένα 
τριώνυμου ως προς την παράμετρο m . Κατά συνέπεια μετατρέποντας την ανισότητα 
σε ισότητα, θα μπορούσαμε να προσδιορίσουμε κάποια διαστήματα ημών της 
παραμέτρου m ( η οποία μας δείχνει το διαχρονικό ρυθμό αύξησης της προσφοράς 
χρήματος ) για τα οποία το μέγεθος

m2 + 3
ί

m + ,-b+al
V 1)

θα έχει θεπκό ή αρνηηκό πρόσημο.
Η διακρίνουσα της δευτεροβάθμιας εξίσωσης ( ως προς m )

m2+ 2-b(l+k)+-7· m + [ 1 - b + ^r| = 0
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έχει ως εξής :

Δ = β2-4αγ =
Ί2

2-b(l+k)+y

= [(2 + φ) - b(l+k)]2 - 4(l - b + φ)

= (2 + φ)2 - 2(2 + (p)b(l+k) + [b(l+k)]2 - 4 + 4b - 4φ =

= 4 + 4φ + φ2 - (4 + ip)(b + kb) + [b( 1+k)]2 - 4 + 4b - 4φ = 

= φ2 - (4 + <p)(b + kb) + [b(l+k)]2 + 4b =

= φ2 - 4b - 4kb - 2ipb - 2tpkb + [b(l+k)]2 + 4b =

= φ2 - 2<pb(l+k) + [b(l+k)]2 - 4kb =>

Δ = [φ - b(l+k)]2 - 4kb

όπου φ = aj/i > 0.

Εάν η παραπάνω διακρίνουσα έχει θετικό πρόσημο τότε μπορούμε να 
προσδιορίσουμε δύο ρίζες πη και m2, μεταξύ των οποίων το μέγεθος

m2 + b(l+k)+j m +

θα είναι αρνητικό ( καθώς α = 1 > 0 όπου α ο συντελεστής του m2). Δεδομένου όμως 
ότι η επιτοκιακή ελαστικότητα της ζήτησης χρήματος ( i ) είναι ένας αρνητικός 
αριθμός, στην περίπτωση που το me( mi,ni2) ( όπου mi < m2) θα έχουμε ότι:

1 Π)' +

_______ (Ν

2-b(l+k)+?

1+2

Μ0 > 0
m + 1 - b +

κάτι που σημαίνει ότι

d\
da.

>0
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καθώς η μερική παράγωγος θα αποτελεί άθροισμα τριών θετικών όρων (κλασμάτων).
Για να αποφύγουμε ένα τέτοιο ενδεχόμενο, η διακρίνουσα Δ θα πρέπει να είναι 

αρνητική. Και αυτό διότι στην περίπτωση που ισχύει Δ < 0, το μέγεθος

m2 + 2- b(l+k> aj m + 1 - b + aj

θα είναι θετικό για οποιαδήποτε τιμή του m.
Όπως θυμόμαστε το πρόσημο του μεγέθους [b(l+k) - (aj/i)]2 - 4kb μας είχε 

απασχολήσει και πάλι όταν προσπαθούσαμε να προσδιορίσουμε τις ρίζες της 
χαρακτηριστικής εξίσωσης ( xxiii ). Στην ανάλυση που πραγματοποιήθηκε στις 
σελίδες 21 και 22 είχαμε προσδιορίσει δύο τιμές b| και b2 , με b2 < b| , [ βλέπε 
σχέσεις ( xxvii) και ( xxviii)] μεταξύ των οποίων η διακρίνουσα ήταν αρνητική. Αν 
λοιπόν θεωρήσουμε ότι το be( b2,bi ), τότε αφενός δεχόμαστε ότι έπειτα από μία 
διατάραξη το εισόδημα θα συγκλίνει ή θα αποκλίνει από την τιμή ισορροπίας του 
μέσω ταλαντώσεων, αφετέρου θα ισχύει ότι:

Hnr +

(1+m)

2-b(l+k>Hr

t+2

Μο<0
m + 1 - b +

κάτι που σημαίνει ότι η μερική παράγωγός <3Y,/da θα είναι αρνητική ( δηλαδή θα έχει 
το οικονομικά αποδεκτό πρόσημο ) εάν ισχύει:

0/ΐ)θ0 aj (1+m) t+3

■\ 2

1 - b+ I i2·! m2 + 2-b(l+k)+aj m + 1 - b + aj
Mn <

, 2

< -
(1+m) t+2

11 m + 2 - b(l+k)+ aj
m+ 1 - b +

aj

£ ) Η μερική παράγωγος του εισοδήματος ισορροπίας ως προς την επιτοκιακή 
ελαστικότητα της ζήτησης χρήματος δίνεται από την ακόλουθη σχέση :

d\x a Γ 4- a2j(l+m)"3

N

1

["(1 - b) + ^11

2 +

i3 m2 + ^2 - b(l+k) + yj m + (l - b) + y

a(l + m)

aj

t+2

m2 +12 — b(l+k) + — I m + (1 — b) + —
M,

aj
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Το πρόσημο της παραπάνω μερικής παραγώγου θα πρέπει να είναι θετικό διότι, 
με δεδομένες τις τιμές των παραμέτρων j , Yt και Rt, μία μόνιμη αύξηση της επιτο - 
κιακής ελαστικότητας της ζήτησης χρήματος, ί, θα οδηγήσει σε μείωση της ζήτησης 
χρήματος. Με δεδομένη την προσφορά χρήματος, θα δημιουργηθεί μία 
υπερβάλλουσα προσφορά στην αγορά χρήματος η οποία θα οδηγήσει σε πτώση του 
επιτοκίου προκειμένου να αποκατασταθεί η ισορροπία στην αγορά χρήματος. Η 
πτώση του επιτοκίου θα οδηγήσει με τη σειρά της σε αύξηση των επενδύσεων και του 
εισοδήματος ισορροπίας. Όπως διαπιστώνουμε, η αύξηση της επιτοκιακής 
ελαστικότητας της ζήτησης χρήματος οδήγησε σε αύξηση του εισοδήματος 
ισορροπίας, δικαιολογώντας έτσι την άποψή μας ότι θα πρέπει να ισχύει η ακόλουθη 
ανισότητα :

d i >0

Δεδομένου 0Ti:a<O,i<O,j>O,O<m<l,t>O,Go>O&Mo>O0a ισχύει:

•2 <l-b) + ? 1

<02 0

a2j(l + m) t+3

•3 m2 + I 2 - b(l+k) + ^r] m + (l - b) + ~
t2~ M0 < 0

(1 - b) + aj
^TGo +

a2 j(l + m) t+3

m2 + (2-b(l+k) + ?) m + (l - b) + -~
~=n M0 <0

Γίνεται λοιπόν φανερό ότι προκειμένου να έχουμε dYJd i > 0 , θα πρέπει ο όρος

a( 1 + m) t+2

Μ,
m2 + [ 2 - b(l+k) + yj m + (l - b) + ^

να είναι θετικός και μεγαλύτερος από το άθροισμα των δύο πρώτων κλασμάτων της 
μερικής παραγώγου dYJd i.

Κάνοντας και πάλι την υπόθεση ότι η οριακή ροπή για κατανάλωση ( b ) ανήκει 
στο διάστημα ( b2,bi ), όπου :

b2 =
^φθ+k) + k - Vk

1 + k >0 & b, =
^(l+k) + k + Vk

1 + k >0
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m2 + ^2 - b(l+k) + m + (l - b) +

θα αποτελεί ( όπως έχουμε ήδη εξηγήσει) ένα θετικό μέγεθος. 
Εφόσον a < 0,0 < m < 1 ,ί>0&Μο>0,θα έχουμε ότι:

το τριώνυμο

• 2

a(l + m)

aj

t+2

m2 + 2 - b(l+k) + — m + (l-b) + -raj
M0<0

a( 1 + m) t+2

•2 m2 + ( 2 - b(l+k) + yj m + (1 - b) + taj
n M0 > 0

και κατά συνέπεια θα ισχύει

δΥ.
d\

L>0

εφοσον

<i-b) + ai

G„ +
a2 j(l + m)t+3

2 ^0
m2 + ^2 - b(l+k) + yj m + (l - b) + ^

~]2 M0 >

> —F

i2

a(l + m) t+2

m2 + [ 2 - b(l+k) + yj m + (l - b) + ^

στ ) Η μερική παράγωγος του εισοδήματος ισορροπίας ως προς το ρυθμό αύξησης 
της προσφοράς χρήματος δίνεται από την ακόλουθη ισότητα :

d Yt _ a(l+m) 
δ m i

t+l t m2+j(l+t)^ + (2-b)t - b[l + k(l+t)]j- m + (l+t)? + (l -b)t-b(l -k)i

Ml2 +
aj2 - b(l+k) + -7 m + 1 - b + aj

-M0
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Από οικονομικής πλευράς θα πρέπει να υπάρχει θετική σχέση ανάμεσα στο 
ρυθμό αύξησης της προσφοράς χρήματος και το εισόδημα ισορροπίας, δηλαδή θα 
πρέπει να ισχύει η ακόλουθη ανισότητα :

Και αυτό διότι μία μόνιμη αύξηση ( μείωση ) του ρυθμού μεγέθυνσης της προσφοράς 
χρήματος θα προκαλέσει την αύξηση ( μείωση ) της προσφοράς χρήματος. Με 
δεδομένη τη ζήτηση χρήματος θα δημιουργηθεί στην αγορά χρήματος μία 
υπερβάλλουσα προσφορά ( ζήτηση ) χρήματος , κάτι που θα οδηγήσει σε μείωση 
( αύξηση ) του επιτοκίου προκειμένου να αποκατασταθεί η ισορροπία στην εν λόγω 
αγορά. Η μείωση ( αύξηση ) του επιτοκίου θα προκαλέσει αύξηση ( μείωση ) των 
επενδύσεων με αποτέλεσμα και την αύξηση ( μείωση ) του εισοδήματος ισορροπίας.

Δεδομένου 0Tia<O,i<O,O<m<l,t>O&Mo>O0a έχουμε ότι:

a(l+m)M
Μ0 > 0 & m2 + 2 - b(l+k) + -r

ι
m + >0

οπότε οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι το πρόσημο της μερικής παραγώγου 5Yt/om 
θα εξαρτάται από το πρόσημο του ακόλουθου μεγέθους :

(l+t)? + (l-b)t-b(l-k) 
ι

Εφόσον ισχύει 0na<0,i<0,j>0,0<m<l ,ί>0&Μο>0,η μερική 
παράγωγος dYJdm θα έχει το οικονομικά επιθυμητό πρόσημο εάν :

t m2 +J (l+t) ? + (2—b)t - b[l + k(l+t)] [ m +

t m2 +j(l+t)y + (2—b)t - b[l + k(l+t)] \ m + (l+t)^ + (l-b)t-b(l-k) 
1

>0

(l+t) y + (2-b)t - b[\ + k(l+t)] > 0 

-b(l - k) >0

(l+t)-r + 2t — bt > b[l + k(l+t)]

1 - k < 0

(l+t)y + 2t > bt + b[l + k(l+t)j

k > 1

(l+t)^ + 2t>b(l+t)(l+k)

k> 1
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(1+t)^ + 2t 

b < (1 + t)('l + k)

k > 1

OH μερική παράγωγος του εισοδήματος ισορροπίας ως προς τον επιταχυντή έχει ως 
ακολούθως:

<?k
ab
i

(1+m) 
aj

t+2

m2 + 2 — b(l+k) + — I m + (l — b) + -faj
^M0

η παραπάνω μερική παράγωγος θα πρέπει από οικονομικής απόψεως να είναι θετική 
καθώς μία μόνιμη αύξηση του επιταχυντή θα οδηγήσει, με δεδομένες τις τιμές των a 
και Rt, σε ααύξηση των επενδύσεων και κατά συνέπεια του εισοδήματος ισορροπίας. 
Πράγματι κάτι τέτοιο ισχύει δεδομένου ότι:

ab
a<0,i<0,0<b<l&M0>0=i> — Μ0>0

0 < m < 1 , t > 0
(l+m) t+2

ΠΓ + [ 2 - b(l+k) + y j m + (l - b) +

-zpT > 0
aj

ab________________(1 + m)1)2______________

1 m2 +(^2-b(l+k)+^j m + (l - b) + ^

>0=>
dk

>0

η ) Η μερική παράγωγος του εισοδήματος ισορροπίας ως προς το χρόνο δίνεται 
από την ακόλουθη σχέση :

dx
(l + m)t+2 ln(l+m)

Μ,
(1 + m)2 - b( 1 + k) - (1 + m) + bk
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δ Yt a (l + m)t+2 ln(l + m)

m2 +
aj

2 + ~r — b(l + k) m + 1 - b + ^
1 1

Δεδομένου 0na<0,i<0,0<m<l , t > 0 & Mo > 0 θα έχουμε ότι:

[(1 + m)t+2 ln(l + m)] M0 > 0
t [(1 + m)t+2 ln(l + m)] M0 > 0

οπότε το πρόσημο της μερικής παραγώγου δΥ,/δ t θα εξαρτηθεί από το πρόσημο του 
μεγέθους

(1 + m)2 b(l + k) - ^ Kl + m) + bk
ι

το οποίο θα είναι θετικό εάν κάνουμε και πάλι την υπόθεση ότι το b ανήκει στο 
διάστημα :

r
^/(p(l+k) + k - Vk

2
-y/tp(l+k) + k + Vk

2 >

V 1 + k 9 1 + k )

Με βάση αυτή την υπόθεση θα έχουμε ότι:

δηλαδή θα έχουμε μία διαχρονική αύξηση του εισοδήματος ισορροπίας.

θ ) Η μερική παράγωγος του εισοδήματος ισορροπίας ως προς το επίπεδο της 
προσφοράς χρήματος του έτους βάσης, δίνεται από την ακόλουθη σχέση :

δ Y, a (l + m)‘+2
δΜ0 ~ i

m2 +
aj

2 + -r - b(l + k)
1

aj
m + 1 - b + —

1

Από οικονομικής απόψεως η παραπάνω μερική παράγωγος θα πρέπει να έχει 
θετικό πρόσημο, υποδηλώνοντας έτσι την ύπαρξη θετικής σχέσης ανάμεσα στο 
επίπεδο της προσφοράς χρήματος του έτους βάσης και του εισοδήματος ισορροπίας, 
διότι μία αύξηση ( μείωση ) της παραμέτρου Μο , με δεδομένη την τιμή του ρυθμού
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αύξησης της προσφοράς χρήματος ( m ), θα προκαλέσει αύξηση ( μείωση ) της 
προσφοράς χρήματος. Με δεδομένη τη ζήτηση χρήματος, η ισορροπία στην αγορά 
χρήματος θα αποκατασταθεί με τη μείωση ( αύξηση ) του επιτοκίου. Η μείωση 
( αύξηση ) αυτή του επιτοκίου θα προκαλέσει αύξηση ( μείωση ) των επενδύσεων 
και κατά συνέπεια θα οδηγηθούμε σε μία αύξηση ( μείωση ) του εισοδήματος 
ισορροπίας.

Ακολουθώντας την ίδια λογική με εκείνη της προηγούμενης παραγράφου, θα 
έχουμε:

<?Μ0
>0

εάν η οριακή ροπή για κατανάλωση ( b ) κυμαίνεται στο διάστημα

Jy(l+k) + k - Vk
2

^(i+k) + k + Vk
2 Λ

1 +k ■9 l + k

V J

1.4 Συμπεράσματα

Στην ανάλυση που προηγήθηκε προσπαθήσαμε να εισαγάγουμε την αγορά 
χρήματος στο υπόδειγμα του Smuelson και να διερευνήσουμε τις επιπτώσεις αυτής 
μας της ενέργειας, πάνω στη διαχρονική πορεία του εισοδήματος .

Η τροποποίηση του υποδείγματος του Samuelson με την εισαγωγή σ’ αυτό της 
αγοράς χρήματος, επιτεύχθηκε με την εισαγωγή του επιτοκίου ως ερμηνευτικής 
μεταβλητής στη συνάρτηση των επενδύσεων. Επιλύνοντας το τροποποιημένο αυτό 
υπόδειγμα ως προς το εισόδημα, καταλήξαμε σε μία εξίσωση διαφορών δεύτερης 
τάξης της μορφής :

Υ,+2 - [b(l + k ) - φ] Yt+, +kbYt =G0 +—y2- ( 1 + m ),+ l (xxix)

όπου φ = aj / i > 0.

Η λύση της παραπάνω εξίσωσης διαφορών αποτελεί το άθροισμα της μερικής 
λύσης ( Ypt ) της ( xxix ) και της γενικής λύσης ( Yct ) της ακόλουθης ομογενούς 
εξίσωσης διαφορών :

Υ,+2 “ [b(l + k)- φ] Yt+, +kbYt =0 (xxx)
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Η μερική λύση περιγράφει το επίπεδο του εισοδήματος ισορροπίας και έχει
ως εξής:

V
ψ G0 | a__________ (1 + m)t+2M0__________

‘ l-b + φ i (1 + m)2 - [b(l + k)- φ| ( 1 + m ) +kb
(xxxi)

Η μορφή της γενικής λύσης της ομογενούς εξίσωσης διαφορών (χχχ), εξαρτάται 
από το πρόσημο του μεγέθους Δ = [b( 1+k) - φ] - 4kb. Ειδικότερα :

αν Δ > 0 τότε Ytc = Αι(λι) +Αζ(λ2) 

αν Δ = 0 τότε Ytc = Α,(λ)1 + Α2ί(λ)*

αν Δ < 0 τότε Ytc = Vkb [A3m)v0t + Α4ημθΐ] οπού Α3 = Ai + Α2 & Α4 = (Aj - Α2)

Έπειτα από μία διατάραξη, οι συνθήκες που θα πρέπει να ικανοποιούνται προκει- 
μένου το εισόδημα να συγκλίνει προς τη μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του συνοψί - 
ζονται στο παρακάτω σύστημα ανισοτήτων :

1 - b + φ > 0 

φ - 1
b >

(Σ.1)
1 +2k

1
b<k

Σε σχέση με το υπόδειγμα του υπόδειγμα του Samuelson ( και δεδομένου ότι η 
πρώτη από τις ανισότητες ικανοποιείται για οποιεσδήποτε τιμές των παραμέτρων b 
και φ ), η επιπλέον συνθήκη που θα πρέπει να ικανοποιείται προκειμένου να έχουμε 
σύγκλιση του εισοδήματος προς τη μακροχρόνια τιμή του, περιγράφεται από την 
δεύτερη ανισότητα. Όπως γίνεται αντιληπτό, με την εισαγωγή του νομισματικού 
παράγοντα στο υπόδειγμα του Samuelson περιορίζονται οι πιθανότητες σύγκλισης 
του εισοδήματος. Ειδικότερα με δεδομένη την τιμή του επιταχυντή ( k ), όσο η τιμή 
της παραμέτρου φ τείνει προς το μέγεθος Ι/k + 3 τόσο περισσότερο μειώνονται οι 
πιθανότητες σύγκλισης του εισοδήματος. Οι πιθανότητες αυτές εκμηδενίζονται εάν
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ισχύει ότι φ > Ι/k + 3, ενώ είναι ακριβώς οι ίδιες με εκείνες του αρχικού 
υποδείγματος του Samuelson όσο το φ τείνει προς το μηδέν.

Το εάν η σύγκλιση ή η απόκλιση ( έπειτα από μία διατάραξη ) του εισοδήματος 
από τη μακροχρόνια τιμή ισορροπίας του θα πραγματοποιηθεί μέσω ταλαντώσεων ή 
θα είναι εκθετικής μορφής, εξαρτάται από το εάν η τιμή της οριακής ροπής για 
κατανάλωση (b ) ανήκει ή όχι στο ακόλουθο διάστημα :

f
■^φ(1 + k ) + k - Vk

2
^/φΟ + k) + k + Jk

2 Λ

V 1 + k
* 1 + k y

Ειδικότερα εάν το b e Α τότε έπειτα από μία διατάραξη το εισόδημα θα 
συγκλίνει ή θα αποκλίνει από την τιμή ισορροπίας του μέσω ταλαντώσεων, ενώ εάν 
το b ί Α η σύγκλιση ή η απόκλιση θα είναι εκθετικής μορφής.
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