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PER�ILHYH

O Simplex eÐnai o pr¸toc algìrijmoc pou dhmiourg jhke gia thn epÐlush grammik¸n pro-

blhm�twn kai qrhsimopoieÐtai mèqri s mera q�rh sthn kal  epÐdosh pou epideiknÔei se prag-

matik� probl mata. To st�dio thc epilog c eiserqìmenhc kai exerqìmenhc metablht c eÐnai

èna komm�ti tou Simplex pou èqei gÐnei antikeÐmeno èreunac kai diaforetikèc strathgikèc pou

èqoun efarmosteÐ, èqei brejeÐ pwc èqoun antÐktupo sthn apìdosh tou algorÐjmou.

Sta plaÐsia thc paroÔsac ergasÐac, ulopoi jhkan kai enswmat¸jhkan ston algìrijmo

Simplex, sunolik� okt¸ kanìnec peristrof c sumperilambanomènou kai tou paradosiakoÔ

kanìna tou Dantzig. O algìrijmoc Simplex dokim�sthke se tupopoihmèna metroprogr�mmata

kaj¸c kai se seir� tuqaÐwn grammik¸n problhm�twn me k�je ènan apì touc diajèsimouc

kanìnec.
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KEF�ALAIO 1

Eisagwg 

O Simplex eÐnai ènac algìrijmoc me meg�lh istorÐa kai pollèc praktikèc efarmogèc sth bio-

mhqanÐa, sthn oikonomÐa kai se �llec epist mec. JewreÐtai apì touc shmantikìterouc algo-

rÐjmouc sthn epist mh twn upologist¸n (Nash 2000). Apì to 1949 pou prwtodhmosieÔjhke

mèqri kai s mera, qrhsimopoieÐtai eurèwc gia thn epÐlush problhm�twn beltistopoÐhshc kai

èqei apotelèsei pedÐo èreunac gia polloÔc ereunhtèc kai th b�sh gia thn epinìhsh beltiwmènwn

ekdìsewn kaj¸c kai nèwn algorÐjmwn.

H leitourgÐa tou algorÐjmou Simplex basÐzetai sthn exètash diadoqik¸n lÔsewn enìc

grammikoÔ probl matoc, mèqri na brejeÐ h zhtoÔmenh bèltisth lÔsh   na epibebaiwjeÐ h mh

Ôparx  thc. Arqik�, to sÔnolo twn metablht¸n enìc grammikoÔ probl matoc diamerÐzetai se

dÔo uposÔnola. Sto èna uposÔnolo topojetoÔntai oi metablhtèc pou sugkrotoÔn mia lÔsh

�ìqi aparaÐthta th bèltisth� kai sto �llo ìlec oi upìloipec metablhtèc. Oi metablhtèc

tou pr¸tou sunìlou onom�zontai basikèc en¸ tou deutèrou mh basikèc. Se k�je epan�lhyh

tou algorÐjmou epilègetai mia mh basik  metablht  kai gÐnetai basik . AntÐstoiqa mia basik 

metablht  epilègetai gia na per�sei sto sÔnolo twn mh basik¸n deikt¸n. H enallag  aut 

gÐnetai me gn¸mona thn prosèggish thc lÔshc tou probl matoc en¸ ta krit ria me ta opoÐa

ja epilegoÔn oi metaferìmenec metablhtèc apoteloÔn ènan kanìna peristrof c (pivot rule).

To st�dio autì tou algorÐjmou Simplex èqei prokalèsei to endiafèron poll¸n ereunht¸n.

O lìgoc eÐnai oi jetikèc   arnhtikèc epipt¸seic pou mporeÐ na èqei ènac kanìnac peristrof c

sthn apìdosh tou algorÐjmou. 'Etsi ton arqikì kanìna peristrof c pou ef�rmose o dhmiour-

gìc tou Simplex, akoloÔjhsan arketoÐ �lloi kanìnec (Bland 1977, Zadeh 1980, Klee and

Minty 1972, Thomadakis and Liu 1996). EpÐshc èqoun ulopoihjeÐ pakèta epÐlushc grammi-

k¸n problhm�twn (Lim and Park 2002, Thomadakis 1994) pou qrhsimopoioÔn k�poiouc apì
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autoÔc touc kanìnec. H episthmonik  koinìthta ìmwc, den èqei katal xei akìma sto poioc

kanìnac eÐnai o kalÔteroc kai to pedÐo autì èreunac paramènei anoiktì mèqri tic mèrec mac.

Sta plaÐsia thc paroÔsac ergasÐac, ulopoi jhkan sunolik� 8 kanìnec peristrof c. Oi

kanìnec autoÐ enswmat¸jhkan ston anajewrhmèno algìrijmo Simplex. Skopìc thc ergasÐac

eÐnai h axiolìghsh twn kanìnwn aut¸n ìson afor� thn ikanìtht� touc na lÔsoun sugkekrimèna

probl mata kai thn apìdos  touc, dhlad  to qrìno ektèleshc kai ton arijmì epanal yewn pou

qrei�zontai. Ta probl mata sta opoÐa efarmìsthkan oi kanìnec perilamb�noun epilegmèna

metroprogr�mmata apì th sullog  Netlib (www.netlib.org/lp) kaj¸c kai mia seir� tuqaÐwn

problhm�twn pou dhmiourg jhkan gia thc an�gkec thc upologistik c melèthc.

Sto kef�laio 2 ja parousiasteÐ o klasikìc kai o anajewrhmènoc algìrijmoc Simplex

kaj¸c kai h mèjodoc dÔo f�sewn pou apaiteÐtai gia thn antimet¸pish grammik¸n problhm�twn

genik c morf c. Sto kef�laio 3 perigr�fontai oi kanìnec peristrof c pou sumperil fjh-

kan sthn upologistik  melèth. EpÐshc paratÐjetai o k¸dikac ulopoÐhshc twn kanìnwn, ìpwc

autìc programmatÐsjhke sto perib�llon tou matlab kai gÐnetai efarmog  se èna aplì gram-

mikì prìblhma. Sto kef�laio 4 gÐnetai sÔntomh anafor� sta probl mata p�nw sta opoÐa

dokim�sthkan oi kanìnec peristrof c. Sto kef�laio 5 parousi�zontai kai analÔontai ta

apotelèsmata thc upologistik c melèthc. AkoloujoÔn k�poia genik� sumper�smata kai ta

porÐsmata thc èreunac sto kef�laio 6.

H upologistik  melèth pou ègine den mporeÐ na jewrhjeÐ pl rhc efìson apousi�zoun

k�poioi kanìnec kai den qrhsimopoioÔntai sÔgqronec ekfr�seic k�poiwn �llwn. EpÐshc oi

epidìseic pou parathr jhkan eÐnai saf¸c kat¸terec apì touc qrìnouc pou èqoun petÔqei

oloklhrwmèna pakèta proerqìmena tìso apì ton emporikì ìso kai ton akadhmaðkì q¸ro.

'Omwc apì ta apotelèsmata twn metr sewn faÐnetai kajar� h ikanìthta twn summeteqìn-

twn kanìnwn se èna eurÔ f�sma problhm�twn kai gÐnetai dunatì na exaqjoÔn sumper�smata

sqetik� me thn metaxÔ touc kat�taxh.
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KEF�ALAIO 2

O algìrijmoc Simplex

2.1 Istorik  Anadrom 

O algìrijmoc Simplex  tan to apotèlesma thc èreunac gia èna axiìpisto kai apodotikì er-

galeÐo epÐlushc problhm�twn Epiqeirhsiak c 'Ereunac. Dhmiourg jhke apì ton George B.

Dantzig to 1947 kai dhmosieÔjhke to 1949 (Dantzig 1949). ApoteleÐ ton algìrijmo antimet¸-

pishc problhm�twn GrammikoÔ ProgrammatismoÔ (G.P.) me th megalÔterh hlikÐa kai apoteleÐ

pedÐo èreunac mèqri kai s mera.

H jewrhtik� ekjetik  sumperifor� tou algìrijmou Simplex (Klee and Minty 1972) od -

ghse polloÔc ereunhtèc sthn prosp�jeia dhmiourgÐac enìc poluwnumikoÔ algorÐjmou. 'Etsi

to 1979 anaptÔqjhke o Elleiyoeid c   r¸sikoc algìrijmoc (Khachiyan 1979), o opoÐoc ìmwc

den  tan apotelesmatikìc se pragmatik� probl mata. Shmantik  beltÐwsh epèfere h dh-

miourgÐa tou AlgorÐjmou Eswterik¸n ShmeÐwn AES (Karmarkar 1984). O AES, epideiknÔei

megalÔterh taqÔthta apì ton Simplex, eidik� se probl mata meg�lwn diast�sewn.

O Simplex, an kai me b�sh th jewrhtik  tou poluplokìthta upoleÐpetai twn neìterwn

algorÐjmwn, èqei genik� kal  upologistik  sumperifor� se pragmatik� probl mata. H polu-

plokìthta mèshc perÐptwshc èqei brejeÐ na eÐnai poluwnumik  (Borgwardt 1982). Ston pÐnaka

2.1 faÐnontai oi poluplokìthtec twn algorÐjmwn pou anafèrjhkan.

2.2 Majhmatikì prìtupo tou grammikoÔ probl matoc

Ta probl mata pou kaleÐtai na lÔsei o algìrijmoc Simplex eÐnai probl mata beltistopoÐhshc

me periorismoÔc. Onom�zontai Grammik� Probl mata (Linear Problems or Linear Programs)

kai èqoun pollèc praktikèc efarmogèc se di�forec epist mec. Ta grammik� probl mata (G.P.)
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PÐnakac 2.1 Poluplokìthta algorÐjmwn GrammikoÔ ProgrammatismoÔ

Poluplokìthta

Algìrijmoc Qeirìterhc perÐptwshc Upologistik c sumperifor�c

Simplex O(2n) O(n2)

Elleiyoeid c O(n4L) O(n4L)

Eswterik¸n ShmeÐwn O(n3,5L) O(n3,5L)

mporoÔn na grafoÔn me di�forouc trìpouc oi opoÐoi ìmwc eÐnai isodÔnamoi. H genik  morf 

tou grammikoÔ probl matoc eÐnai:

min(max) z = c1x1 + c2x2 + . . . cnxn

µ.π. a11x1 + a12x2 + . . . a1nxn ⊕ b1

a21x1 + a22x2 + . . . a2nxn ⊕ b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . . amnxn ⊕ bm

(1)

ìpou oi suntelestèc cj , aij , bi gia i ∈ [1..m], j ∈ [1..n], eÐnai gnwstoÐ pragmatikoÐ arijmoÐ.

O genikìc telest c ⊕ mporeÐ na eÐnai ènac apì touc =, ≥, ≤. H lèxh min shmaÐnei pwc

to zhtoÔmeno eÐnai h eÔresh tou elaqÐstou thc sun�rthshc z, en¸ h suntomografÐa µ.π.

antikajist� thn èkfrash <<me periorismoÔc>>. Oi metablhtèc x1, x2, . . . , xn eÐnai oi �gnwstec

metablhtèc (unknown variables) tou probl matoc. Se èna grammikì prìblhma, to zhtoÔmeno

eÐnai na brejoÔn oi timèc twn agn¸stwn metablht¸n ètsi ¸ste h tim  thc sun�rthshc z na

eÐnai el�qisth, en¸ tautìqrona ja ikanopoioÔntai ìloi oi periorismoÐ.

Oi �gnwstec metablhtèc xj onom�zontai metablhtèc apìfashc (decision variables). H

sun�rthsh z pou prèpei na elaqistopoihjeÐ   megistopoihjeÐ onom�zetai antikeimenik  su-

n�rthsh (objective function) kai oi timèc pou paÐrnei antikeimenikèc timèc (objective values).

EpÐshc, sÔmfwna me thn orologÐa tou grammikoÔ programmatismoÔ, oi periorismoÐ pou prè-

pei na ikanopoioÔn oi metablhtèc apìfashc, qarakthrÐzontai isotikoÐ   anisotikoÐ periorismoÐ

(equality / inequality contraints).

'Otan to zhtoÔmeno eÐnai h eÔresh thc el�qisthc antikeimenik c tim c, to prìblhma qara-

kthrÐzetai prìblhma elaqistopoÐhshc (minimization problem). Stic peript¸seic pou zhteÐtai

h mègisth antikeimenik  tim , to prìblhma lègetai prìblhma megistopoÐhshc (maximization

problem) kai qrhsimopoieÐtai h lèxh max. An den dhl¸netai rht� to antÐjeto, k�je prìblhma

ja jewreÐtai prìblhma elaqistopoÐhshc. H genikìthta thc antimet¸pishc den periorÐzetai apì
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aut  thn upìjesh, afoÔ èna prìblhma megistopoÐhshc metatrèpetai se prìblhma elaqisto-

poÐhshc mèsw thc sqèshc

min cT x = −max
{
−cT x

}
Ta perissìtera grammik� probl mata aforoÔn efarmosmèna probl mata kai oi metablhtèc

apìfashc anaparistoÔn fusikèc posìthtec. 'Etsi kajier¸jhke na epib�llontai oi legìmenoi

periorismoÐ mh arnhtikìthtac (non negativity constraints) stic metablhtèc apìfashc, dhlad 

xj ≥ 0, (j = 1, 2, . . . , n). Oi periorismoÐ autoÐ onom�zontai kai fusikoÐ periorismoÐ (natural

contraints). Oi upìloipoi periorismoÐ tou probl matoc (1) onom�zontai teqnologikoÐ periori-

smoÐ (technological contraints).

Se ìla ta probl mata, oi teqnologikoÐ periorismoÐ ja dhl¸nontai rht�. 'Etsi to prìblhma

(1) ja èqei th morf 

min(max) z = c1x1 + c2x2 + . . . cnxn

µ.π. a11x1 + a12x2 + . . . a1nxn ⊕ b1

a21x1 + a22x2 + . . . a2nxn ⊕ b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . . amnxn ⊕ bm

xj ≥ 0, (j = 1 . . . n)

(2)

To grammikì prìblhma (2) mporeÐ na grafeÐ se morf  pin�kwn wc ex c:

min(max) z = cT x

µ.π. Ax⊕ b

x ≥ 0

  me thn pio sumpag  morf 

min(max)
{
cT x : Ax⊕ b, x ≥ 0

}
(3)

ìpou c, x ∈ <n, b ∈ <m kai A ∈ <m×n.

Ta shmeÐa pou ikanopoioÔn ìlouc touc periorismoÔc, dhlad  oi lÔseic tou probl matoc

(2) onom�zontai efikt� shmeÐa (feasible points)   efiktèc lÔseic (feasible solutions) en¸ ta

upìloipa shmeÐa onom�zontai mh efikt� (infeasible).
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2.3 LÔsh grammikoÔ probl matoc

To sÔnolo twn efikt¸n shmeÐwn enìc grammikoÔ probl matoc, orÐzoun thn efikt  perioq 

(feasible region) tou probl matoc. An h efikt  perioq  eÐnai to kenì sÔnolo, to grammikì

prìblhma eÐnai adÔnato   mh efiktì (infeasible). Diaforetik�, ìtan up�rqei mÐa toul�qiston

efikt  lÔsh, to prìblhma eÐnai efiktì (feasible).

'Ena efiktì shmeÐo x enìc efiktoÔ probl matoc elaqistopoÐhshc eÐnai bèltisto (optimal),

an gia k�je efiktì shmeÐo y isqÔei

cT x ≤ cT y

'Ena efiktì prìblhma eÐnai bèltisto, ìtan èqei toul�qiston èna bèltisto shmeÐo. H tim  thc

antikeimenik c sun�rthshc sto bèltisto shmeÐo onom�zetai bèltisth tim  (optimum value).

'Ena efiktì grammikì prìblhma pou den eÐnai bèltisto eÐnai aperiìristo (unbounded). Sta

aperiìrista probl mata up�rqei akoloujÐa efikt¸n shmeÐwn {x1, x2, . . . } tètoia ¸ste h ako-

loujÐa twn antÐstoiqwn antikeimenik¸n tim¸n
{
cT x1, c

T x2, . . .
}
na teÐnei sto −∞.

Sunoptik�, èna grammikì prìblhma eÐnai adÔnato   efiktì. An eÐnai efiktì tìte mporeÐ na

eÐnai bèltisto   aperiìristo (sq ma 2.3.1).

G.P.

AdÔnato Efiktì

Bèltisto Aperiìristo

? ?

? ?

Sq ma 2.3.1 LÔseic tou G.P.

Oi algìrijmoi epÐlushc grammik¸n problhm�twn, analamb�noun na prosdiorÐsoun thn ka-

thgorÐa tou probl matoc, an dhlad  autì eÐnai bèltisto, adÔnato   aperiìristo. Sthn perÐ-

ptwsh pou to prìblhma eÐnai bèltisto, ja prèpei na upologisjeÐ kai èna toul�qiston bèltisto

shmeÐo. Sthn pr�xh, eÐnai arketì na prosdiorisjeÐ an èna prìblhma eÐnai bèltisto   ìqi.
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2.4 Morfèc kai metasqhmatismoÐ tou grammikoÔ pro-

bl matoc

Orismìc. DÔo probl mata eÐnai isodÔnamec (equivelant), an up�rqei èna proc èna antistoiqÐa

twn efikt¸n shmeÐwn touc kai twn antÐstoiqwn antikeimenik¸n tim¸n touc.

To genikì grammikì prìblhma (1) mporeÐ na perièqei kai ta trÐa eÐdh teqnologik¸n pe-

riorism¸n ≥, ≤, =. MporeÐ epÐshc na perièqei eleÔjerec metablhtèc (free variables) kaj¸c

kai periorismoÔc pou epib�llontai ap' eujeÐac stic metablhtèc, ìpwc oi periorismoÐ xj ≥ 0,

xj ≤ 0, xj ≥ lj , xj ≤ uj , lj ≤ xj ≤ uj . Upì autèc tic sunj kec eÐnai dÔskolo na perigra-

feÐ ènac genikìc algìrijmoc antimet¸pishc kai endeÐknutai to arqikì grammikì prìblhma na

metasqhmatÐzetai se k�poia �llh isodÔnamh kai saf¸c kajorismènh morf .

Oi dÔo morfèc pou qrhsimopoioÔntai sthn pleioyhfÐa twn algorÐjmwn epÐlushc eÐnai h

kanonik  morf  (canonical form) kai h tupopoihmènh morf  (standard form).

2.4.1 Kanonik  morf 

H kanonik  morf  tou grammikoÔ probl matoc eÐnai

min(max) z = c1x1 + c2x2 + . . . cnxn

µ.π. a11x1 + a12x2 + . . . a1nxn ⊕ b1

a21x1 + a22x2 + . . . a2nxn ⊕ b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . . amnxn ⊕ bm

xj ≥ 0, (j = 1 . . . n)

(4)

ìpou o telest c ⊕ sumbolÐzei ènan apì touc anisotikoÔc telestèc ≥ kai ≤.

Se morf  pin�kwn kai dianusm�twn, h kanonik  morf  (4) gr�fetai

min(max)
{
cT x : Ax⊕ b, x ≥ 0

}
ìpou c, x ∈ <n, b ∈ <m kai A ∈ <m×n.

Sthn kanonik  morf  ìlec oi metablhtèc prèpei na ikanopoioÔn touc fusikoÔc periorismoÔc

kai ìloi oi teqnologikoÐ periorismoÐ eÐnai anisotikoÐ.
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2.4.2 Tupopoihmènh morf 

H tupopoihmènh morf  tou grammikoÔ probl matoc eÐnai

min(max) z = c1x1 + c2x2 + . . . cnxn

µ.π. a11x1 + a12x2 + . . . a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . . amnxn = bm

xj ≥ 0, (j = 1 . . . n)

(5)

Se morf  pin�kwn kai dianusm�twn, h kanonik  morf  (5) gr�fetai

min(max)
{
cT x : Ax = b, x ≥ 0

}
ìpou c, x ∈ <n, b ∈ <m kai A ∈ <m×n.

Sthn tupopoihmènh morf  ìlec oi metablhtèc prèpei na ikanopoioÔn touc fusikoÔc perio-

rismoÔc kai ìloi oi teqnologikoÐ periorismoÐ eÐnai isotikoÐ.

2.4.3 MetasqhmatismoÐ isodunamÐac

Kanonik  morf  → Tupopoihmènh morf 

Opoiod pote grammikì prìblhma sthn kanonik  morf  (4) mporeÐ na metasqhmatisteÐ sthn

tupopoihmènh (5). Autì gÐnetai me metatrop  twn anisot twn se isìthtec kai thn eisagwg 

nèwn metablht¸n.

'Enac anisotikìc periorismìc thc morf c

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn ≤ b

metatrèpetai se isìthta me prosj kh miac nèac metablht c xn+1 sto aristerì thc mèloc.

'Etsi h anisìthta eÐnai isodÔnamh me to sÔsthma twn dÔo periorism¸n

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn + xn+1 = b

xn+1 ≥ 0

H nèa, mh arnhtik  metablht  xn+1 onom�zetai elleimatik  (deficit).

OmoÐwc, ènac anisotikìc periorismìc thc morf c

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn ≥ b
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metatrèpetai se isìthta me afaÐresh miac nèac metablht c xn+1 sto aristerì thc mèloc. H

anisìthta t¸ra eÐnai isodÔnamh me to sÔsthma

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn − xn+1 = b

xn+1 ≥ 0

H nèa, mh arnhtik  metablht  xn+1 sthn perÐptwsh aut , onom�zetai pleonasmatik  (surplus).

Oi elleimatikèc kai pleonasmatikèc metablhtèc èqoun to koinì ìnoma qalarèc metablhtèc

(slack variables). 'Enac anisotikìc periorismìc eÐnai energìc (active) sto shmeÐo x, an to

shmeÐo epalhjeÔei ton periorismì san isìthta. Diaforetik� o periorismìc eÐnai mh energìc

(non active). H tim  thc qalar c metablht c xj deÐqnei an o antÐstoiqoc periorismìc eÐnai

energìc   ìqi. An xj = 0 o periorismìc eÐnai energoc, diaforetik� eÐnai mh energìc. Eidikìtera

an eÐnai xj ≥ 0, o periorismìc ikanopoieÐtai, en¸ an xj < 0, o periorismìc den ikanopoieÐtai.

Tupopoihmènh morf  → Kanonik  morf 

H metatrop  tou grammikoÔ probl matoc apì thn tupopoihmènh sthn kanonik  morf  gÐnetai

me th metatrop  twn isotik¸n periorism¸n se anisotikoÔc. 'Etsi gia par�deigma o periorismìc

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b (6)

mporeÐ na grafeÐ san

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn ≤ b

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn ≥ b

Sthn perÐptwsh aut  bèbaia to pl joc twn periorism¸n aux�netai kat� èna, k�ti pou ja

epifèrei epiplèon upologistikì fìrto. Autì ìmwc to upologistikì meionèkthma mporeÐ na

apofeuqjeÐ me thn epìmenh antikat�stash. 'Estw ìti isqÔei a1 6= 0. Tìte o periorismìc (6)

mporeÐ na grafeÐ wc

x1 =
b− (a2x2 + . . . + anxn)

a1

'Etsi, dedomènou pwc x1 ≥ 0 (periorismìc mh-arnhtikìthtac), isqÔei

a2

a1
x2 +

a3

a1
x3 + . . . +

an

a1
xn ≤

b

a1
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2.5 Duðk  jewrÐa

Je¸rhma 1 To duðkì prìblhma (dual problem) tou grammikoÔ probl matoc

min




c0

c1

c2


T 

x0

x1

x2

 :


A0x0 + A1x1 + A2x2 = b0

B0x0 + B1x1 + B2x2 ≥ b1

C0x0 + C1x1 + C2x2 ≤ b2

x1 ≥ 0, x2 ≤ 0




eÐnai to grammikì prìblhma

max




b0

b1

−b2


T 

w0

w1

w2

 :


(A0)

T w0 + (B0)
T w1 + (C0)

T w2 = c0

(A1)
T w0 + (B1)

T w1 + (C1)
T w2 ≤ c1

(A2)
T w0 + (B2)

T w1 + (C2)
T w2 ≥ c2

w1 ≥ 0,w2 ≤ 0




ìpou cj , xj , Bj , wj , xj , j = 0, 1, 2, eÐnai pÐnakec kai dianÔsmata kat�llhlwn diast�sewn.

Je¸rhma 2 To duðkì prìblhma tou duðkoÔ probl matoc eÐnai to prwteÔon prìblhma.

Kat� to metasqhmatismì tou arqikoÔ (prwteÔontoc probl matoc) sto duðkì prìblhma

isqÔoun oi ex c idiìthtec:

• H antikeimenik  sun�rthsh tou duðkoÔ probl matoc eÐnai bT w, ìpou w eÐnai to di�nusma

twn metablht¸n tou duðkoÔ probl matoc.

• An to prwteÔon prìblhma eÐnai prìblhma elaqistopoÐhshc, to duðkì eÐnai prìblhma

megistopoÐhshc.

• Se k�je metablht  tou prwteÔontoc probl matoc antistoiqeÐ ènac periorismìc tou duð-

koÔ.

• O periorismìc tou duðkoÔ probl matoc pou antistoiqeÐ sth metablht  xj èqei th morf 

(st lh suntelest¸n thc xj)T (di�nusma duðk¸n metablht¸n)⊕ cj

ìpou ⊕ eÐnai ènac apì touc telestèc =, ≥, ≤.

O idiìthtec autèc sunoyÐzontai ston pÐnaka (2.2).
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PÐnakac 2.2 Metatrop  prwteÔontoc probl matoc sto antÐstoiqo duðkì

min ↔ max

periorismìc = ↔ metablht  eleÔjerh

periorismìc ≥ ↔ metablht  ≥ 0

periorismìc ≤ ↔ metablht  ≤ 0

metablht  eleÔjerh ↔ periorismìc =

metablht  ≥ 0 ↔ periorismìc ≤

metablht  ≤ 0 ↔ periorismìc ≥

Me w kai s ja sumbolÐzontai oi duðkèc kai qalarèc metablhtèc tou duðkoÔ probl matoc

antÐstoiqa. H metablht  wi onom�zetai skier  tim  (shadow price) tou periorismì i. H

metablht  sj onom�zetai upolleimatikì kìstoc (reduced cost) thc metablht c xj .

Se apl  morf  pin�kwn, an to prwteÔon prìblhma eÐnai thc morf c

min cT x

µ.π. Ax ≥ b

x ≥ 0

(7)

tìte to antÐstoiqo duðkì prìblhma ja èqei th morf 

max wT b

µ.π. wT A ≤ cT

w ≥ 0

(8)

Je¸rhma 3 (Asjenèc duðkì je¸rhma) An x eÐnai mia efikt  lÔsh tou (7) kai w mia

efikt  lÔsh tou (8) tìte

cT x ≥ wT b

Je¸rhma 4 'Estw (x, w) eÐnai mÐa efikt  lÔsh tou (7) kai tou (8) antÐstoiqa. An isqÔei

cT x = wT b (9)

tìte h lÔsh (x,w) eÐnai bèltisth gia to (7) kai to (8) antÐstoiqa.

'Ara, gia na elegqjeÐ an èna efiktì shmeÐo x tou probl matoc elaqistopoÐhshc (7) eÐnai

bèltisto, prèpei na upologisjeÐ èna efiktì shmeÐo w ∈ <m tou probl matoc (8), tètoio ¸ste
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na isqÔei h sqèsh (9). Pr�gmati oi sunj kec autèc sunep�gontai pwc

wT b = wT (Ax) = (wT A)x ≤ cT x (10)

kai sÔmfwna me th sqèsh (9) to shmeÐo x eÐnai bèltisto.

H duðk  metablht  (dual variable) wi antistoiqeÐ ston i isotikì periorismì tou probl -

matoc (3). Oi qalarèc duðkèc metablhtèc (slack dual variables) sj èqoun th morf 

sj = cj − wT aj (11)

ìpou aj eÐnai h j st lh tou pÐnaka A. O j periorismìc tou duðkoÔ probl matoc kai epomènwc

h metablht  sj antistoiqeÐ sth metablht  xj tou prwteÔontoc probl matoc. 'Otan to shmeÐo

w eÐnai efiktì, tìte

sj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n

An ta shmeÐa x kai w eÐnai efikt� sta antÐstoiqa probl mat� touc, apì th sqèsh (10)

prokÔptei pwc eÐnai

g = cT x− bT w = cT x− wT Ax = (cT − wT A)x = sT x ≥ 0

H diafor� g onom�zetai duðkì q�sma(duality gap). 'Otan ta shmeÐa w kai w eÐnai bèltista,

tìte g = 0 kai apì tic sqèseic s ≥ 0, x ≥ 0 prokÔptei pwc

sjxj = 0, j = 1, 2, . . . , n (12)

Oi prohgoÔmenec sqèseic onom�zontai sunj kec sumplhrwmatik c qalarìthtac (complemen-

tary slackness conditions).

SunoyÐzontac, oi sunj kec beltistìthtac enìc shmeÐou mporoÔn na ekfrastoÔn me to

jèwrhma 5.

Je¸rhma 5 'Estw B mÐa b�sh tou probl matoc

min
{
cT x : AX = b, x ≥ 0

}
H antÐstoiqeh basik  lÔsh (xB, xN ) eÐnai bèltisth, an eÐnai xB ≥ 0 kai sN ≥ 0.
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2.6 O prwteÔwn algìrijmoc Simplex

O prwteÔwn algìrijmoc Simplex kataskeu�zei mia akoloujÐa basik¸n efikt¸n shmeÐwn. Gia

na xekin sei na ekteleÐtai, prèpei na up�rqei diajèsimo èna arqikì basikì efiktì shmeÐo. Q�rin

aplìthtac ja upotejeÐ pwc èna tètoio shmeÐo up�rqei. MÐa mèjodoc pou antimetwpÐzei thn

perÐptwsh mh diajèsimou arqikoÔ shmeÐou ja perigrafeÐ sthn par�grafo 2.6.3.

2.6.1 Perigraf  tou algorÐjmou

'Estw to grammikì prìblhma sthn tupopoihmènh tou morf 

min
{
cT x : Ax = b, x ≥ 0

}
(13)

ìpou c, x ∈ <n, b ∈ <m kai A ∈ <m×n, To duðkì tou probl matoc (13) eÐnai

max
{
bT w : AT w + s = c, s ≥ 0

}
(14)

ìpou w ∈ <m eÐnai oi duðkèc kai s ∈ <n eÐnai oi qalarèc duðkèc metablhtèc.

O pÐnakac A ja upotejeÐ pwc eÐnai t�xhc m, rank(A) = m. O algìrijmoc Simplex diame-

rÐzei to sÔnolo twn deikt¸n {1, 2, . . . , n} se dÔo uposÔnola B kai N , ta opoÐa perièqoun m

kai n−m deÐktec antÐstoiqa. Sto sÔnolo xB ja dhl¸nontai oi sunist¸sec tou dianÔsmatoc

x pou deiktodotoÔntai apì to sÔnolo B. Sto sÔnolo xN , antÐstoiqa, ja dhl¸nontai oi suni-

st¸sec pou deiktodotoÔntai apì to sÔnolo N . OmoÐwc, me AB, ja sumbolÐzetai o upopÐnakac

tou pÐnaka A pou perièqei tic st lec pou deiktodìtoÔntai apì to sÔnolo B. AntÐstoiqa o

pÐnakac AN ja perièqei tic upìloipec st lec tou A pou deiktodotoÔntai apì to sÔnolo N .

'Etsi, mporeÐ na grafeÐ

A = [AB, AN ]

x = (xB, xN )T =

 xB

xN


'Estw ìti o diamerismìc (B,N) eÐnai tètoioc ¸ste o pÐnakac AB na eÐnai antistrèyimoc.

Mia tètoia diamèrish eÐnai dunat , b�sei thc upìjeshc pwc h t�xh tou pÐnaka A eÐnai m. H

diamèrish aut  onom�zetai basik  diamèrish (basic partition). To sÔnolo B onom�zetai b�sh

kai o pÐnakac AB basikìc pÐnakac. H onomatologÐa aut  genikeÔetai gia k�je di�nusma  

pÐnaka. An jèsoume xN = 0, tìte mporoÔme na upologÐsoume to xB lÔnontac to sÔsthma

ABxb = b
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H lÔsh tou sust matoc eÐnai

xB = (AB)−1b

H lÔsh (xB, xN ) = ((AB)−1b, 0) onom�zetai basik  lÔsh   basikì shmeÐo. 'Ena basikì shmeÐo

eÐnai efiktì, an eÐnai xB ≥ 0.

An èna basikì shmeÐo ikanopoieÐ akrib¸c n −m anisìthtec san isìthtec, onom�zetai mh

ekfulismèno (non degenerate). Se èna mh ekfulismèno shmeÐo ìlec oi basikèc metablhtèc eÐnai

di�forec tou mhdenìc. Se diaforetik  perÐptwsh, an ikanopoioÔntai toul�qiston n −m + 1

anisìthtec san isìthtec, to shmeÐo onom�zetai ekfulismèno (degenerate). Sta ekfulismèna

shmeÐa, toul�qiston mÐa basik  metablht  eÐnai Ðsh me mhdèn.

O prwteÔwn algìrijmoc Simplex xekin�ei me èna basikì efiktì shmeÐo. Sth sunèqeia

upologÐzontai oi duðkèc metablhtèc me th lÔsh tou sust matoc

wT AB = (cB)T (15)

H lÔsh eÐnai

wT = (cB)T (AB)−1

Oi qalarèc duðkèc metablhtèc upologÐzontai me ton tÔpo (11). Me morf  pin�kwn kai dianu-

sm�twn mporeÐ na grafeÐ

sT = cT − wT A

Apì th sqèsh 15 prokÔptei ìti

(sB)T = (cB)T − wT AB = 0

kai epeid  xN = 0, oi sunj kec sumplhrwmatik c qalarìthtac isqÔoun.

O prwteÔwn algìrijmoc Simplex kataskeu�zei mia akoloujÐa basik¸n efikt¸n shmeÐwn.

'Etsi k�je stigm , ikanopoioÔntai h pr¸th kai h trÐth sunj kh beltistìthtac. 'Otan kata-

skeuasteÐ èna shmeÐo pou ikanopoieÐ kai th deÔterh sunj kh (s ≥ 0   to w eÐnai efiktì shmeÐo

tou duðkoÔ probl matoc), tìte autì to shmeÐo eÐnai bèltisto kai o algìrijmoc stamat�ei.

Epeid  sB = 0, o èlegqoc s ≥ 0 gÐnetai exet�zontac an

(sN )T = (cN )T − wT AN ≥ 0

An to trèqon shmeÐo eÐnai bèltisto, dhlad  isqÔei J = ∅ ìpou

J =
{
j : j ∈ N kai sj = cj − wT aj < 0

}
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to trèqon shmeÐo eÐnai bèltisto kai o algìrijmoc stamat�ei. Oi deÐktec tou sunìlou J ono-

m�zontai epilèximoi (elligible).

An to trèqon shmeÐo den eÐnai bèltisto, epilègetai h eiserqìmenh metablht  xl, ìpou l ∈ J .

O deÐkthc l mporeÐ na eÐnai opoiosd pote deÐkthc tou sunìlou J kai h epilog  gÐnetai me k�poion

kanìna peristrof c (pivoting rule). Gia par�deigma o deÐkthc l mporeÐ na prosdioristeÐ apì

th sqèsh

sl = min {sj : j ∈ J}

Perissìteroi kanìnec peristrof c ja perigrafoÔn sto kef�laio 3 en¸ sugkrÐseic b�sei upo-

logistik¸n metr sewn ja gÐnoun sto kef�laio 5.

'Otan h eiserqìmenh metablht  èqei epilegeÐ, prèpei na prosdioristeÐ kai h exerqìmenh

metablht  xk = xB(r) ètsi ¸ste sthn epìmenh b�sh na eÐnai xk = 0. Kat� th met�bash apì

thn trèqousa b�sh sthn epìmenh, oi mìnec metablhtèc pou all�zoun timèc eÐnai oi trèqousec

basikèc xB kai h eiserqìmenh xl. 'Etsi isqÔei

xB − (A−1
B b)− hlxl

ìpou hl = B−1al. An eÐnai hl ≤ 0, dhlad 

I+ = {i : hil > 0} = ∅

prokÔptei pwc xB ≥ 0 gia k�je xl ≥ 0. Epeid  sthn perÐptwsh aut , h tim  thc antikeimenik c

sun�rthshc elatt¸netai kaj¸c h tim  thc xl aux�nei, to prìblhma eÐnai aperiìristo kai o

algìrijmoc stamat�ei. Diaforetik� h tim  thc xl periorÐzetai ètsi ¸ste na eÐnai

xB(i) = (B−1b)i − hilxl ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m (16)

EpilÔontac thn (16) prokÔptei

xl ≤
(A−1

B b)i

hil
, i ∈ I+

An tejeÐ

xl = θ0 =
(B−1b)r

hrl
= min

{
(B−1b)i

hil
: i ∈ I+

}
(17)

h metablht  xB(r) = xk ja èqei tim  mhdèn kai epomènwc mporeÐ na bgei apì th b�sh. Epomènwc,

h xl gÐnetai basik  metablht  kai h xk gÐnetai mh basik , kai kataskeu�zetai ètsi mia nèa efikt 

b�sh.
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Sth sqèsh (17), h tim  thc xl prosdiorÐzetai me upologismì enìc elaqÐstou lìgou. H

diadikasÐa aut  onom�zetai test elaqÐstou lìgou (minimum ratio test). An up�rqoun peris-

sìteroi apì ènac deÐktec pou ikanopoioÔn thn (17), Ôp�rqei desmìc (tie). Sthn perÐptwsh

aut  ja prèpei na epilegeÐ ènac apì touc epilèximouc deÐktec. L�joc epilog  deÐkth mporeÐ na

odhg sei se kÔklwsh (cycling), opìte o algìrijmoc den termatÐzei potè.

AfoÔ epilegoÔn h eiserqìmenh kai exerqìmenh metablht , prèpei sth sunèqeia na ananew-

joÔn oi pÐnakec deikt¸n B kai N kaj¸c kai h b�sh AN . Oi enhmerwmènoi pÐnakec deikt¸n ja

eÐnai

B = B\ {k} ∪ {l}

kai

N = N\ {l} ∪ {k}

H basik  metablht  xk ja gÐnei mh-basik  kai h mh-basik  metablht  xl ja gÐnei basik .

'Etsi kataskeu�sthke h nèa b�sh B. H diadikasÐa enallag c twn deikt¸n (k, l) onom�zetai

peristrof  (pivoting).

Se morf  bhm�twn, o algìrijmoc perigr�fetai sto sq ma (2.6.2). O algìrijmoc den

upologÐzei thn bèltisth antikeimenik  tim  h opoÐa mporeÐ na brejeÐ met� ton termatismì tou

me ton tÔpo

z = (cB)T xB = wT b

2.6.2 Anajewrhmènoc algìrijmoc Simplex

Ston algìrijmo Simplex ìpwc perigr�fhke (sq ma 2.6.2), o upologismìc tou antÐstrofou

pÐnaka A−1
B gÐnetai se k�je epan�lhyh. Autì shmaÐnei meg�lo pl joc upologism¸n se k�je

epan�lhyh kai, eidik� se probl mata meg�lou megèjouc, meg�louc qrìnouc ektèleshc.

O upologismìc touc antÐstrofou pÐnaka A−1
B se k�je epan�lhyh mporeÐ na apofeuqjeÐ.

Pio sugkekrimèna, ja upologÐzetai mìno sthn pr¸th epan�lhyh, kai stic epìmenec epanal yeic

ja upologÐzetai me ton tÔpo

(AB)−1 = E−1(AB)−1 (18)
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Sq ma 2.6.2 PrwteÔwn algìrijmoc Simplex

ìpou

E−1 =



1 −h1l/hr

. . .
...

1/hr

...
. . .

−hml/hr 1


Aut  h anapar�stash tou pÐnaka (AB)−1 onom�zetai morf  ginomènou tou antÐstrofou

(product form of the inverse). Pèra apì to mikrìtero upologistikì fìrto, prosfèrei to pleo-

nèkthma pwc den apaiteÐtai h apoj keush olìklhrwn twn pin�kwn all� mìno twn dianusm�twn

ekeÐnwn pou sqhmatÐzoun touc stoiqei¸deic pÐnakec. Stouc pÐnakec 2.3 kai 2.4, sugkrÐnontai

o klasikìc kai o anajewrhmènoc algìrijmoc Simplex ìson afor� to pl joc twn arijmhtik¸n

pr�xewn kai tic apait seic se mn mh antÐstoiqa.

2.6.3 Mèjodoc dÔo f�sewn

Gia na xekin sei o algìrijmoc Simplex, prèpei na up�rqei diajèsimh mia efikt  diamèrish

[B,N ]. Prèpei dhlad  na eÐnai xB ≥ 0. Se diaforetik  perÐptwsh, prèpei na upologisteÐ mia
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PÐnakac 2.3 SÔgkrish klasikoÔ kai anajewrhmènou Simplex wc proc tic pr�xeic

Pr�xeic Klasik  Anajewrhmènh

Pol/smoÐ, diairèseic m(n−m) + n + 1 m(n + 2) + 1

Prosjèseic, afairèseic m(n−m + 1) m(n + 1)

SÔnolo n(2m + 1)−m(2m− 1) + 1 m(2n + 3) + 1

PÐnakac 2.4: SÔgkrish klasikoÔ kai anajewrhmènou Simplex wc proc thn apaÐthsh se mn mh

Klasik  Anajewrhmènh

Mn mh O(mn) O(m2)

KalÔterh perÐptwsh O(mn) O(m2)

Qeirìterh perÐptwsh O(mn) O(mn)

tètoia diamèrish. 'Enac trìpoc gia na epiteuqjeÐ autì, eÐnai me qr sh thc mejìdou twn dÔo

f�sewn   thc mejìdou tou meg�lou M.

Sth mèjodo twn dÔo f�sewn, o algìrijmoc Simplex efarmìzetai dÔo forèc. Sthn F�sh

I, lÔnetai èna tropopoihmèno grammikì prìblhma (T.G.P.) kai sth F�sh II lÔnetai to arqikì

grammikì prìblhma (A.G.P.).

To T.G.P. kataskeu�zetai me thn prosj kh miac nèac metablht c xn+1 me di�nusma sun-

telest¸n

d = −Be

ìpou e eÐnai di�nusma me ìlec tic sunist¸sec Ðsec me 1. H nèa aut  metablht  onom�zetai

teqnht  (artificial variable). To T.G.P. pou epilÔetai sth F�sh I eÐnai

min xn+1

µ.π. Ax + dxn+1 = b

x, xn+1 ≥ 0

(19)

Oi suntelestèc kìstouc f tou probl matoc (19) eÐnai

fj = 0, (j = 1, 2, . . . , n) kai fn+1 = 1

Sth F�sh II lÔnetai to A.G.P. me ton algìrijmo Simplex.

Je¸rhma 6 An h b�sh B den eÐnai efikt  sto A.G.P., tìte h b�sh B ∼ B(r) ∪ {n + 1}

eÐnai efikt  sto T.G.P., ìpou o deÐkthc r prosdiorÐzetai apì th sqèsh

(B−1b)r = min
{
(B−1b)i : i = 1, 2, . . . ,m

}
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SÔmfwna me to je¸rhma 6, to prìblhma (19) eÐnai efiktì. Epomènwc ja eÐnai bèltisto  

aperiìristo, ìmwc apokleÐetai na eÐnai aperiìristo giatÐ isqÔei xn+1 ≥ 0. 'Ara to prìblhma

T.G.P. eÐnai bèltisto. 'Estw ìti (xn, xn+1 eÐnai h bèltisth lÔsh tou T.G.P. Up�rqoun dÔo

endeqìmena:

1. An eÐnai xn+1 > 0, tìte to A.G.P. eÐnai adÔnato. Oi upologismoÐ stamatoÔn sthn F�sh

I.

2. An eÐnai xn+1 = 0 diakrÐnontai dÔo upopeript¸seic:

(aþ) n + 1 ∈ AN : H lÔsh x eÐnai basik  kai efikt  sto A.G.P. H lÔsh aut  qrhsi-

mopoieÐtai wc arqik  basik  diamèrish tou algorÐjmou Simplex gia to A.G.P. sth

f�sh II.

(bþ) n+1 ∈ AB kai xn+1 = 0: PragmatopoieÐtai mÐa peristrof . Exerqìmenh metablht 

epilègetai h xn+1 kai eiserqìmenh mÐa tuqaÐa. H lÔsh x pou prokÔptei met� thn

peristrof , eÐnai basik  kai efikt  sto A.G.P. H lÔsh aut  qrhsimopoieÐtai wc

arqik  basik  diamèrish tou algorÐjmou Simplex gia to A.G.P. sth f�sh II.
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KEF�ALAIO 3

Kanìnec peristrof c

Se mia tupik  tou epan�lhyh, o algorÐjmoc Simplex kaleÐtai na epilèxei apì èna sÔnolo epi-

lèximwn metablht¸n, aut  pou ja eisèljei sth b�sh. O mìnoc periorismìc pou tÐjetai eÐnai,

gia thn eiserqìmenh metabl t  xj , na isqÔei sj < 0. K�je mejodologÐa epilog c thc eiserqì-

menhc metablht c ston algìrijmo Simplex onom�zetai kanìnac peristrof c (pivot rule). Sth

bibliografÐa gia thn Ðdia leitourgÐa qrhsimopoieÐtai epÐshc kai o ìroc mèjodoc axiolìghshc

(pricing method).

O kanìnac peristrof c pou ja qrhsimopoihjeÐ mporeÐ na apotelèsei kajoristikì par�-

gonta prosdiorismoÔ tou sunolikoÔ qrìnou ektèleshc kai tou pl jouc twn epanal yewn pou

ja apaithjoÔn gia thn epÐlush enìc probl matoc (Maros and Khaliq 1999). 'Etsi ton pr¸to

kanìna pou ulopoi jhke apì ton dhmiourgì tou Simplex (Dantzig 1963) akoloÔjhsan arketèc

mèjodoi kai to sugkekrimèno komm�ti tou Simplex apoteleÐ akìma kai s mera anoiktì pedÐo

èreunac.

Sto parìn kef�laio, ja gÐnei anafor� se 8 kanìnec peristrof c sumperilambanomènou kai

tou kanìna tou Dantzig. Ja perigrafeÐ h mejodologÐa epilog c thc eiserqìmenhc metablht c

gia ton k�je kanìna kai ja paratejeÐ o k¸dikac pou ulopoieÐ tic leitourgÐec tou, ìpwc autìc

ulopoi jhke sto perib�llon tou matlab kai enswmat¸jhke ston algìrijmo Simplex.

Sthn par�grafo 3.9 akoloujoÔn genik� all� kai sugkekrimèna gia k�je kanìna sqìlia

sqetik� me tic idiìthtec touc ìson afor� thn apìdosh kai thn akrÐbei� touc. Sthn par�-

grafo 3.10 ja qrhsimopoihjeÐ èna aplì grammikì prìblhma gia na gÐnei epÐdeixh tou trìpou

antimet¸pishc pou akoloujeÐ o k�je kanìnac.
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3.1 Kanìnac tou Dantzig

3.1.1 Perigraf  tou kanìna tou Dantzig

O kanìnac tou Dantzig, gnwstìc epÐshc kai san kanìnac tou mègistou suntelest  (largest

coefficient), eÐnai o pr¸toc kanìnac epilog c eiserqìmenhc metablht c pou qrhsimopoi jhke se

ulopoi seic tou algorÐjmou Simplex. SÔmfwna me ton kanìna autì, o algìrijmoc Simplex

epilègei san eiserqìmenh metablht  aut  me to perissìtero arnhtikì sj . H posìthta sj

anaparist� th diafor� sthn antikeimenik  tim  z pou ja epèljei ìtan h mh basik  metablht 

xj auxhjeÐ kat� mÐa mon�da.

H mèjodoc aut  eggu�tai thn megalÔterh el�ttwsh thc antikeimenik c tim c an� mon�da thc

mh basik c metablht c cj . Den lamb�netai ìmwc upìyh to pìsec mon�dec mporeÐ na elattwjeÐ

h metablht  xj ¸ste to prìblhma na mhn gÐnei adÔnato.

H mèjodoc tou Dantzig ulopoieÐtai eÔkola kai diaisjhtik� odhgeÐ gr gora ton algìrijmo

Simplex sth bèltisth lÔsh. Se pragmatik� probl mata all� kai sÔmfwna me tic upologi-

stikèc metr seic pou perigr�fontai sto kef�laio 5 apodeiknÔetai idiaÐtera antagwnistikìc

kanìnac. Jewrhtik�, h poluplokìthta qeirìterhc perÐptwshc èqei brejeÐ pwc eÐnai ekjetik 

en¸ èqoun kataskeuasjeÐ kai eidik� grammik� probl mata pou o kanìnac epideiknÔei tètoia

sumperifor� (Klee and Minty 1972).

3.1.2 UlopoÐhsh tou kanìna tou Dantzig

O kanìnac tou Dantzig ulopoieÐtai me mÐa kai mìno gramm  q�rh sth sun�rthsh min pou brÐskei

se èna di�nusma   pÐnaka to stoiqeÐo me thn mikrìterh tim . H sun�rthsh aut  parèqetai apì

to matlab.

[val ind]=min(Sn);

t=ind;

l=NonBasic_list(t);

K¸dikac 1: Dantzig: Epilog  eiserqìmenhc metablht c
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3.2 Kanìnac tou Bland

3.2.1 Perigraf  tou kanìna tou Bland

O kanìnac tou Bland (1977), eÐnai mia apl  mèjodoc sÔmfwna me thn opoÐa san eiserqìmenh

metablht  xj epilègetai aut  me ton mikrìtero deÐkth j apì ìlec tic epilèximec metablhtèc,

dhlad 

j = min {k : ck < 0}

ìpou ck eÐnai o suntelest c thc metablht c xk sthn antikeimenik  sun�rthsh. Apì tic upo-

y fiec gia èxodo apì th b�sh metablhtèc, exerqìmenh epilègetai kai p�li h metablht  xr me

ton mikrìtero deÐkth r.

Je¸rhma 7 O algìrijmoc Simplex se sunduasmì me ton kanìna peristrof c tou Bland den

upofèrei apì kukl¸seic, �ra termatÐzei se peperasmèno arijmì epanal yewn.

H apìdeixh tou jewr matoc 7 perigr�fetai apì ton Bland (1977).

'Eqei parathrhjeÐ pwc se pragmatik� probl mata, o kanìnac tou Bland, an kai apofeÔgei

thn kÔklwsh, pollèc forèc odhgeÐ se mia �llh anepijÔmhth kat�stash, th stasimìthta (stal-

ling). San stasimìthta qarakthrÐzetai h ektèlesh shmantikoÔ arijmoÔ epanal yewn qwrÐc

beltÐwsh thc tim c thc antikeimenik c sun�rthshc. EÐnai èna fainìmeno pou parousi�zetai se

ekfulismèna grammik� probl mata. KÔklwsh eÐnai to fainìmeno kat� to opoÐo o algìrijmoc

Simplex kataskeu�zei dÔo Ðdiec b�seic. An se mia akoloujÐa b�sewn B(0), B(1), . . . , B(k), . . .

isqÔei B(0) = B(k), tìte emfanÐzetai kÔklwsh me b ma kÔklou k − 0 = k epanal yeic.

ExaitÐac thc kÔklwshc, o algìrijmoc ìtan antimetwpÐzei pragmatik� probl mata, ft�nei

sth lÔsh met� apì meg�lo arijmì epanal yewn se sqèsh me touc �llouc kanìnec pou exet�-

sthkan. 'Etsi par� thn jewrhtik� elkustik  tou idiìtht� gia epÐlush se peperasmèno arijmì

bhm�twn, den apodeiknÔetai upologistik� endiafèrousa epilog .

3.2.2 UlopoÐhsh tou kanìna tou Bland

H prosj kh tou kanìna tou Bland apaiteÐ dÔo paremb�seic ston k¸dika tou algorÐjmou

Simplex. H pr¸th gÐnetai sto shmeÐo epilog c thc eiserqìmenhc metablht c (k¸dikac 2) en¸

h deÔterh sthn perÐptwsh pou kat� thn epilog  exerqìmenhc metablht c parousi�zetai desmìc

(k¸dikac 3).
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temp=find(Sn<0);

[value index]=min(NonBasic_list(temp));

ind=temp(index);

l=NonBasic_list(ind);

K¸dikac 2: Bland: Epilog  eiserqìmenhc metablht c

r=mrt(rr);

k=Basic_list(r);

[k col]=min(k);

r=find(Basic_list==k);

K¸dikac 3: Bland: Epilog  exerqìmenhc metablht c se perÐptwsh desmoÔ

3.3 Kanìnac thc stoÐbac (Stack Rule)

3.3.1 Perigraf  tou kanìna thc stoÐbac

StoÐba (stack) sthn epist mh twn upologist¸n onom�zetai mia dom  dedomènwn pou leitourgeÐ

b�sei thc arq c LIFO (Last In First Out). To stoiqeÐo dhlad  pou èqei mpei teleutaÐo sth

stoÐba ja eÐnai to pr¸to pou ja bgei apì aut n.

Ston kanìna peristrof c thc stoÐbac, dhmiourgoÔntai dÔo stoÐbec. Ta perieqìmen� touc

eÐnai oi deÐktec twn basik¸n kai mh basik¸n metablht¸n antÐstoiqa. 'Etsi ìtan zhteÐtai h

metablht  pou ja eisèljei sth b�sh, epilègetai ìpoia epilèximh metablht  brÐsketai pio kont�

sthn èxodo thc stoÐbac. OmoÐwc se perÐptwsh pou up�rqoun dÔo   perissìterec metablhtèc

pou mporoÔn na bgoun apì th b�sh, ja epilegeÐ ekeÐnh pou brÐsketai pio kont� sthn èxodo thc

stoÐbac twn basik¸n metablht¸n. H eiserqìmenh metablht  ja mpei sthn arq  thc stoÐbac

twn basik¸n metablht¸n kai antÐstoiqa h exerqìmenh metablht  ja mpei pr¸th sth stoÐba

twn mh basik¸n.

H basik  idèa tou kanìna thc stoÐbac moi�zei me aut  tou kanìna tou Bland. Koin  eÐnai

kai h idiìthta thc èlleiyhc problhm�twn kÔklwshc. Sthn pr�xh ìmwc (kef�laio 5) o kanìnac

thc stoÐbac upertereÐ tìso sto pl joc epanal yewn tou algorÐjmou ìso kai tou sunolikoÔ

qrìnou ektèleshc.
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3.3.2 UlopoÐhsh tou kanìna thc stoÐbac

H enswm�twsh tou kanìna thc stoÐbac ston algìrijmo Simplex ègine me paremb�seic se trÐa

shmeÐa:

1. ArqikopoÐhsh twn dÔo stoib¸n sthn pr¸th epan�lhyh kai epilog  eiserqìmenhc meta-

blht c apì th stoÐba twn mh basik¸n metablht¸n (k¸dikac 4).

2. Epilog  exerqìmenhc metablht c se perÐptwsh desmoÔ (k¸dikac 5).

3. Ananèwsh twn stoib¸n sto tèloc thc epan�lhyhc sÔmfwna me th logik  LIFO (k¸dikac

6).

if (phase2_Niter==0)

phase2_Niter=1;

structBasic=Basic_list;

structNonBasic=NonBasic_list;

end;

temp1=find(Sn<0);

temp2=NonBasic_list(temp1);

for ik=1:length(structNonBasic)

tempx=find(temp2==structNonBasic(ik));

if (tempx>0)

tempmin=temp2(tempx);

break;

end;

end;

ind=temp1(tempx);

l=NonBasic_list(ind);

K¸dikac 4: Kanìnac stoÐbac: ArqikopoÐhsh stoib¸n kai epilog  eiserqìmenhc metablht c
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r=mrt(rr);

k=Basic_list(r);

kind=inf;

for (iii=1:length(k))

ktemp=find(structBasic==k(iii));

if ktemp<kind

kind=ktemp;

end;

end;

k=structBasic(kind);

r=find(Basic_list==k);

K¸dikac 5: Kanìnac stoÐbac: Epilog  exerqìmenhc metablht c se perÐptwsh desmoÔ

ttN=find(structNonBasic==l);

ttB=find(structBasic==k);

structNonBasic(2:ttN)=structNonBasic(1:ttN-1);

structNonBasic(1)=k;

structBasic(2:ttB)=structBasic(1:ttB-1);

structBasic(1)=l;

K¸dikac 6: Kanìnac stoÐbac: Ananèwsh stoib¸n

3.4 Kanìnac thc our�c (Queue Rule)

3.4.1 Perigraf  tou kanìna thc our�c

O kanìnac thc our�c basÐzetai sthn Ðdia idèa me ton kanìna thc stoÐbac. Oi metablhtèc

topojetoÔntai se ourèc, domèc dhlad  pou ulopoioÔn th logik  FIFO (First In First Out).

San eiserqìmenh kai exerqìmenh metablht  epilègetai k�je for� h pr¸th epilèximh meta-

blht  apì thn antÐstoiqh our�. SÔmfwna me th logik  FIFO h metablht  pou exèrqetai apì th

b�sh, topojeteÐtai sto tèloc thc our�c twn mh basik¸n metablht¸n kai omoÐwc, h metablht 

pou eisèrqetai sth b�sh, topojeteÐtai teleutaÐa sthn our� twn basik¸n metablht¸n.
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3.4.2 UlopoÐhsh tou kanìna thc our�c

O trìpoc epilog c eiserqìmenhc kai exerqìmenhc metablht c ìpwc kai me ton kanìna stoÐbac.

'Allwste oi dÔo autoÐ trìpou moir�zontai ton Ðdio k¸dika (4, 5) gia tic sugkekrimènec lei-

tourgÐec. DiaforopoÐhsh up�rqei ston trìpo ananèwshc twn dom¸n, prin xekin sei h epìmenh

epan�lhyh. Ston kanìna thc our�c, h ananèwsh gÐnetai sÔmfwna me th logik  FIFO.

ttN=find(structNonBasic==l);

ttB=find(structBasic==k);

structNonBasic(ttN:end)=structNonBasic([ttN+1: end ttN]);

structNonBasic(end)=k;

structBasic(ttB:end)=structBasic([ttB+1: end ttB]);

structBasic(end)=l;

K¸dikac 7: Kanìnac our�c: Ananèwsh our¸n

3.5 Least Recently Considered Method

3.5.1 Perigraf  tou kanìna Least Recently Considered Method

O kanìnac peristrof c tou Bland èqei to meionèkthma pwc agnoeÐ tic epilèximec metablhtèc

xj me meg�lo deÐkth j. Oi metablhtèc autèc exet�zontai mìno afoÔ oi metablhtèc me qamhloÔc

deÐktec èqoun epilegeÐ san eiserqìmenec mÐa   endeqomènwc kai perissìterec forèc.

O Zadeh (1980) prìteine kat� thn epilog  thc eiserqìmenhc st lhc, proteraiìthta na

dÐnetai stic metablhtèc pou eÐqan epilegeÐ sto pareljìn prin apì ìlec tic upìloipec epilèxi-

mec metablhtèc. H mèjodoc aut  axiolìghshc twn epilèximwn metablht¸n onom�zetai Least

Recently Considered Method (LRCM) .

H pr¸th st lh peristrof c xj mporeÐ na gÐnei opoiad pote apì tic epilèximec st lec.

Sthn ulopoÐhsh pou ègine, h epilog  aut  gÐnetai me ton kanìna tou Dantzig. Sthn epìmenh

epan�lhyh epilègetai h pr¸th epilèximh st lh xj me deÐkth j > j. Me ton Ðdio trìpo epilè-

gontai kai oi epìmenec st lec peristrof c en¸ an j = n   den up�rqei epilèximh st lh me

j > j, tìte exet�zontai p�li ìlec oi st lec.

H mèjodoc LRCM mporeÐ na ulopoihjeÐ eÔkola kai èqei thn epijumht  idiìthta thc apofu-

g c tou fainomènou thc kajustèrhshc (Thomadakis 1994). Se antÐjesh me �llec mejìdouc
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peristrof c, den èqoun brejeÐ probl mata sta opoÐa h mèjodoc LRCM na sumperifèretai

ekjetik�. Autì, ìpwc epÐshc kai h apìdeixh pwc h mèjodoc eÐnai poluwnumik  sth qeirìterh

perÐptwsh, paramènoun anoikt� probl mata (Gärtner 1995).

3.5.2 UlopoÐhsh tou kanìna Least Recently Considered Method

Sthn pr¸th epan�lhyh h epilog  eiserqìmenhc metablht c gÐnetai me ton kanìna tou Dan-

tzig. H metablht  lrcm last perièqei ton deÐkth thc metablht c pou mp ke sth b�sh sthn

prohgoÔmenh epan�lhyh.

if (phase2_Niter==0)

phase2_Niter=1;

[val ind]=min(Sn);

else

temp1=find(Sn<0);

temp2=NonBasic_list(temp1);

temp3=find(temp2>lrcm_last);

if (isempty(temp3))

[aaaa bbbb]=min(temp2);

ind=temp1(bbbb);

else

ind=temp1(min(temp3));

end;

end;

lrcm_last=NonBasic_list(ind);

l=NonBasic_list(ind);

K¸dikac 8: Kanìnac LRCM: Epilog  eiserqìmenhc metablht c

27



3.6 Kanìnac thc mègisthc beltÐwshc (Greatest Increment

Rule)

3.6.1 Perigraf  tou kanìna mègisthc beltÐwshc

SÔmfwna me ton kanìna mègisthc beltÐwshc, apì tic epilèximec metablhtèc eiserqìmenh gÐnetai

aut  pou ja epifèrei th megalÔterh beltÐwsh kat� apìluth tim  sthn antikeimenik  tim  z. H

mèjodoc aut  prot�jhke apì touc (Klee and Minty 1972) se èna �rjro ìpou epÐshc tèjhke

jèma sÔgkrishc me th mèjodo tou Dantzig.

O kanìnac thc mègisthc beltÐwshc prospajeÐ na axiopoi sei ìso gÐnetai perissìtera dedo-

mèna ¸ste na epilèxei th metablht  pou ja eisèljei sth b�sh. Gia k�je mh basik  metablht 

xj : sj < 0, upologÐzetai h el�ttwsh thc antikeimenik c tim c k�tw apì thn proôpìjesh pwc

h xj eÐnai eiserqìmenh. San eiserqìmenh epilègetai h metablht  pou epifèrei th megalÔterh

el�ttwsh sthn antikeimenik  tim .

H qr sh tou kanìna thc mègisthc beltÐwshc prosfèrei th dunatìthta gia eÔresh thc

bèltisthc tim c me lÐgec epanal yeic. H qrhsimìtht� thc ìmwc amfisbhteÐtai exaitÐac tou

prìsjetou upologistikoÔ fìrtou pou epifèrei an� epan�lhyh. H epib�runsh aut  ofeÐletai

sthn an�gkh gia upologismì tou elègqou elaqÐstou lìgou gia k�je mÐa apì tic epilèximec

metablhtèc, se k�je epan�lhyh. Ex�llou èqoun dhmiourghjeÐ sunj kec tètoiec ¸ste o kanì-

nac mègisthc beltÐwshc na èqei exÐsou �sqhmh �ekjetik � sumperifor� me ton kanìna tou

Dantzig sth qeirìterh perÐptwsh (Gärtner 1995).

3.6.2 UlopoÐhsh tou kanìna mègisthc beltÐwshc

'Opwc faÐnetai kai ston k¸dika 9, se k�je epan�lhyh efarmìzetai to test elaqÐstou lìgou

kai upologÐzetai h beltÐwsh thc antikeimenik c tim c pou ja epifèrei h epilog  k�je mÐac apì

tic epilèximec metablhtèc.
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maxDecrease=inf;

for (column=1:length(NonBasic_list))

if (Sn(column)>=0), continue; end;

l=NonBasic_list(column);

h_l=Base_inv*A(:,l);

toler=abs(h_l)<= tole3;h_l(toler==1)=0;

Opt_test2=h_l>0;

mrt=find(h_l>0);

Xb_hl_div=Xb([mrt])./h_l([mrt]);

theta0=min(Xb_hl_div(find(Xb_hl_div>0)));

currDecrease=theta0*Sn(column);

if (currDecrease<maxDecrease)

maxDecrease=currDecrease;

ind=column;

end;

end;

l=NonBasic_list(ind);

K¸dikac 9: Kanìnac mègisthc beltÐwshc: Epilog  eiserqìmenhc metablht c

3.7 Kanìnac merik c apotÐmhshc (Partial Pricing Rule)

3.7.1 Perigraf  tou kanìna merik c apotÐmhshc

Sta pragmatik� grammik� probl mata, to pl joc twn metablht¸n n, sun jwc eÐnai polÔ

megalÔtero apì to pl joc twn periorism¸n m (n > 2m). Se aut  thn perÐptwsh den eÐnai

apotelesmatikì upologistik� na upologÐzontai ìla ta sj se k�je epan�lhyh.

Ston kanìna thc merik c apotÐmhshc, oi metablhtèc qwrÐzontai se isoplhjeÐc om�dec.

UpologÐzontai ta sj thc pr¸thc om�dac kai an brejeÐ k�poio arnhtikì sj , h epilog  thc

eiserqìmenhc metablht c gÐnetai apì tic epilèximec metablhtèc thc om�dac aut c. An eÐnai

sj ≥ 0 gia ìlec tic metablhtèc thc pr¸thc om�dac, exet�zontai oi metablhtèc thc epìmenhc

om�dac. H diadikasÐa aut  gÐnetai, mèqri na brejeÐ mia om�da mh basik¸n metablht¸n me

epilèximec metablhtèc.
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Sthn ulopoÐhsh tou kanìna merik c apotÐmhshc, to mègejoc s thc k�je om�dac metablht¸n

kajorÐzetai apì th sqèsh

s = 20, n ≤ 500

s = 30, 500 < n ≤ 1000

s = 40, n > 1000

(1)

ìpou n to pl joc twn sthl¸n tou pÐnaka A.

O trìpoc diamerismoÔ tou dianÔsmatoc sN kai h epilog  thc eiserqìmenhc metablht c

pou perigr�fhke qarakthrÐzetai statik� diamerismènh apotÐmhsh (static partial pricing). H

onomasÐa aut  anafèretai ston ek twn protèrwn kajorismì tou megèjouc twn tmhm�twn sta

opoÐa diamerÐzetai o pÐnakac AN kai to di�nusma sN . An to mègejoc twn tmhm�twn kajorÐzetai

dunamik� kai endeqomènwc all�zei kat� th di�rkeia ektèleshc tou algorÐjmou, h mèjodoc

onom�zetai dunamik� diamerismènh apotÐmhsh (dynamical partial pricing).

3.7.2 UlopoÐhsh tou kanìna merik c apotÐmhshc

Arqik� (k¸dikac 10) kajorÐzetai to mègejoc twn tmhm�twn sta opoÐa ja diameristeÐ o pÐnakac

AN kai to di�nusma sN , sÔmfwna me th sqèsh (1). H epilog  thc eiserqìmenhc metablht c

gÐnetai me ton Ðdio trìpo pou perigr�fhke ston kanìna tou Dantzig (k¸dikac 1). H diafor�

me ton kanìna tou Dantzig eÐnai pwc o èlegqoc gÐnetai se èna komm�ti mìno tou SN . An to

komm�ti den perièqei k�poia metablht  xj me sj < 0, tìte exet�zetai to epìmeno, mèqri na

brejeÐ èna komm�ti pou na perièqei epilèximec metablhtèc.

Met� thn epilog  eiserqìmenhc kai exerqìmenhc metablht c anane¸nontai oi metablhtèc

cB, cN , w kai entopÐzetai to tm ma sto opoÐo ja anazhthjeÐ h eiserqìmenh metablht  sthn

epìmenh epan�lhyh (k¸dikac 11). O entopismìc tou tm matoc gÐnetai ìpwc kai sthn arqiko-

poÐhsh. 'Etsi sthn epìmenh epan�lhyh, h epilog  eiserqìmenhc metablht c ja gÐnei mèsa apì

to pr¸to tm ma pou brèjhke pwc perièqei epilèximec metablhtèc.
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w=cb*Base_inv;

Sn=zeros(size(cn));

if (length(Sn)<=500)

partialSegmentSize=20;

elseif (length(Sn)>1000)

partialSegmentSize=40;

else

partialSegmentSize=30;

end;

partialSegmentNumber=ceil(length(cn)/partialSegmentSize);

partialCurrentSegment=1;

partialNegativeFound=false;

while (partialNegativeFound==false)

Nstart=(partialCurrentSegment-1)*partialSegmentSize+1;

Nend=Nstart+partialSegmentSize-1;

if (Nend>length(cn))

Nend=length(cn);

end;

HRN=w*N(:,Nstart:Nend);

Sn(Nstart:Nend)=cn(Nstart:Nend)-HRN;

toler=abs(Sn)<=tole2;Sn(toler==1)=0;

partialNegativeFound=~isempty(find(Sn<0));

partialCurrentSegment=partialCurrentSegment+1;

end;

K¸dikac 10: Kanìnac merik c apotÐmhshc: ArqikopoÐhsh
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cb=c(Basic_list);

cn=c(NonBasic_list);

w=cb*Base_inv;

Sn=zeros(size(cn));

partialCurrentSegment=1;

partialNegativeFound=false;

Nend=0;

while (partialNegativeFound==false && Nend<length(cn))

Nstart=(partialCurrentSegment-1)*partialSegmentSize+1;

Nend=Nstart+partialSegmentSize-1;

if (Nend>length(cn))

Nend=length(cn);

end;

HRN=w*N(:,Nstart:Nend);

Sn(Nstart:Nend)=cn(Nstart:Nend)-HRN;

toler=abs(Sn)<=tole2;Sn(toler==1)=0;

partialNegativeFound=~isempty(find(Sn<0));

partialCurrentSegment=partialCurrentSegment+1;

end;

Sn(t)=0;

K¸dikac 11: Kanìnac merik c apotÐmhshc: Ananèwsh metablht¸n

3.8 Kanìnac Steepest edge

3.8.1 Perigraf  tou kanìna Steepest Edge

H mèjodoc Steepest Edge (SE) eÐnai gnwst  kai wc All-variable gradient method. Epilègei

san eiserqìmenh metablht  xj aut  me thn perissìterh arnhtik  posìthta δj ìpou

δj =
cj

|dj |
= min

 cj√
1 +

∑m
i=1 x2

il

: l = 1, 2, . . . , n

 (2)
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H idèa sth opoÐa basÐsthke o kanìnac steepest edge proèrqetai apì th gewmetrÐa tou

grammikoÔ probl matoc: eiserqìmenh gÐnetai h metablht  pou ja epifèrei th megalÔterh meÐ-

wsh thc antikeimenik c tim c gia k�je mon�da apìstashc.

Sthn apl  tou morf  o kanìnac Steepest edge apaiteÐ se k�je epan�lhyh thn ektèle-

sh meg�lou arijmoÔ pr�xewn. 'Eqei ìmwc thn ikanìthta na odhgeÐ ton algìrijmo Simplex

sth lÔsh tou probl matoc me tic ligìterec epanal yeic se sqèsh me touc �llouc kanìnec

peristrof c. H apìdos  tou kanìna Steepest edge mporeÐ na beltiwjeÐ me proseggistikèc

mejìdouc (Świętanowski 1998, Vanderbei 2001). EpÐshc h fÔsh tou ton kajist� idanikì gia

ulopoi seic se par�llhla sust mata (Thomadakis and Liu 1996).

3.8.2 UlopoÐhsh tou kanìna Steepest edge

H ulopoÐhsh tou kanìna Steepest edge basÐsthke se apeujeÐac met�frash thc sqèshc (2)

me qr sh teqnik¸n programmatismoÔ tou matlab. 'Opwc faÐnetai kai stic upologistikèc

metr seic sto kef�laio 5, h prosèggish aut  an kai deÐqnei thn ikanìthta tou Steepest edge

na brÐskei th lÔsh me lÐgec epanal yeic, ton od ghse sthn teleutaÐa jèsh ìson afor� touc

qrìnouc ektèleshc.

Y=Base_inv*A(:,NonBasic_list);

nd=sqrt(1+diag(Y’*Y));

[rj,j]=min(Sn’./nd);

ind=j(1);

l=NonBasic_list(ind);

K¸dikac 12: Kanìnac Steepest edge: Epilog  eiserqìmenhc metablht c

3.9 Sqoliasmìc kanìnwn peristrof c

O stìqoc twn kanìnwn peristrof c pou perigr�fhkan eÐnai na odhg soun ton algìrijmo

Simplex sth lÔsh tou grammikoÔ probl matoc. K�je kanìnac jètei ta dik� tou krit ria kai

mejodologÐa, ¸ste h lÔsh na brejeÐ me ìso to dunatì ligìterec epanal yeic kai me ìso gÐnetai

ligìtero upologistikì fìrto kai qrìno.

Oi 8 kanìnec pou sumperil fjhkan sthn èreuna mporoÔn na qwristoÔn diaisjhtik� se dÔo

om�dec:
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• Stouc kanìnec pou epilègoun thn epìmenh eiserqìmenh metablht  basizìmenoi se upo-

logismoÔc pou k�noun p�nw sta dedomèna tou probl matoc.

• Stouc kanìnec pou antimetwpÐzoun to prìblhma san pÐnaka kai epilègoun eiserqìme-

nh metablht  sthrizìmenoi kurÐwc se idiìthtec twn metablht¸n sqetikèc me aut  th

je¸rhsh.

Sthn pr¸th om�da mporoÔn na entaqjoÔn oi kanìnec tou Dantzig, mègisthc beltÐwshc, Stee-

pest Edge. Oi upìloipoi kanìnec tou Bland, our�c, stoÐbac, Least Recently Considered kai

merik c apotÐmhshc tairi�zoun kalÔtera me thn perigraf  thc deÔterhc om�dac.

Oi kanìnec programmatÐsjhkan sto perib�llon tou matlab kai enswmat¸jhkan se up�r-

qousa ulopoÐhsh tou algorÐjmou Simplex. 'Opwc faÐnetai kai apì ta antÐstoiqa aposp�spata

k¸dika, se k�poiouc kanìnec, ègine allagèc ston k¸dika tou Simplex mìno sto shmeÐo pou

gÐnetai h epilog  eiserqìmenhc st lhc. H prosj kh twn upìloipwn kanìnwn apaÐthse tropo-

poi seic kai se �lla shmeÐa, ìpwc kat� thn epilog  exerqìmenhc metablht c, prin xekin sei o

brìgqoc twn epanal yewn   met� thn peristrof .

3.10 Par�deigma

Oi kanìnec peristrof c pou perigr�fhkan ja efarmostoÔn se èna aplì grammikì prìblhma.

Sugkekrimèna ja perigrafeÐ mia epan�lhyh tou algorÐjmou 2.6.2 gia thn epÐlush tou probl -

matoc (3). H epÐlush ja perioristeÐ sta prokatarktik� st�dia kai sthn epilog  eiserqomenhc

kai exerqìmenhc metablht c sthn pr¸th ep�n�lhyh.

min z = −2x1 + x2 − 4x3

µ.π. 2x1 + 4x2 + 2x3 ≤ 6

x1 − 2x2 + 6x3 ≤ 5

−x1 + 4x2 + 3x3 ≤ 8

xj ≥ 0, (j = 1, 2, 3)

(3)
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Metatrop  se tupopoihmènh morf 

To grammikì prìblhma (3) metatrèpetai sthn isodÔnamh tupopoihmènh morf  me thn prosj kh

qalar¸n metablht¸n. 'Etsi t¸ra to prìblhma eÐnai

min z = −2x1 + x2 − 4x3

µ.π. 2x1 + 4x2 + 2x3 + x4 = 6

x1 − 2x2 + 6x3 + x5 = 5

−x1 + 4x2 + 3x3 + x6 = 8

xj ≥ 0, (j = 1, 2, 3, 4, 5, 6)

(4)

B ma 0: XekÐnhma

San basikèc metablhtèc mporoÔn na epilegoÔn oi qalarèc metablhtèc x4, x5, x6. 'Etsi ta

dedomèna tou probl matoc eÐnai

B = [4, 5, 6]

N = [1, 2, 3]

AB =


1 0 0

0 1 0

0 0 1



AN =


2 4 2

1 −2 6

−1 4 3


(AB)−1 = AB = I

(cB)T = (0, 0, 0)
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(cN )T = (−2, 1,−4)

xB = (AB)−1b = [6, 5, 8]T ≥ 0

wT = (cB)T (AB)−1 = [0, 0, 0]

(sN )T = (cN )T − wT N = (−2, 1,−4)

B ma 1 ('Elegqoi stamat matoc)

Efìson to sÔnolo J = {j : j ∈ N kai sj < 0} den eÐnai kenì (up�rqoun arnhtik� stoiqeÐa

sj) to trèqon stoiqeÐo den eÐnai bèltisto. Oi epilèximec mh basikèc metablhtèc eÐnai oi xN(1) =

x1 kai xN(3) = x3. Apì autèc tic dÔo metablhtèc kai sÔmfwna me k�poion kanìna ja prèpei

na epilegeÐ aut  pou ja eisèljei sth b�sh.

B ma 1a (Epilog  eiserqìmenhc kai exerqìmenhc metablht c)

Kanìnac tou Dantzig

O deÐkthc l gia ton opoÐo sl = min {sj ∈ sN} eÐnai l = 3. Epeid  N(3) = 3, h eiserqìmenh

metablht  ja eÐnai h x3.

H st lh peristrof c eÐnai

h3 = (AB)−1A3 =


2

6

3


Epeid  h3 ≥ 0 to prìblhma den eÐnai aperiìristo. Gia na brejeÐ h exerqìmenh metablht ,

prèpei na efarmosteÐ o èlegqoc elaqÐstou lìgou. Epeid 

min
{

xB[1]

h13
,
xB[2]

h23
,
xB[3]

h33

}
= min

{
6
2
,
5
6
,
8
3

}
=

5
6

=
xB[2]

h23

eÐnai r = 2 kai k = B(2) = 5. 'Ara exerqìmenh metablht  eÐnai h x5.

Kanìnac tou Bland

Apì tic dÔo epilèximec metablhtèc x1 kai x3, eiserqìmenh gÐnetai h x1, afoÔ èqei ton mikrìtero

deÐkth j.
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H st lh peristrof c eÐnai

h1 = (AB)−1A1 =


2

1

−1


Epeid  h1 ≥ 0 to prìblhma den eÐnai aperiìristo. Gia na brejeÐ h exerqìmenh metablht ,

prèpei na efarmosteÐ o èlegqoc elaqÐstou lìgou. Epeid 

min
{

xB[1]

h11
,
xB[2]

h21
, x

}
= min {3, 5, x} = 3 =

xB[1]

h11

eÐnai r = 1 kai k = B(r) = 4. 'Ara exerqìmenh metablht  eÐnai h x4.

An kat� thn epilog  exerqìmenhc metablht c parousi�zontan desmìc, dhlad  dÔo   peris-

sìterec basikèc metablhtèc ikanopoioÔsan ton èlegqo elaqÐstou lìgou, tìte ja epilègontan

aut  me ton mikrìterh deÐkth.

Mèjodoc stoÐbac

Prin o algìrijmoc xekin sei tic epanal yeic, dhmiourgoÔntai dÔo domèc stoÐbec stackBasic,

stackNonBasic, pou perièqoun tic basikèc kai mh basikèc metablhtèc antÐstoiqa. Gia to

sugkekrimèno par�deigma ta arqik� perieqìmena twn dÔo stoib¸n eÐnai:

stackBasic = [x4, x5, x6]

stackNonBasic = [x1, x2, x3]

H pr¸th apì tic epilèximec metablhtèc x1, x2 pou sunant�tai sth stoÐba eÐnai h x1. 'Ara

aut  eÐnai pou epilègetai gia eÐsodo sth b�sh. 'Opwc kai ston kanìna tou Bland, exerqìmenh

gÐnetai h x4. An sthn epilog  exerqìmenhc metablht c parousi�zontan desmìc, exerqìmenh

ja gÐnontan h metablht  pou brÐsketai pio kont� sthn èxodo thc stoÐbac.

Prin o algìrijmoc proqwr sei sthn epìmenh epan�lhyh, oi dÔo stoÐbec enhmer¸nontai.

'Etsi ta perieqìmen� touc t¸ra eÐnai

stackBasic = [x1, x5, x6]

stackNonBasic = [x4, x2, x3]

H eiserqìmenh metablht  eÐnai t¸ra sthn arq  thc stoÐbac twn basik¸n metablht¸n, kai h

exerqìmenh pr¸th sth stoÐba twn mh basik¸n.
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Mèjodoc our�c

'Opwc kai me th mèjodo stoÐbac, dhmiourgoÔntai arqik� dÔo domèc pou perièqoun tic basikèc

kai tic mh basikèc metablhtèc. Ta perieqìmen� touc eÐnai

queueBasic = [x4, x5, x6]

queueNonBasic = [x1, x2, x3]

H epilog  eiserqìmenhc kai exerqìmenhc metablht c gÐnetai ìpwc kai sth mèjodo thc

stoÐbac. 'Etsi sth b�sh ja mpei h x1 kai ja bgei h x4. H diafor� me th mèjodo thc stoÐbac

ègkeitai sthn ananèwsh twn dÔo our¸n pou gÐnetai me ton kanìna FIFO. 'Etsi sthn epìmenh

epan�lhyh ta perieqìmena twn dÔo our¸n ja eÐnai

queueBasic = [x5, x6, x1]

queueNonBasic = [x2, x3, x4]

H eiserqìmenh metablht  mp ke sto tèloc thc our�c twn basik¸n , kai h exerqìmenh sto

tèloc thc our�c twn mh basik¸n metablht¸n.

Least Recently Considered Method

Sthn pr¸th epan�lhyh, h eiserqìmenh metablht  mporeÐ na eÐnai opoiad pote apì tic epilèximec

metablhtèc. Sthn ulopoÐhsh thc mejìdou, h epilog  sthn pr¸th epan�lhyh gÐnetai me ton

kanìna tou Dantzig. 'Etsi arqik� eiserqìmenh gÐnetai h x3 kai exerqìmenh h x5.

Sthn epìmenh epan�lhyh o algìrijmoc ja <<jum�tai>> thn x3 kai ja epilèxei thn pr¸th

epilèximh metablht  xj me j > 3. An den brejeÐ mia tètoia metablht  eiserqìmenh ja gÐnei

aut  me to mikrìtero deÐkth apì ìlec tic epilèximec (ìpwc kai me ton kanìna tou Bland).

Kanìnac thc mègisthc beltÐwshc

Ja exetasteÐ h beltÐwsh thc antikeimenik c tim c pou mporeÐ na epifèrei h eÐsodoc sth b�sh

k�je mÐac apì tic epilèximec metablhtèc x1 kai x3.

• An eiserqìmenh gÐnei h x1:

H st lh peristrof c ja eÐnai

h1 = (AB)−1A1 =


2

1

−1


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UpologÐzetai to θ0:

θ0 = min
{

xB[1]

h11
,
xB[2]

h12
, x

}
= min

{
6
2
,
5
1
, x

}
= 3

An telik� epilegeÐ h x1 gia eisagwg  sth b�sh, ja epèljei meÐwsh thc antikeimenik c

tim c kat�

MeÐwsh1 = θ0Sn(1) = −6

• An eiserqìmenh gÐnei h x3:

H st lh peristrof c ja eÐnai

h3 = (AB)−1A1 =


2

6

3


UpologÐzetai to θ0:

θ0 = min
{

xB[1]

h31
,
xB[2]

h32
,
xB[3]

h33

}
= min

{
6
2
,
5
6
,
8
3

}
=

5
6

An telik� epilegeÐ h x3 gia eisagwg  sth b�sh, ja epèljei meÐwsh thc antikeimenik c

tim c kat�

MeÐwsh1 = θ0Sn(3) ≈ −3, 33

MegalÔterh meÐwsh thc antikeimenik c tim c ja epifèrei h epilog  thc x1, sunep¸c aut 

epilègetai san eiserqìmenh.

Kanìnac merik c apotÐmhshc

H qr sh tou kanìna merik c apotÐmhshc den èqei nìhma na qrhsimopoihjeÐ sto sugkekrimèno

par�deigma. Efarmog  èqei se probl mata ìpou to mègejoc n tou pÐnaka mh basik¸n meta-

blht¸n eÐnai arket� meg�lo. Sthn perÐptwsh aut  oi mh basikèc metablhtèc qwrÐzontai se

isoplhjeÐc om�dec. O algìrijmoc y�qnei diadoqik� se k�je om�da gia thn Ôparxh epilèxi-

mwn metablht¸n. Sthn pr¸th om�da pou perilamb�nei epilèximec metablhtèc, epilègei mÐa apì

autèc san eiserqìmenh sÔmfwna me ton kanìna tou Dantzig.
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Kanìnac Steepest edge

GÐnetai efarmog  thc sqèshc (2):

(2)⇒ δj = min {−0.7559, 0.1644,−0.5657} = 0.7559

Sunep¸c j = 1 kai eiserqìmenh gÐnetai h metablht  xB(1) = x1.
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KEF�ALAIO 4

Probl mata

Sto kef�laio autì ja parousiastoÔn ta probl mata p�nw sta opoÐa dokim�sthke o algìrij-

moc Simplex pou perigr�fhke sto kef�laio 2 me k�je ènan apì touc kanìnec peristrof c pou

ulopoi jhkan (kef�laio 3). Sthn upologistik  melèth (kef�laio 5) qrhsimopoi jhkan tupo-

poihmèna metroprogr�mmata (benchmarks) kaj¸c kai tuqaÐa probl mata diafìrwn megej¸n

kai puknot twn pou par qjhsan me eidik  genn tria.

4.1 Metroprogr�mmata (Benchmarks)

Sthn upologistik  melèth me ta metroprogr�mmata, epilèqjhkan sunolik� 47 probl mata apì

th sullog  Netlib1. H Netlib sunthreÐ mia tr�peza plhrofori¸n gia majhmatikì logismikì,

�rjra kai b�seic dedomènwn. 'Oson afor� to logismikì beltistopoÐhshc, up�rqei mÐa b�sh

me probl mata grammikoÔ programmatismoÔ pou èqei gÐnei apodekt  san shmeÐo anafor�c apì

ìlouc touc dhmiourgoÔc logismikoÔ grammikoÔ programmatismoÔ kai qrhsimopoieÐtai gia ton

èlegqo thc axiopistÐac kai thc apìdoshc algorÐjmwn kai pakètwn epÐlushc.

Ta metroprogr�mmata thc sullog c eÐnai diajèsima eleÔjera2 se morf  MPS. H morf 

aut  apoteleÐ to biomhqanikì prìtupo gia thn anapar�stash grammik¸n kai akèraiwn pro-

blhm�twn kai uposthrÐzetai apì ìla ta pakèta epÐlushc. Gia tic an�gkec thc upologistik c

melèthc, qrei�sthke metatrop  twn metroprogramm�twn se morf  arqeÐwn dedomènwn tou

matlab, dhlad  arqeÐa (.mat).

'Ola ta probl mata pou qrhsimopoi jhkan eÐnai bèltista kai b�sei twn diast�se¸n touc

qarakthrÐzontai mikroÔ èwc mesaÐou megèjouc. Ston pÐnaka 4.1 faÐnontai oi idiìthtec twn pro-

1http://www.netlib.org
2http://www.netlib.org/lp/data/
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blhm�twn ìson afor� to pl joc gramm¸n, sthl¸n, kai mh mhdenik¸n stoiqeÐwn (Nonzeros).

PÐnakac 4.1 Idiìthtec twn metroprogramm�twn

Prìblhma Grammèc St lec Nonzeros Prìblhma Grammèc St lec Nonzeros

25fv47 788 1541 10236 scfxm2 610 862 4645

adlittle 55 95 375 scfxm3 915 1293 6970

afiro 27 32 83 scorpion 317 324 1159

agg 390 112 1723 scrs8 425 1109 2956

agg2 514 301 4274 scsd1 77 760 2388

agg3 514 301 4290 scsd6 147 1350 4316

bandm 243 398 1925 scsd8 397 2750 8584

beaconfd 82 143 1255 sctap1 284 480 1638

blend 71 80 446 sctap2 1033 1880 6489

bnl1 618 1169 5095 sctap3 1408 2480 8595

bnl2 1853 3007 12674 share1b 112 220 1120

brandy 134 207 1901 share2b 96 79 694

degen2 442 534 3944 ship04l 292 1890 4275

degen3 1501 1818 24639 ship04s 216 1266 2860

e226 199 266 2388 ship08l 470 3099 7100

fffff800 322 663 5001 ship08s 276 1582 3622

israel 174 142 2269 ship12l 610 4147 9230

lotfi 133 288 809 ship12s 340 1919 4273

sc50a 49 48 130 stocfor1 102 96 367

sc50b 48 48 118 stocfor2 1996 1870 7152

sc105 104 103 280 cre a 3011 3967 14210

sc205 203 202 550 cre c 2466 3389 11725

scagr7 127 138 410 osa-07 1081 23949 88235

scfxm1 305 431 2320
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4.2 TuqaÐa grammik� probl mata

Gia to deÔtero skèloc thc upologistik c melèthc, dhmiourg jhke mia seir� tuqaÐwn grammik¸n

problhm�twn thc morf c

min z = cT

µ.π. Ax⊕ b

x ≥ 0

ìpou o A ∈ <n×n, c, x ∈ <n, b ∈ <m kai ⊕ sumbolÐzei to eÐdoc thc anisìthtac {≤,≥}.

'Ola ta probl mata eÐnai bèltista en¸ h dhmiourgÐa touc ègine me eidikì prìgramma-genn tria.

Ston pÐnaka 4.2 perigr�fontai oi par�metroi dhmiourgÐac twn tuqaÐwn problhm�twn.

PÐnakac 4.2 Statistik� stoiqeÐa tuqaÐwn problhm�twn melèthc

EÔroc tim¸n A [20 . . . 500]

EÔroc tim¸n c [−700 . . . 1800]

EÔroc tim¸n b [10 . . . 100]

Dhmiourg jhkan 30 kl�seic problhm�twn me diaforetik� megèjh (n = [100 : 100 : 1000]

kai puknìthtec (d = {5%, 10%, 20%}). K�je kl�sh perilamb�nei 10 tuqaÐa probl mata.

Ston pÐnaka 4.3 faÐnontai oi mèsoi ìroi thc puknìthtac kai twn mh mhdenik¸n stoiqeÐwn twn

problhm�twn pou an koun se k�je kl�sh.
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PÐnakac 4.3 TuqaÐa grammik� probl mata mikr c di�stashc

5% 10% 20%

n nnz Puknìthta nnz Puknìthta nnz Puknìthta

100 489,0 0,049 953,0 0,095 1811,6 0,181

200 1947,6 0,049 3803,9 0,095 7242,3 0,181

300 4389,6 0,049 8552,3 0,095 16320,2 0,181

400 7787,6 0,049 15218,0 0,095 28973,6 0,181

500 12182,2 0,049 23777,5 0,095 45258,0 0,181

600 17527,0 0,049 34213,6 0,095 65145,4 0,181

700 23865,6 0,049 46581,7 0,095 88773,4 0,181

800 31184,0 0,049 60859,9 0,095 115906,1 0,181

900 39452,5 0,049 77026,4 0,095 146653,6 0,181

1000 48730,3 0,049 95040,8 0,095 181173,4 0,181
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KEF�ALAIO 5

Upologistik  melèth

5.1 Upologistikì perib�llon

H epilog  tou perib�llontoc ulopoÐhshc tou algorÐjmou Simplex kai twn kanìnwn peristro-

f c  tan mÐa apìfash pou l fjhke me gn¸mona tic apait seic twn problhm�twn. Ta epijumht�

qarakthristik�  tan eggen c dunatìthta pr�xewn metaxÔ pin�kwn kai dianusm�twn kai upo-

st rixh arai¸n pin�kwn. H apousÐa aut¸n twn qarakthristik¸n ja apaitoÔse pollapl�sia

programmatistik  ergasÐa kai/  qr sh exeidikeumènwn bibliojhk¸n. 'Etsi aporrÐfjhke h pi-

janìthta epilog c k�poiac sumbatik c gl¸ssac programmatismoÔ mesaÐou epipèdou ìpwc oi

C, C++, Java, Fortran.

Telik� epilèqjhke to perib�llon tou matlab ènanti �llwn glwss¸n uyhloÔ epipèdou

pou epÐshc ikanopoioÔsan ta krit ria pou tèjhkan (J, APL). Oi lìgoi eÐnai oi perissìterec du-

natìthtac thc gl¸ssac matlab kai oi genik� kalÔterec epidìseic thc (Brown 1998). EpÐshc

up�rqei h dunatìthta gia beltistopoÐhsh twn programm�twn tou matlab, me qr sh eidik¸n

metaglwttist¸n (compilers)   �llwn teqnik¸n (Elphick, Leuschel, and Cox 2003).

To matlab eÐnai proðìn thc etaireÐac MathWorks1. JewreÐtai idanik  epilog  gia epi-

sthmonikèc efarmogèc kai sqediasmì montèlwn kai qrhsimopoieÐtai apì polloÔc epist monec

kai ereunhtèc se ìlon ton kìsmo (MathWorks 2005).

Ston pÐnaka 5.1 perigr�fontai ta qarakthristik� tou upologistikoÔ sust matoc pou

èqoun �mesh sqèsh me ta apotelèsmata twn metr sewn (Maros and Khaliq 1999) kai oi

ekdìseic twn programm�twn pou qrhsimopoi jhkan.

1http://www.mathworks.com
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PÐnakac 5.1 Qarakthristik� upologistikoÔ perib�llontoc

Epexergast c Intel Pentium 4E, 3GHz

Mn mh RAM 1024 MB

Mn mh L2 Cache 1 MB

Mn mh L1 Cache 16 KB

Leitourgikì SÔsthma Microsoft Windows XP Profesional SP2

'Ekdosh matlab 7.0.1.24704 R14 Service Pack 1

'O algìrijmoc Simplex kaleÐtai apì ton perib�llon tou matlab san sun�rthsh. Oi

par�metroi pou dèqetai san eÐsodo kai ta apotelèsmata pou epistrèfei sto perib�llon apì

ìpou kl jhke perigr�fontai stouc pÐnakec 5.2 kai 5.3.

PÐnakac 5.2 Dedomèna eisìdou tou algorÐjmou Simplex

Par�metroc Perigraf 

datafile 'Onoma arqeÐou pou perièqei to prìblhma

pivotRule 'Onoma tou kanìna peristrof c pou ja qrhsimopoihjeÐ

MinMaxLP KajorÐzei an to prìblhma eÐnai elaqistopoÐhshc (tim  ‘−1’)   megi-

stopoÐhshc (tim  ‘1’)

nt KajorÐzei an oi anoqèc ja dojoÔn rht� (tim  ‘y’)   ja upologistoÔn

autìmata (tim  ‘n’)

reinv KajorÐzei to pl joc twn epanal yewn mèqri na upologisteÐ o

(AB)−1. An eÐnai −1, o (AB)−1 upologÐzetai p�nta me ton tÔpo

(2.18)

scale KajorÐzei thn efarmog  diadikasÐac klim�kwshc tou probl matoc

(tim  ‘1’)   ìqi (tim  ‘2’)

tole1 KajorÐzei thn anoq  thc basik c lÔshc

tole2 KajorÐzei thn anoq  tou elattoÔmenou kìstouc

tole3 KajorÐzei thn anoq  kat� thn peristrof 
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PÐnakac 5.3 Dedomèna exìdou tou algorÐjmou Simplex

Par�metroc Perigraf 

Z H bèltisth tim  tou probl matoc

Niter Arijmìc epanal yewn pou qrei�sthke o algìrijmoc

time Sunolikìc qrìnoc ektèleshc tou algorÐjmou

5.2 Upologistik  melèth me metroprogr�mmata

5.2.1 Apotelèsmata metr sewn

O algìrijmoc Simplex me k�je ènan apì touc kanìnec peristrof c efarmìsthke se ìla ta

metroprogr�mmata thc melèthc (pÐnakac 4.1).

Ston pÐnaka 5.4 perigr�fontai oi par�metroi pou qrhsimopoi jhkan gia to k�je prìblhma.

H st lh �Klim�kwsh� deÐqnei an prin th lÔsh tou sugkekrimènou probl matoc efarmìsthke

h diadikasÐa thc klim�kwshc (scaling). H st lh me thn èndeixh �reinv� deÐqnei thn tim  thc

antÐstoiqhc metablht c eisìdou (pÐnakac 5.2), dhlad  th suqnìthta upologismoÔ tou pÐnaka

(AB)−1 me th sun�rthsh inv. H apousÐa èndeixhc sth st lh aut , shmaÐnei pwc o pÐnakac

(AB)−1 upologÐzetai se ìlh th di�rkeia ektèleshc tou algorÐjmou me ton trìpo pou peri-

gr�fhke sthn par�grafo 2.6.2. Sthn teleutaÐa st lh tou pÐnaka 5.4 faÐnontai oi timèc pou

dìjhkan stic metablhtèc tole1, tole2, tole3. 'Otan den anagr�fetai k�poia tim , oi anoqèc

kajorÐzontai autìmata apì ton algìrijmo.

Oi par�metroi eisìdou tou algorÐjmou Simplex se k�je prìblhma,  tan Ðdiec gia ìlouc

touc kanìnec peristrof c. Up rxan peript¸seic pou k�poioi kanìnec apètuqan na lÔsoun

sugkekrimèna probl mata me tic koinèc paramètrouc tou pÐnaka 5.4 kai apait jhkan k�poiec

allagèc (pÐnakac 5.5).

Stouc pÐnakec me ta apotelèsmata pou ja akolouj soun, ta onìmata twn kanìnwn ja

akoloujoÔn tic sumb�seic pou perigr�fontai ston pÐnaka 5.6. H onomatologÐa aut  akolou-

j jhke gia na dieukolunjeÐ h parousÐash twn apotelesm�twn.
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PÐnakac 5.4 Par�metroi gia thn epÐlush twn metroprogramm�twn

Prìblhma Klim�kwsh Reinv Tol Prìblhma Klim�kwsh Reinv Tol

25fv47 'Oqi 100 - scfxm2 Nai 80 10−8

adlittle 'Oqi - - scfxm3 Nai 40 10−8

afiro 'Oqi - - scorpion Nai - -

agg 'Oqi - - scrs8 Nai 80 10−7

agg2 'Oqi - - scsd1 Nai 40 10−6

agg3 'Oqi - - scsd6 Nai 40 10−6

bandm Nai - - scsd8 Nai 40 10−6

beaconfd 'Oqi - - sctap1 'Oqi - -

blend Nai 14 10−7 sctap2 Nai 80 10−8

bnl1 Nai - 10−8 sctap3 'Oqi 100 10−8

bnl2 'Oqi 100 - share1b 'Oqi - -

brandy 'Oqi - 10−7 share2b 'Oqi - -

degen2 Nai 100 10−8 ship04l Nai 80 10−8

degen3 Nai 100 10−8 ship04s 'Oqi - -

e226 Nai 100 - ship08l 'Oqi - -

fffff800 Nai 100 - ship08s 'Oqi - -

israel 'Oqi - - ship12l 'Oqi - -

lotfi Nai - - ship12s 'Oqi - -

sc50a 'Oqi - - stocfor1 'Oqi - -

sc50b 'Oqi - - stocfor2 Nai 80 -

sc105 'Oqi - - cre a 'Oqi 200 -

sc205 'Oqi - - cre c 'Oqi 200 -

scagr7 Nai - - osa-07 'Oqi 200 -

scfxm1 'Oqi 100 -
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PÐnakac 5.5 Par�metroi pou qrhsimopoi jhkan se sugkekrimènec peript¸seic

Prìblhma Kanìnec Par�metroi

stocfor2 Bland, GIM tol=10−8

scsd6 SE scale=‘Oqi’

degen3 SE tol=‘-’

scfmx3 Bland, GIM scale=‘Oqi’

PÐnakac 5.6 OnomatologÐa kanìnwn gia touc pÐnakec apotelesm�twn

SuntomografÐa Kanìnac

Dantzig Kanìnac tou Dantzig

Bland Kanìnac tou Bland

Stack Kanìnac thc stoÐbac

Queue Kanìnac thc our�c

LRCM Least Recently Considered Method

GIM Kanìnac mègisthc beltÐwshc

Partial Kanìnac merik c apotÐmhshc

SE Kanìnac Steepest Edge

Ston pÐnaka 5.7 faÐnetai to pl joc twn epanal yewn pou qrei�sthkan oi kanìnec gia thn

eÔresh thc bèltisthc lÔshc twn problhm�twn. Ston pÐnaka 5.8 faÐnontai oi antÐstoiqoi qrìnoi

ektèleshc. Stouc pÐnakec autoÔc, ìpwc kai stouc upìloipouc pÐnakec me ta apotelèsmata twn

metr sewn, me èntonh (bold) graf  xeqwrÐzoun oi kalÔterec epidìseic, dhlad  o mikrìteroc

arijmìc epanal yewn kai o mikrìteroc qrìnoc.

Se k�poia probl mata den anagr�fontai arijmìc epanal yewn kai qrìnoc ektèleshc gia

ìlouc touc kanìnec. Autì sumbaÐnei gia tic peript¸seic pou k�poioc kanìnac den mpìrese na

lÔsei to antÐstoiqo prìblhma, epistrèfontac l�joc apotelèsmata.
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PÐnakac 5.7 Pl joc epanal yewn gia thn epÐlush twn metroprogramm�twn

Prìblhma Danztig Bland Stack Queue LRCM GIM Partial SE

25fv47 7742 - - - - - - 1630

adlittle 116 196 201 168 233 80 207 98

afiro 11 24 20 18 18 9 20 10

agg 72 106 108 100 124 69 112 69

agg2 136 171 176 172 167 122 146 122

agg3 150 281 382 254 320 174 260 137

bandm 588 1695 2217 1443 1927 271 1163 261

beaconfd 22 40 31 31 30 22 23 22

blend 105 173 270 3918 1584 103 120 60

bnl1 4300 35678 - - 24138 1516 12220 844

bnl2 7960 - - - - - - -

brandy 347 4396 2127 985 1308 269 1814 311

degen2 1597 5465 3431 - 4836 648 8219 459

degen3 11879 - - - - - - 1735

e226 511 2833 1672 2031 1685 320 1516 235

fffff800 403 6982 3837 2249 1752 442 2300 266

israel 363 372 505 517 492 150 412 141

lotfi 312 724 581 582 418 221 588 162

sc50a 30 33 38 29 33 28 30 27

sc50b 31 29 34 31 34 30 31 30

sc105 66 73 106 70 69 53 81 56

sc205 139 141 235 211 221 124 155 115

scagr7 87 241 268 207 236 87 164 73

scfxm1 392 1767 2042 789 1041 338 1513 297

scfxm2 774 5363 2625 4195 2924 1130 3986 523

scfxm3 1223 7731 - 4796 4800 2445 4550 786

suneqÐzetai sthn epìmenh selÐda

50



suneqÐzetai apì thn prohgoÔmenh selÐda

Prìblhma Danztig Bland Stack Queue LRCM GIM Partial SE

scorpion 115 155 191 169 168 126 143 111

scrs8 651 - 1516 - - 353 536 347

scsd1 871 - - - - - - 391

scsd6 791 - - - - - - 490

scsd8 4771 - - - - - - 1491

sctap1 281 824 683 476 608 309 675 167

sctap2 1118 2348 2391 2519 2749 1242 2033 333

sctap3 2695 2448 2983 2473 2364 1707 3603 617

share1b 260 1740 1251 570 818 99 702 162

share2b 104 274 264 211 212 101 260 77

ship04l 227 368 572 508 500 241 326 211

ship04s 208 243 282 337 412 167 240 152

ship08l 469 3788 1317 2093 1479 443 2130 377

ship08s 237 1696 571 774 522 237 457 224

ship12l 733 1639 1460 2004 1751 731 1674 633

ship12s 378 929 758 1032 999 432 673 324

stocfor1 69 221 208 126 190 74 134 69

stocfor2 1549 10034 8980 5428 5880 1915 5788 1342

cre a 5898 65585 12287 14801 15261 3148 5176 1965

cre c 5419 56988 11565 19484 22327 2928 15177 1643

osa-07 1026 6342 3221 3997 3444 840 6821 -

PÐnakac 5.8 Qrìnoi ektèleshc gia thn epÐlush twn metroprogramm�twn

Prìblhma Danztig Bland Stack Queue LRCM GIM Partial SE

25fv47 778,1 - - - - - - 7814,3

adlittle 0,6 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,2 0,4

afiro 0,0 0,1 0,1 0,1 0,0 0,1 0,1 0,1

agg 0,4 0,5 0,7 0,6 0,6 0,6 0,6 1,3

suneqÐzetai sthn epìmenh selÐda
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suneqÐzetai apì thn prohgoÔmenh selÐda

Prìblhma Danztig Bland Stack Queue LRCM GIM Partial SE

agg2 1,0 1,3 1,3 1,3 0,9 2,5 1,1 6,6

agg3 1,1 2,2 3,1 2,3 2,2 3,8 1,9 8,8

bandm 5,7 15,2 20,0 15,7 19,0 5,9 9,8 11,0

beaconfd 0,1 0,1 0,2 0,2 0,1 0,2 0,1 0,1

blend 0,2 0,3 0,5 5,4 2,3 0,4 0,2 0,2

bnl1 202,4 1769,1 - - 971,8 319,1 569,8 2674,5

bnl2 2016,0 - - - - - - -

brandy 1,4 16,4 7,5 3,7 4,9 3,1 6,7 5,3

degen2 53,8 153,6 97,8 - 139,3 48,8 241,3 122,0

degen3 4160,7 - - - - - - 16267,3

e226 2,0 12,0 6,9 8,5 5,8 5,8 5,7 11,9

fffff800 5,4 50,2 27,3 20,7 13,5 21,8 18,6 93,2

israel 1,0 1,1 1,5 1,8 1,5 0,9 1,2 2,8

lotfi 0,8 2,4 1,6 2,1 1,1 2,3 1,7 5,3

sc50a 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

sc50b 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

sc105 0,2 0,2 0,3 0,2 0,2 0,2 0,2 0,3

sc205 1,0 1,1 1,7 1,6 1,6 1,2 1,2 2,1

scagr7 0,4 0,8 0,8 0,7 0,8 0,6 0,6 0,5

scfxm1 4,2 20,6 22,5 8,1 10,1 9,2 15,0 19,2

scfxm2 32,5 191,1 102,8 133,4 98,3 92,3 123,3 172,6

scfxm3 91,1 513,7 - 318,7 316,0 512,3 367,8 901,8

scorpion 3,2 3,8 3,7 3,5 3,5 3,6 3,5 3,9

scrs8 18,8 - 23,3 - - 35,9 16,0 156,1

scsd1 2,6 - - - - - - 62,8

scsd6 8,0 - - - - - - 383,7

scsd8 171,5 - - - - - - 10566,5

sctap1 1,5 5,2 4,8 2,9 3,7 4,3 4,6 14,0

suneqÐzetai sthn epìmenh selÐda
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suneqÐzetai apì thn prohgoÔmenh selÐda

Prìblhma Danztig Bland Stack Queue LRCM GIM Partial SE

sctap2 37,7 54,8 74,3 50,5 68,7 209,6 58,9 267,9

sctap3 62,9 94,7 151,1 89,3 115,2 545,0 163,6 1370,0

share1b 0,8 4,9 3,6 1,8 2,4 1,2 2,0 2,8

share2b 0,2 0,4 0,4 0,4 0,3 0,3 0,4 0,4

ship04l 15,3 15,5 21,6 21,9 16,0 26,9 16,8 29,8

ship04s 5,7 5,7 6,8 7,2 6,0 9,6 6,2 12,0

ship08l 64,8 96,9 98,1 117,2 70,5 110,2 87,0 162,0

ship08s 10,9 16,6 14,8 16,5 11,6 19,4 12,8 47,8

ship12l 141,3 146,6 181,8 205,4 147,2 268,8 168,6 367,0

ship12s 19,6 21,3 25,3 28,5 21,6 41,6 22,8 49,3

stocfor1 0,2 0,5 0,4 0,3 0,4 0,3 0,3 0,3

stocfor2 438,3 1558,0 1325,9 933,9 924,4 910,5 1083,8 1375,7

cre a 1413,7 12917,5 2279,6 2921,3 3228,9 4299,5 1693,7 55596,6

cre c 885,1 8364,6 1704,7 3330,0 3363,6 2673,6 2272,0 28405,4

osa-07 504,0 896,8 956,5 1404,5 386,3 1407,9 2211,8 -

5.2.2 Parathr seic - Sqìlia

Apì ta 47 sunolik� metroprogr�mmata pou qrhsimopoi jhkan gia thn axiolìghsh twn 8 ka-

nìnwn peristrof c, mìno o kanìnac tou Dantzig telik� èluse ìla. Ston pÐnaka 5.9 faÐnetai

to pl joc twn problhm�twn pou lÔjhkan apì k�je kanìna kai to antÐstoiqo posostì epÐ tou

sunìlou. Ta probl mata pou lÔjhkan me ìlouc touc kanìnec, anèrqontai se 36.

Ston pÐnaka 5.10 anagr�fontai oi mèsoi ìroi arijmoÔ epanal yewn kai qrìnou ektèleshc

gia k�je ènan apì touc kanìnec peristrof c. Oi mèsoi ìroi upologÐsthkan epÐ tou sunì-

lou twn problhm�twn pou lÔjhkan apì ìlouc touc kanìnec, ètsi ¸ste ta apotelèsmata na

perigr�foun akribèstera thn apìdosh tou k�je kanìna. Sta sq mata 5.2.1 kai 5.2.2 apei-

konÐzontai oi antÐstoiqec grafikèc parast�seic.
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PÐnakac 5.9 Pl joc lumènwn problhm�twn an� kanìna

Kanìnac Pl joc Posostì

Dantzig 47 100%

Bland 40 85%

Stack 39 83%

Queue 38 81%

LRCM 40 85%

GIM 41 87%

Partial 41 87%

SE 45 96%

Mèsoc ìroc 41,4 88,0%

PÐnakac 5.10 Metroprogr�mmata: Mèsoi ìroi arijmoÔ epanal yewn kai qrìnwn

Kanìnac Epanal yeic Qrìnoc (sec)

Dantzig 678,2 87,8

Bland 4.858,9 656,2

Stack 1.756,6 169,3

Queue 1.972,4 220,5

LRCM 1.968,2 226,3

GIM 498,4 257,7

Partial 1.495,3 160,7

SE 317,3 2.445,7
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Sq ma 5.2.1 Metroprogr�mmata: M.O. epanal yewn

Sq ma 5.2.2 Metroprogr�mmata: M.O. qrìnwn ektèleshc

K�poia shmantik� stoiqeÐa pou prokÔptoun apì touc pÐnakec kai tic grafikèc parast�seic:

• O kanìnac tou Dantzig èqei ton mikrìtero mèso ìro stouc qrìnouc ektèleshc. Oi

qrìnoi pou pètuqe xeper�sthkan apì �llouc kanìnec se 9 apì ta 47 probl mata.
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• O kanìnac tou Bland èqei to megalÔtero mèso ìro epanal yewn kai to deÔtero qeirìtero

mèso ìro qrìnwn ektèleshc.

• Oi epidìseic twn kanìnwn stoÐbac, our�c kai Least Recently Considered kumaÐnontai

sta Ðdia epÐpeda me ton pr¸to na èqei mikrì prob�disma tìso sto pl joc epanal yewn

ìso kai stouc qrìnouc ektèleshc.

• O kanìnac mègisthc beltÐwshc katat�ssetai deÔteroc ìson afor� to mèso ìro pl jouc

epanal yewn. O mèsoc ìroc twn qrìnwn ektèleshc eÐnai kalÔteroc mìno apì touc

antÐstoiqouc mèsouc ìrouc twn kanìnwn Bland kai Steepest Edge.

• O kanìnac merik c apotÐmhshc epèdeixe kal  sumperifor� ìson afor� touc qrìnouc

ektèleshc. 'Eqei to deÔtero mikrìtero mèso ìro sto sÔnolo twn problhm�twn en¸

èluse dÔo probl mata se ligìtero qrìno apì ìlouc touc �llouc kanìnec.

• O kanìnac pou qrei�sthke tic ligìterec epanal yeic sthn pleioyhfÐa twn problhm�twn

eÐnai o Steepest Edge. Autì ìmwc to petuqaÐnei eic b�roc tou qrìnwn ektèleshc pou

eÐnai oi megalÔteroi sta perissìtera probl mata kai sto genikì mèso ìro.

5.3 Upologistik  melèth me tuqaÐa probl mata

5.3.1 Metr seic

Sta tuqaÐa grammik� probl mata (pÐnakac 4.3) oi par�metroi pou dìjhkan ston algìrijmo

Simplex eÐnai scale=1, reinv=100 kai nt=‘n’. Efarmìsthke dhlad  h diadikasÐa klim�kwshc

gia to k�je prìblhma, o pÐnakac (AB)−1 upologÐzetai ex' olokl rou me thn enswmatwmènh

sun�rthsh inv tou matlab k�je 100 epanal yeic kai oi anoqèc upologÐzontai autìmata me

b�sh tic idiìthtec tou k�je probl matoc.

Stouc pÐnakec 5.11, 5.12, kai 5.13 faÐnontai oi mèsoi ìroi twn arijm¸n epanal yewn

pou apait jhkan gia k�je kanìna peristrof c kai gia k�je kl�sh problhm�twn (pÐnakac 4.3)

antÐstoiqa. OmoÐwc stouc pÐnakec 5.14, 5.15, kai 5.16 faÐnontai oi antÐstoiqoi mèsoi ìroi

twn qrìnwn ektèleshc.

Gia ta tuqaÐa probl mata pou qrhsimopoi jhkan se autì to skèloc thc upologistik c

melèthc to qronikì ìrio pou krÐjhke logikì  tan 4 ¸rec. O periorismìc autìc den epètreye

touc kanìnec Steepest edge kai Bland na lÔsoun ta probl mata megèjouc 1000× 1000.
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PÐnakac 5.11 TuqaÐa G.P.: Arijmìc epanal yewn gia puknìthta 5%

n Danztig Bland Stack Queue LRCM GIM Partial SE

100 89,5 182,9 110,2 121,9 116,5 77,0 108,0 86,0

200 282,1 2718,4 432,2 597,8 529,0 218,3 414,2 204,1

300 633,7 13405,0 1212,4 2264,5 1427,4 410,3 1283,9 352,4

400 1202,9 37194,3 2848,9 5428,5 4087,2 668,9 3451,6 517,9

500 2059,9 75124,2 4993,7 8615,1 7210,9 958,8 6472,4 721,9

600 2985,5 113421,8 7194,0 12600,9 10826,3 1332,5 9110,1 891,2

700 4247,8 172344,0 10966,9 17814,3 16000,4 1609,1 13988,3 1065,8

800 5982,3 246648,3 13718,6 22566,7 20944,7 2064,0 18565,4 1311,0

900 7419,3 326522,0 17097,4 27797,7 27656,0 2386,3 24916,6 1461,0

1000 10146,4 - 21081,4 33808,3 33463,3 3054,7 31401,0 -

PÐnakac 5.12 TuqaÐa G.P.: Arijmìc epanal yewn gia puknìthta 10%

n Danztig Bland Stack Queue LRCM GIM Partial SE

100 127,3 535,7 162,0 240,1 198,3 93,2 150,0 93,9

200 417,6 6375,5 758,2 1408,5 838,1 265,8 737,4 242,0

300 867,6 18723,9 1756,0 3735,7 2266,8 445,8 1937,5 371,5

400 1650,4 38522,0 2977,6 6509,0 3853,2 670,5 3738,0 527,0

500 2324,0 51760,2 4710,9 8838,7 6567,7 880,8 6149,2 672,2

600 3984,8 86987,7 6628,4 13166,4 8852,5 1183,4 8213,3 817,9

700 5951,7 129493,8 8798,3 18091,9 13074,4 1582,9 12014,6 1061,3

800 5982,3 161671,3 10570,4 22954,9 15886,9 1764,3 15209,0 1103,3

900 9936,7 184881,3 13837,3 28187,6 21161,6 2071,0 20602,6 1303,3

1000 13489,0 - 16736,4 32497,4 25128,6 2627,6 25046,6 -
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PÐnakac 5.13 TuqaÐa G.P.: Arijmìc epanal yewn gia puknìthta 20%

n Danztig Bland Stack Queue LRCM GIM Partial SE

100 153,2 1019,0 288,0 402,8 281,6 91,7 218,4 93,3

200 462,9 5901,0 740,8 1691,5 892,8 217,1 706,3 208,1

300 987,1 12734,4 1494,3 3838,3 1810,8 386,8 1493,0 332,4

400 1801,1 21608,2 2413,5 6251,6 3285,2 505,8 2833,5 461,6

500 2653,8 37856,0 3414,2 9145,3 4409,9 678,2 4249,5 579,4

600 4178,8 54439,2 4584,5 11986,3 6363,9 979,5 5420,5 709,2

700 5440,8 77819,5 6010,3 16391,0 8472,7 1135,1 7556,6 896,5

800 7750,1 94809,3 8535,6 20973,0 11538,0 1504,9 11928,9 994,3

900 9702,3 123421,3 9804,0 25016,6 13644,4 1420,7 13986,9 1027,0

1000 13108,7 - 11703,6 29223,3 17197,1 1804,3 17051,3 -

PÐnakac 5.14 TuqaÐa G.P.: Sunolikìc qrìnoc gia puknìthta 5%

n Danztig Bland Stack Queue LRCM GIM Partial SE

100 0,095 0,214 0,121 0,167 0,141 0,231 0,137 0,342

200 0,756 7,233 0,923 1,672 1,162 2,464 0,842 8,189

300 3,226 73,855 5,336 12,576 6,085 11,242 5,188 53,997

400 9,536 327,544 20,138 48,617 27,495 32,680 22,023 219,075

500 26,541 1047,130 51,891 113,980 72,194 74,700 62,481 617,170

600 54,422 2164,711 101,574 221,674 147,569 152,147 117,058 1317,359

700 100,173 4208,121 200,469 407,283 281,696 242,607 229,844 2489,582

800 180,906 8211,911 295,509 611,712 465,562 423,562 386,183 5007,338

900 288,489 13092,927 455,520 935,931 734,638 599,926 612,230 8052,344

1000 509,699 - 690,9 1353,5 1088,2 1017,1 963,9 -
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PÐnakac 5.15 TuqaÐa G.P.: Sunolikìc qrìnoc gia puknìthta 10%

n Danztig Bland Stack Queue LRCM GIM Partial SE

100 0,189 0,630 0,231 0,350 0,251 0,436 0,191 0,773

200 1,184 17,081 1,870 3,947 1,964 3,756 1,681 13,497

300 4,344 96,498 7,447 18,580 9,077 13,370 7,431 68,719

400 13,142 311,811 19,430 49,916 23,570 34,255 22,259 253,755

500 27,939 618,686 44,164 96,731 58,736 63,348 51,739 609,680

600 69,389 1455,091 82,864 200,055 105,200 132,997 89,753 1245,327

700 138,566 2985,059 143,353 358,536 200,949 245,375 171,317 2679,164

800 230,306 4460,099 209,527 555,268 321,263 363,212 291,235 4346,927

900 382,853 6309,156 349,906 860,757 550,578 534,978 481,614 6906,703

1000 641,478 - 534,931 1178,038 784,154 857,982 714,933 -

PÐnakac 5.16 TuqaÐa G.P.: Sunolikìc qrìnoc gia puknìthta 20%

n Danztig Bland Stack Queue LRCM GIM Partial SE

100 0,217 1,089 0,366 0,530 0,348 0,495 0,278 0,919

200 1,247 14,891 1,750 4,366 2,000 3,138 1,547 12,359

300 4,948 61,533 6,237 17,891 7,291 11,967 5,747 63,808

400 14,962 169,314 15,839 46,814 20,926 25,122 17,053 226,427

500 32,523 454,700 32,342 99,538 39,584 51,227 36,348 538,253

600 74,174 921,894 58,856 181,441 81,333 109,374 63,481 1148,922

700 129,502 1791,117 101,699 320,295 144,237 169,964 118,100 2301,696

800 237,667 2916,646 191,518 525,516 271,558 312,219 249,339 4044,464

900 384,096 4694,140 270,312 791,498 387,627 355,352 351,886 5829,177

1000 655,672 - 407,060 1086,580 623,136 576,332 541,710 -

5.3.2 Parathr seic - Sqìlia

Pèra apì thn katagraf  twn apotelesm�twn, endiafèron parousi�zei h sÔgkrish twn mejìdwn

metaxÔ touc. Stic eikìnec 5.3.3-5.3.9 apeikonÐzetai o lìgoc tou pl jouc epanal yewn kai

tou qrìnou ektèleshc k�je enìc apì touc kanìnec me ton kanìna tou Dantzig pou epilèqjhke

san shmeÐo anafor�c. Stouc pÐnakec 5.17 kai 5.18 faÐnontai oi mèsoi ìroi twn epanal yewn
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kai twn qrìnwn pou katagr�fhkan gia ton k�je kanìna sto sÔnolo twn problhm�twn k�je

di�stashc. Oi eikìnec 5.3.10 kai 5.3.11 anaparistoÔn to sunolikì mèso ìro epanal yewn

kai qrìnou tou k�je kanìna gia to sÔnolo twn tuqaÐwn problhm�twn.

Apì tic grafikèc parast�seic kai apì ta arijmhtik� dedomèna twn pin�kwn 5.11-5.16

mporoÔn na epishmanjoÔn arket� endiafèronta shmeÐa:

• O kanìnac tou Bland se ìlec tic peript¸seic qrei�sthke tic perissìterec epanal yeic.

• Sth suntriptik  pleioyhfÐa twn problhm�twn, tic ligìterec epanal yeic qrei�sthke o

kanìnac Steepest edge.

• Grhgorìteroc kanìnac peristrof c ìson afor� to mèso ìro twn qrìnwn gia ta pro-

bl mata ìlwc twn diast�sewn anadeÐqjhke

– Puknìthta 5%: O kanìnac tou Dantzig

– Puknìthta 10%: O kanìnac thc stoÐbac

– Puknìthta 20%: O kanìnac thc stoÐbac

• O kanìnac tou Dantzig  tan o mìnoc kanìnac pou epèdeixe apìdosh �ìson afor� to

qrìno� an�logh me thn puknìthta twn problhm�twn. Stouc upìloipouc ept� kanì-

nec, parathr jhkan mikrìteroi qrìnoi ektèleshc ìso megalÔterh  tan h puknìthta twn

problhm�twn.

Sq ma 5.3.3 TuqaÐa grammik� probl mata: Sqèsh kanìnwn Bland kai Dantzig
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Sq ma 5.3.4 TuqaÐa grammik� probl mata: Sqèsh kanìnwn StoÐbac kai Dantzig

Sq ma 5.3.5 TuqaÐa grammik� probl mata: Sqèsh kanìnwn Our�c kai Dantzig

Sq ma 5.3.6 TuqaÐa grammik� probl mata: Sqèsh kanìnwn LRCM kai Dantzig
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Sq ma 5.3.7 TuqaÐa grammik� probl mata: Sqèsh kanìnwn GIM kai Dantzig

Sq ma 5.3.8: TuqaÐa grammik� probl mata: Sqèsh kanìnwn Merik c ApotÐmhshc kai Dantzig

Sq ma 5.3.9 TuqaÐa grammik� probl mata: Sqèsh kanìnwn Steepest Edge kai Dantzig
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PÐnakac 5.17 TuqaÐa G.P.: Mèsoi ìroi arijmoÔ epanal yewn

Puknìthta Danztig Bland Stack Queue LRCM GIM Partial SE

5% 2767,0 109729,0 6508,3 10867,5 9866,5 1080,6 8701,2 734,6

10% 3654,9 75439,0 5577,7 11459,2 8077,7 995,3 7639,1 688,0

20% 3681,1 47734,2 4142,8 10632,9 5633,3 768,9 5377,1 589,1

M,O, 3367,7 77634,1 5409,6 10986,5 7859,2 948,2 7239,1 670,6

PÐnakac 5.18 TuqaÐa G.P.: Mèsoi ìroi qrìnwn ektèleshc

Puknìthta Danztig Bland Stack Queue LRCM GIM Partial SE

5% 73,8 3237,1 125,7 261,5 192,9 171,1 159,6 1973,9

10% 96,4 1806,0 95,4 238,2 141,3 154,6 124,1 1791,6

20% 97,7 1225,0 75,4 220,9 106,1 115,4 93,8 1574,0

M,O, 89,3 2089,4 98,9 240,2 146,8 147,0 125,8 1779,9

Sq ma 5.3.10 TuqaÐa grammik� probl mata: Mèsoc ìroc arijmoÔ epanal yewn
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Sq ma 5.3.11 TuqaÐa grammik� probl mata: Mèsoc ìroc qrìnou ektèleshc
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KEF�ALAIO 6

Sumper�smata

Ta apotelèsmata thc upologistik c melèthc pou perigr�fhke, epibebai¸noun th shmasÐa pou

èqei to st�dio epilog c st lhc peristrof c. 'Opwc deÐqnoun kai oi diakum�nseic stouc pÐnakec

kai tic grafikèc parast�seic tou kefalaÐou 5, h apìdosh tou algorÐjmou Simplex exart�tai

se meg�lo bajmì apì th strathgik  epilog c pou akoloujeÐtai.

O kanìnac tou Dantzig sthn pleioyhfÐa twn problhm�twn epèdeixe kalÔterouc qrìnouc

ektèleshc. EÐnai epÐshc o monadikìc kanìnac pou èluse ìla ta probl mata. An kai stic peris-

sìterec peript¸seic qrei�sthke perissìterec epanal yeic apì �llouc kanìnec, xeper�sthke

mìno sta pukn� (d = 20%) tuqaÐa probl mata mesaÐac di�stashc (n ≥ 900). Parìlo pou

eÐnai o megalÔteroc se hlikÐa kanìnac peristrof c, apodeÐqjhke idiaÐtera sta probl mata

mikrìterhc puknìthtac, h asfalèsterh epilog .

O kanìnac peristrof c tou Bland, an kai aplìc sth sÔllhyh kai sthn ulopoÐhsh, anti-

metwpÐzei to prìblhma twn poll¸n epanal yewn mèqri na brei th lÔsh. 'Etsi, en¸ se k�je

epan�lhyh oi enèrgeiec epilog c den eÐnai apaithtikèc, oi sunolikoÐ qrìnoi pou apaitoÔntai

eÐnai meg�loi. Sunep¸c h qr sh tou kanìna tou Bland gÐnetai apagoreutik  se praktik�

probl mata.

O kanìnac thc stoÐbac b�sei twn metr sewn mporeÐ na qarakthristeÐ apotelesmatikìc.

Sto pr¸to skèloc thc upologistik c melèthc (metroprogr�mmata), o mèsoc ìroc twn qrìnwn

ektèleshc ton katat�ssei trÐto parìlo pou o mèsoc ìroc twn epanal yewn  tan o pèmptoc

kalÔteroc. Sta tuqaÐa grammik� probl mata me puknìthtec 10% kai 20%, oi mèsoi qrìnoi

ektèleshc  tan oi kalÔteroi apì touc kanìnec pou melet jhkan.

O kanìnac thc our�c, kai parìmoioc sth leitourgÐa me ton kanìnac thc stoÐbac, den

eÐqe an�logh upologistik  sumperifor�. Se ìla ta tuqaÐa probl mata, h apìdos  tou ìson
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afor� to pl joc epanal yewn kai qrìno ektèleshc  tan qeirìterec. Sta metroprogr�mmata,

h metaxÔ touc sqèsh eÐnai pio isorrophmènh: sta 37 probl mata pou lÔjhkan kai apì touc

dÔo autoÔc kanìnec, o kanìnac thc our�c epèdeixe kalÔtero qrìno sta 17.

Mètria mporeÐ na qarakthristeÐ kai h apìdosh thc mejìdou Least Recently Considered

eidik� sta tuqaÐa probl mata. Se arket� apì ta probl mata thc kathgorÐac twn metropro-

gramm�twn parousÐase ikanopoihtikèc epidìseic, en¸ eÐqe ton mikrìtero qrìno ektèleshc gia

to prìblhma osa-07.

O kanìnac thc mègisthc beltÐwshc apodeÐqthke polÔ apotelesmatikìc sto na lÔnei ta

probl mata se mikrì arijmì epanal yewn. Oi arijmhtikèc pr�xeic ìmwc pou ekteleÐ se k�je

epan�lhyh èqoun antÐktupo stouc qrìnouc ektèleshc.

Kalèc mporoÔn na qarakthristoÔn kai oi epidìseic tou kanìna merik c apotÐmhshc. Sta

metroprogr�mmata, eÐqe ton deÔtero kalÔtero mèso ìro epanal yewn sto sÔnolo twn pro-

blhm�twn pou lÔjhkan apì ìlouc touc kanìnec. Sta tuqaÐa probl mata kai sugkekrimèna

sta probl mata me puknìthta 20%  tan epÐshc deÔteroc sth seir� me b�sh touc qrìnouc. Pa-

rousÐase ìmwc se k�poiec peript¸seic probl mata sthn akrÐbeia thc bèltisthc antikeimenik c

tim c. Oi diaforèc pou parathr jhkan me th swst  bèltisth antikeimenik  tim  (gnwst  ek

twn protèrwn gia ta metroprogr�mmata) den katagr�fhkan kai den parousi�zontai, all� ana-

fèrontai. H proèleus  touc eik�zetai pwc ofeÐletai se suss¸reush laj¸n twn arijmhtik¸n

pr�xewn.

Ta apotelèsmata twn metr sewn tou kanìna Steepest edge ton katat�ssoun sthn te-

leutaÐa jèsh ìson afor� touc qrìnouc ektèleshc, all� sthn pr¸th me b�sh to pl joc

epanal yewn. 'Opwc  tan anamenìmeno apì th jewrÐa, o Steepest edge brÐskei polÔ pio apo-

dotik� thn kalÔterh diadrom  proc th bèltisth lÔsh tou probl matoc me thn antÐstoiqh ìmwc

epib�runsh se upologistikì fìrto. Ja prèpei na shmeiwjeÐ pwc o kanìnac Steepest edge

adik jhke sth sugkekrimènh melèth, afoÔ h ulopoÐhsh pou ègine basÐsthke sth jewrÐa tou

kanìna (exÐswsh 3.2) kai den epilèqjhke k�poia apì tic ligìtero apaithtikèc proseggistikèc

mejìdouc pou èqoun protajeÐ. K�ti tètoio ja apaitoÔse xeqwrist  sqedÐash tou Simplex kai

krÐjhke skìpimo na mh gÐnei sta plaÐsia aut c thc ergasÐac.

Ta stoiqeÐa pou sullèqjhkan apì thn upologistik  melèth den mporoÔn na qarakthri-

stoÔn pl rh. Se sÔnolo 47 metroprogramm�twn, ta 36 lÔjhkan apì ìlouc touc kanìnec, en¸

kat� mèso ìro k�je kanìnac antimet¸pise epituq¸c 41, 4 probl mata kai epèstreye lanjasmè-

na apotelèsmata sta upìloipa. EpÐshc, sta tuqaÐa probl mata, den epitr�phke stouc kanìnec
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Bland kai Steepest edge na ft�soun mèqri to tèloc ta probl mata di�stashc 1000×1000 kai

h ektèles  touc diakìphke èpeita apì prokajorismèno qrìno.

To sÔnolo twn dedomèna twn metr sewn ìpwc diamorf¸jhke me tic ap¸leiec pou peri-

gr�fhkan, eÐnai arketì gia thn exagwg  twn parap�nw sumperasm�twn. Oi pÐnakec me ta

apotelèsmata twn metr sewn kai oi antÐstoiqec grafikèc parast�seic tou kefalaÐou 5 deÐ-

qnoun xek�jara tic t�seic sumperifor�c tou k�je kanìna.

Mia mellontik  èreuna ja prèpei na sumperil�bei stouc kanìnec kai k�poia apotelesma-

tikìterh ekdoq  tou kanìna Steepest edge pou apodeÐqjhke pwc èqei th dunamik  na gÐnei

pio antagwnistikìc ìson afor� touc qrìnouc ektèleshc. EpÐshc an ta qronik� ìria kai h

diajèsimh upologistik  isqÔc to epitrèpoun, mia epìmenh upologistik  melèth ja prèpei na

sumperil�bei kai probl mata megalÔterwn diast�sewn (n > 1000). Pijan  beltÐwsh twn

epidìsewn ìson afor� to qrìno, ja mporoÔse na epiteuqjeÐ me metatrop  twn programm�twn

se morf  metaglwttismènou k¸dika me qr sh compiler.
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