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1.   Εισαγωγή 
 

Η ταλάντωση της τιµής του πραγµατικού εισοδήµατος γύρω από την τάση του, 
γύρω δηλαδή από την τιµή ισορροπίας του, αποτέλεσε από πολύ νωρίς αντικείµενο 
έρευνας. Εάν επιχειρούσε κανείς µία σύντοµη ιστορική αναδροµή1, θα διαπίστωνε ότι 
η έννοια της δυναµικής προσέγγισης της οικονοµίας προς την κατάσταση ισορροπίας 
της, εισήχθη για πρώτη φορά το 1776 από τον Adam Smith στο βιβλίο του «Ο 
Πλούτος των Εθνών».  

Η θεωρία των κυκλικών διακυµάνσεων θεµελιώθηκε την περίοδο 1790 ~ 1870. 
Μεγάλη ήταν η συµβολή των Tooke και Overstone οι οποίοι και εισήγαγαν για πρώτη 
φορά στην οικονοµική ορολογία τις έννοιες του «κύκλου» και της «περιόδου του 
κύκλου», ενώ στην ανάλυσή τους δίνεται ιδιαίτερη έµφαση στο ρόλο των πιστώσεων 
στη δηµιουργία των φάσεων των κύκλων. 

Ο Karl Marx ίσως ήταν ο πρώτος που διατύπωσε µια ολοκληρωµένη θεωρία 
οικονοµικής µεγέθυνσης και κυκλικών διακυµάνσεων. Στα πλαίσια της θεωρίας του 
διατυπώνεται η έννοια της πτωτικής τάσης του ποσοστού του κέρδους, η οποία και 
αποτελεί κεντρικό στοιχείο της ανάλυσής του. Επιπροσθέτως, η καπιταλιστική 
εξέλιξη περιγράφεται ως µία ηµιτονοειδή διαδικασία, στα πλαίσια της οποίας οι 
οικονοµικές υφέσεις γίνονται διαχρονικά εντονότερες και οδηγούν στην οικονοµική 
κατάρρευση.            

Μία σηµαντική περίοδος για την ανάλυση των οικονοµικών διακυµάνσεων είναι 
και εκείνη που εκτείνεται µεταξύ των ετών 1870 και 1930. Ενδεικτικά αναφέρεται η 
εξειδίκευση της περιοδικότητας του κύκλου από τον Juglar (1862), µέσα από την 
οπτική ανάλυση του γραφήµατος των χρονοσειρών, η διαπίστωση από τους Tugan – 
Baranovsky και από τον A. Spiethoff ότι οι κύκλοι λαµβάνουν σχεδόν αποκλειστικά 
χώρα στα πλαίσια των επενδύσεων σε πάγιο και µηχανολογικό εξοπλισµό, καθώς και 
η έµφαση που δόθηκε από τους A. Aftelion και J.M. Clark στην αρχή του επιταχυντή 
ως µηχανισµού εξήγησης των πάγιων επενδύσεων. Στην ίδια περίοδο τοποθετείται 
και η διαµόρφωση νοµισµατικών θεωριών στα πλαίσια των οποίων πραγµατοποιείται 
µία διάκριση ανάµεσα στις έννοιες του «πραγµατικού» επιτοκίου, δηλαδή της 
αµοιβής του φυσικού κεφαλαίου, και του «νοµισµατικού» επιτοκίου των χρηµατοοι-
κονοµικών στοιχείων, µέσω της οποίας επιχειρείται η δικαιολόγηση του φαινοµένου 
των κυκλικών διακυµάνσεων στις επενδύσεις. 

Η δηµοσίευση το 1936 από τoν J.M. Keynes του βιβλίου µε τίτλο “General 
Theory of Employment, Interest and Money”, σηµατοδοτεί την έναρξη µίας νέας 
περιόδου για την Μακροοικονοµική Ανάλυση. Στα πλαίσια του συγκεκριµένου έργου 
ο Keynes δοµεί ένα υπόδειγµα ανισορροπίας (disequilibrium model) διαιρώντας, για 
πρώτη φορά, την οικονοµία σε δύο τοµείς. Στην προσπάθειά του να εξηγήσει το 
φαινόµενο των οικονοµικών κύκλων, ο Keynes κινείται στα πλαίσια της παράδοσης 
των θεωριών των επιχειρηµατικών κύκλων  και θεωρεί ότι οι επιχειρήσεις λαµβάνουν 
υπόψη το ύψος των αποθεµάτων τους και τις βραχυχρόνιες προσδοκίες τους αναφο-
ρικά µε το ύψος της ζήτησης, προκειµένου να καθορίσουν το ύψος της παραγωγής 

                                                 
1 Για µία αναλυτικότερη παρουσίαση της ιστορικής διαδροµής της θεωρίας των Επιχειρηµατικών 
Κύκλων, ο αναγνώστης παραπέµπεται στο βιβλίο του Hillinger C. (1992), CYCLICAL GROWTH in 
Market and Planned Economies, Oxford – Clarendon Press, pp. 5 ~ 42 καθώς και στα άρθρα των 
Fisher S. (1988), “Recent Development in Macroeconomics”, The Economic Journal, 98 , 391 , pp. 
294 ~ 339, Fischer S.; Greenwald B.C.; Hall R.E. & Stiglitz J.E. (1988), “Examining Alternative 
Macroeconomic Theories”, Brooking Papers on Economic Activity, vol. 1988 , No 1 , pp. 207 ~ 270 
και Zarnowitz V. (1985), “Recent Work on Business Cycles in Historical Perspective: A Review of 
Theories and Evidence”, Journal of Economic Literature, 23 , 2 , pp. 523 ~ 580.  



τους. Επιπρόσθετα ο Keynes θεωρεί ότι οι επιχειρηµατικές αποφάσεις αναφορικά µε 
το ύψος των πάγιων επενδύσεων, εξαρτώνται από τη σχέση µεταξύ του κόστους και 
της µακροπρόθεσµης προσδοκώµενης απόδοσης του κεφαλαίου, µε το κόστος του 
κεφαλαίου να εξαρτάται από την τιµή των κεφαλαιουχικών αγαθών και το ύψος του 
επιτοκίου.  

Στα πλαίσια του υποδείγµατος IS – LM που θεµελίωσε ο Hicks χρησιµοποιή-
θηκαν νέες οικονοµικές έννοιες, όπως εκείνες της παγίδας ρευστότητας, της ψευδαί-
σθησης του χρήµατος, της ακαµψίας των µισθών και της ανελαστικότητας των 
επενδύσεων ως προς το επιτόκιο, βάσει των οποίων διατυπώθηκαν οι βασικές 
οικονοµικές κεϋνσιανές θέσεις. Οι θέσεις αυτές, όπως η αποτελεσµατικότητα (αναπο-
τελεσµατικότητα) της δηµοσιονοµικής (νοµισµατικής) πολιτικής, η απόδοση των 
πληθωριστικών φαινοµένων στην µονοπωλιακή διάρθρωση των αγορών και όχι στην 
ραγδαία νοµισµατική επέκταση και τέλος η χρήση της καµπύλης Phillips για την 
περιγραφή της ευσταθούς µακροχρόνιας σχέσης µεταξύ ανεργίας και πληθωρισµού, 
αποτέλεσαν τη βάση των σταθεροποιητικών προγραµµάτων που υιοθετήθηκαν και 
εφαρµόστηκαν κατά τη µεταπολεµική περίοδο µέχρι και τη δεκαετία του 1960. 

Ο P. Samuelson, µαθητής του Keynes, διατύπωσε το 1939 ένα µαθηµατικό 
υπόδειγµα επιχειρηµατικών κύκλων στα πλαίσια του οποίου εισήχθη µία χρονική 
υστέρηση στις συναρτήσεις της κατανάλωσης και των επενδύσεων και γινόταν χρήση 
της αρχής του πολλαπλασιαστή – επιταχυντή. Το υπόδειγµα αποθεµάτων του Metzler 
(1941) καθώς και το υπόδειγµα επιχειρηµατικών κύκλων του Hicks (1950) είναι δύο 
ακόµη υποδείγµατα τα οποία βασίζονται επίσης στην αλληλεπίδραση µεταξύ πολλα-
πλασιαστή – επιταχυντή.   

Η στροφή του ενδιαφέροντος κατά τη δεκαετία του 1960 στη θεωρία της 
οικονοµικής µεγέθυνσης είχε ως συνέπεια να ατονήσει το ενδιαφέρον των οικονο-
µολόγων για τη θεωρία των επιχειρηµατικών κύκλων. Επιπροσθέτως, η εµφάνιση του 
φαινοµένου του στασιµοπληθωρισµού στα τέλη της δεκαετίας του 1960 και στις 
αρχές της δεκαετίας του 1970, οδήγησε στην κατάρρευση της καµπύλης Phillips ως 
εργαλείου περιγραφής της σχέσης µεταξύ ανεργίας και πληθωρισµού, στον κλονισµό 
της Κεϋνσιανής Θεωρίας και στην ανάδειξη της Μονεταριστικής Θεωρίας.  

Θεµελιωτής της Μονεταριστικής Θεωρίας θεωρείται ο Milton Friedman2 και στα 
πλαίσια αυτής γίνεται αποδεκτή η ποσοτική θεωρία του χρήµατος, εισάγονται οι 
έννοιες του φυσικού ποσοστού της ανεργίας και των αναθεωρούµενων προσδοκιών, 
ως µηχανισµού διαµόρφωσης των προσδοκιών και διατυπώνεται η αρχή της σταθερής 
διαχρονικά νοµισµατικής επέκτασης. Η παραδοχή ότι τα οικονοµούντα άτοµα δεν 
πραγµατοποιούν συστηµατικά λάθη στις προβλέψεις τους είχε ως συνέπεια η ισχύς 
της καµπύλη Phillips να περιοριστεί µόνο στη βραχυχρόνια περίοδο καθώς µακρο-
χρόνια η ανεργία προσεγγίζει την τιµή ισορροπίας της, το µέγεθος της οποίας προσδιο-
ρίζεται από τις πραγµατικές δυνάµεις της οικονοµίας. Επιπροσθέτως στα πλαίσια της 
Μονεταριστικής Θεωρίας διατυπώνεται η θέση ότι οι οικονοµικές διακυµάνσεις οφεί-
λονται κυρίως σε διαταραχές που λαµβάνουν χώρα στην αγορά χρήµατος και οι 
οποίες επηρεάζουν την πραγµατική οικονοµία.    

Η Νέα Κλασική Θεωρία ήταν εκείνη που διαδέχτηκε την Μονεταριστική Θεωρία 
και αποτελεί ουσιαστικά µία πιο ακραία µορφή της τελευταίας. Στα πλαίσια της Νέας 
Κλασικής Θεωρίας γίνεται η παραδοχή ότι η οικονοµία βρίσκεται πάντα σε κατά-
σταση ισορροπίας, ενώ επιχειρείται η εξήγηση των οικονοµικών κύκλων διατηρώντας 

                                                 
2 Μία προσπάθεια θεµελίωσης των µονεταριστικών θέσεων πραγµατοποιείται από τους Friedman M. 

& Schwarz A. J. (1963), A Monetary History of the United States 1867 ~ 1960, Princeton University 
Press.  



συγχρόνως και τις δύο βασικές αρχές της Γενικής Θεωρίας Ισορροπίας, δηλαδή της 
ορθολογικής συµπεριφοράς και της ισορροπίας των αγορών. 

Η παραδοχή της Νέας Κλασικής Θεωρίας ότι οι αγορές βρίσκονται πάντα σε 
κατάσταση ισορροπίας υιοθετείται και από τη Θεωρία των Πραγµατικών Επιχειρηµα-
τικών Κύκλων, στα πλαίσια της οποίας γίνεται αποδεκτό ότι οι τεχνολογικές διατα-
ραχές παίζουν σηµαντικό ρόλο στην οικονοµία. Θα πρέπει ωστόσο να σηµειωθεί ότι 
ο Mankiw (1989) ασκεί κριτική στη συγκεκριµένη θεωρία διότι παρά τη µεγάλη ση-
µασία των τεχνολογικών διαταραχών, καµία εξ αυτών δεν έχει εξειδικευθεί ενώ δεν 
έχει προσδιοριστεί και κάποια τεχνολογική διαταραχή που να εξηγεί τη βραχυχρόνια 
διακύµανση του εισοδήµατος. Κριτική στη Νέα Κλασική Θεωρία άσκησαν οι Νέο-
κεϋνσιανοί οικονοµολόγοι, οι οποίοι επιχείρησαν να γεφυρώσουν το χάσµα ανάµεσα 
στη Μονεταριστική και την Κεϋνσιανή Θεωρία, συµβιβάζοντας τις υποθέσεις της 
ανισορροπίας και της ορθολογικής συµπεριφοράς.  

Κατά το παρελθόν, προσπάθειες για την εισαγωγή του νοµισµατικού παράγοντα 
και της έννοιας των προσδοκιών στα πλαίσια υποδειγµάτων πολλαπλασιαστή – επιτα-
χυντή πραγµατοποιήθηκαν από τους Minsky (1957), Wright (1958), Smyth (1963) 
και Waud (1967), οι οποίοι όµως κινήθηκαν στα πλαίσια του υποδείγµατος του Hicks 
(1950), στα πλαίσια δηλαδή ενός υποδείγµατος που βρίσκεται αρκετά κοντά στο υπό-
δειγµα του Samuelson (1939), καθώς επίσης και από τους Laidler (1968), Sargent T.J. 
(1971), Biederman (1993) και Kaskarelis I. & Varelas E. (1996).  Η ανάλυσή µας κι-
νείται στο πνεύµα της ανάλυσης των Βαρελά Ε. & Καρπέτη Χ. (2004) και σε γενικές 
γραµµές, η διαφοροποίηση έγκειται στην εισαγωγή της προσδοκώµενης επιτοκιακής 
µεταβολής  ως ερµηνευτικής µεταβλητής στις συναρτήσεις των επενδύσεων και της 
ζήτησης χρήµατος. 

Στα πλαίσια της διατριβής αναπτύσσεται ένα υπόδειγµα οικονοµικών κύκλων, το 
οποίο κινείται στα πλαίσια της Κεϋνσιανής οικονοµικής ανάλυσης και αποτελεί 
επέκταση του υποδείγµατος οικονοµικών κύκλων του Samuelson (1939). Οι βασικές 
υποθέσεις που πραγµατοποιούνται και στις οποίες στηρίζεται η ανάλυσή µας, 
σχετίζονται πρώτον, µε τη σταθερότητα των τιµών, δεύτερον, µε τον επηρεασµό των 
επενδύσεων και της ζήτησης χρήµατος όχι από την τιµή του επιτοκίου αλλά από την 
προσδοκώµενη µεταβολή του και τρίτον µε την παραδοχή ότι η Κεντρική Τράπεζα 
αυξάνει διαχρονικά την ποσότητα του χρήµατος µε ένα σταθερό ρυθµό, το ύψος του 
οποίου προσδιορίζεται εξωγενώς από την ίδια. Αναφορικά µε τον τρόπο διαµόρ-
φωσης των προσδοκιών, θα χρησιµοποιήσουµε το µηχανισµό των αναθεωρούµενων, 
των στατικών, των ορθολογικών και των παλινδροµικών προσδοκιών.  

Μέσω του αναπτυχθέντος υποδείγµατος θα επιχειρήσουµε να παρουσιάσουµε 
την βραχυχρόνια επίδραση της ασκούµενης νοµισµατικής πολιτικής και του µηχανι-
σµού που χρησιµοποιούν τα οικονοµούντα άτοµα για τη διαµόρφωση των προσδο-
κιών τους, πάνω στο εισόδηµα ισορροπίας µίας υποθετικής κλειστής οικονοµίας και 
θα διερευνήσουµε την κατεύθυνση της σχέσης µεταξύ του εισοδήµατος ισορροπίας 
και των συνιστωσών παραµέτρων του. Θα συνεχίσουµε την ανάλυσή µας διερευ-
νώντας τις δυναµικές ιδιότητες του υποδείγµατος και διατυπώνοντας τις προϋπο-
θέσεις υπό τις οποίες το εισόδηµα θα συγκλίνει προς την τιµή ισορροπίας του. Τέλος 
θα επιχειρήσουµε να επιβεβαιώσουµε τα θεωρητικά συµπεράσµατα της ανάλυσής 
µας, πραγµατοποιώντας προσοµοιώσεις για κάθε µία από τις αναπτυσσόµενες, βάσει 
των διαφορετικών µηχανισµών διαµόρφωσης των προσδοκιών, περιπτώσεις.     

 
 
 
 



2.   Το υπόδειγµα οικονοµικών κύκλων του Samuelson 
 

Η διαρθρωτική µορφή του υποδείγµατος του Samuelson3 περιγράφεται µέσω των 
ακολούθων σχέσεων4: 
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όπου c1 ∈ (0,1): η οριακή ροπή προς κατανάλωση (marginal propensity to consump-
tion) , v > 0: ο συντελεστής επιτάχυνσης (accelerator), b0 > 0: οι αυτόνοµες 
επενδύσεις (autonomous investments), Ct : η κατανάλωση της τρέχουσας περιό-
δου (consumption), It : οι τρέχουσες επενδύσεις (investments) , Yt : το εισόδηµα 
της τρέχουσας περιόδου (Gross Domestic Product) και ∆Ct = Ct – Ct–1. 
 

Όπως προκύπτει από τη σχέση (2.2) η τρέχουσα κατανάλωση (Ct) είναι µία 
θετική συνάρτηση του εισοδήµατος της προηγούµενης περιόδου (Yt–1), ενώ βάσει της 
σχέσης (2.3) οι τρέχουσες επενδύσεις (Ιt) αποτελούν µία θετική συνάρτηση της 
διαφοράς των επιπέδων κατανάλωσης µεταξύ της τρέχουσας και της προηγούµενης 
περιόδου (∆Ct = Ct – Ct–1), καθώς και των αυτόνοµων επενδύσεων.  

Από το συνδυασµό των σχέσεων (2.1) ~ (2.3) προκύπτει ως ακολούθως η βασική 
εξίσωση διαφορών του υποδείγµατος του Samuelson: 

 
 

( )

( ) ( )

( )

( ) ) 2.4 (          b YvcYc v1Y                    

b YvcYc v1Y

Y vcYc v1 b Y   C  vC v1 b Y

CC vbC Y∆C vbC YIC Y     

0t11t12t

µπροστά   περιόδους2
02t11t1t

2t11t10t

(2.2)

1tt0t

1tt0ttt0tt

(2.3)

ttt

=++−→

⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯=++−⇒

⇒−++=⇒−++=⇒

⇒−++=⇒++=⇒+=

++

−−

−−−

−

 

 
 
Η σχέση (2.4) αποτελεί µία εξίσωση διαφορών (difference equation) δεύτερης 

τάξης και η γενική της λύση (general solution) αποτελεί το άθροισµα µίας µερικής 
λύση (partial solution) της (2.4) µε τη συµπληρωµατική λύση (complementary solu-
tion) της εν λόγω εξίσωσης διαφορών. 
                                                 
3 Paul A. Samuelson (1939), “Interactions between the Multiplier Analysis and the Principles of Acce-

leration”, Review of Economic Statistics, pp. 75 ~ 78; reprinted in American Economic Association, 
Readings in Business Cycle Theory, Richard D. Irwin, Inc., Homewood I11., 1944, pp. 261 ~ 269.  

4 Στο αρχικό υπόδειγµα του Samuelson η συνολική ζήτηση αποτελούσε το άθροισµα της κατανάλωσης, 
των επενδύσεων και των αυτόνοµων κρατικών δαπανών, το µέγεθος των οποίων ταυτίζεται µε εκείνο 
των αυτόνοµων επενδύσεων του διευρυµένου υποδείγµατος.  



Η µερική λύση ( )p
tΥ  µας δίνει το επίπεδο του εισοδήµατος ισορροπίας και θα 

µπορούσαµε να υποθέσουµε ότι αυτή είναι της µορφής: 
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όπου Y~ : ένας σταθερός αριθµός 

 
Από το συνδυασµό των σχέσεων (2.4) και (2.5) προκύπτει ότι: 
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Όπως προκύπτει από τη σχέση (2.6), το εισόδηµα ισορροπίας αποτελεί θετική 

συνάρτηση τόσο του επιπέδου των αυτόνοµων επενδύσεων [καθώς ισχύει ότι 
0  )c 1(1 bY~ 10 >−=∂∂ ], όσο και της οριακής ροπής προς κατανάλωση [δεδοµένου 

ότι 0  )c 1(b cY~ 2
101 >−=∂∂ ]. 

Το εισόδηµα θα συγκλίνει προς την τιµή ισορροπίας του [όπως αυτή περιγρά-
φεται από τη σχέση (2.6)] εφόσον ικανοποιείται το ακόλουθο σύστηµα ανισοτήτων: 
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όπου α0 = vc1 > 0 και α1 = – (1+v) c1 < 0 
 

∆εδοµένου ότι 1 + α1 + α0 = 1 – c1 > 0 και 1 – α1 + α0 = 1 + (1+2v) c1 > 0, η 
ευστάθεια της γενικής λύσης της µη οµογενούς εξίσωσης διαφορών µε σταθερούς 
συντελεστές (2.4) εξαρτάται από την ικανοποίηση της ακόλουθης ανισότητας: 
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Σε γεωµετρικούς όρους, οι συνδυασµοί ( c1,v ) για τους οποίους επιτυγχάνεται 

σύγκλιση του εισοδήµατος προς τη µακροχρόνια τιµή ισορροπίας του ( Y~ ), εντοπί-
ζονται στη σκιαγραφηµένη περιοχή του γραφήµατος ∆ – 2.1. Στο εν λόγω διάγραµµα 
και µέσω της καµπύλης V παρουσιάζεται γραφικά η συνάρτηση 1

s
sn c1  v = . 

Η µορφή της διαχρονικής πορείας του εισοδήµατος, εξαρτάται από το πρόσηµο 
της διακρίνουσας της χαρακτηριστικής εξίσωσης της εξίσωσης διαφορών (2.4). Η 
µορφή της χαρακτηριστικής εξίσωσης [όπως αυτή προκύπτει από την εξίσωση 
διαφορών (2.4)] έχει ως ακολούθως: 
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∆ – 2.1 
 
 
Η διακρίνουσα της χαρακτηριστικής εξίσωσης (2.8) έχει την ακόλουθη µορφή: 
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και όπως διαπιστώνουµε αποτελεί ένα πολυώνυµο δευτέρου βαθµού ως προς τον 
επιταχυντή v. Ως εκ τούτου, θα µπορούσαµε να προσδιορίσουµε ένα διάστηµα τιµών 
της παραµέτρου v εντός του οποίου η διακρίνουσα θα αποτελεί ένα θετικό ή αρνητικό 
µέγεθος. Προκειµένου να προσδιορίσουµε αυτό το διάστηµα τιµών, θα προσδιορί-
σουµε τις ρίζες της ακόλουθης εξίσωσης: 
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Η διακρίνουσα ( *
sn∆ ) της παραπάνω εξίσωσης έχει ως ακολούθως: 
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∆εδοµένου ότι *
sn∆  > 0, η εξίσωση (2.10) θα έχει δύο πραγµατικές και διακριτές 

ρίζες το µέγεθος των οποίων έχει ως ακολούθως: 
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Βάσει των παραπάνω ριζών οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι εάν v ∈ ( )sn
2
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2
sn
1  θα ισχύει αντιστοίχως ότι ∆sn < , = , > 0.  

 

 
 

∆ – 2.2 
 
 
Στο παραπάνω διάγραµµα και µέσω των καµπυλών *

2
*

1 V και V  παρουσιάζονται 
γραφικά οι σχέσεις (2.12.1) και (2.12.2) αντιστοίχως. Όλα τα σηµεία τα οποία εντοπί-
ζονται µεταξύ των δύο καµπυλών περιγράφουν εκείνους τους συνδυασµούς (c1,v) για 
τους οποίους ισχύει ότι ∆sn < 0, για τους οποίους δηλαδή η διαχρονική πορεία του 



εισοδήµατος θα χαρακτηρίζεται από ταλαντώσεις. Η διαχρονική πορεία του 
εισοδήµατος θα είναι µονοτονικής µορφής στην περίπτωση εκείνων των σηµείων του 
δισδιάστατου χώρου τα οποία εντοπίζονται είτε πάνω από την καµπύλη *

2V , είτε 
κάτω από την καµπύλη *

1V , είτε τέλος επί των δύο αυτών καµπυλών5.  
Από την ανάλυση που προηγήθηκε γίνεται φανερό ότι µπορούµε να διακρίνουµε 

µεταξύ τεσσάρων περιπτώσεων αναφορικά µε την πορεία του εισοδήµατος έπειτα 
από µία διατάραξη : 
 
I. v < 1/c1 & ∆sn ≥ 0. Στην περίπτωση αυτή θα έχουµε εκθετική σύγκλιση του 

εισοδήµατος προς τη µακροχρόνια τιµή ισορροπίας του. 
 
II. v < 1/c1 & ∆sn < 0. Στην περίπτωση αυτή το εισόδηµα θα συγκλίνει προς τη 

µακροχρόνια τιµή ισορροπίας του µέσω ταλαντώσεων. 
 
III. v > 1/c1 & ∆sn ≥ 0. Στην περίπτωση αυτή το εισόδηµα θα αποκλίνει εκθετικά 

από τη µακροχρόνια τιµή ισορροπίας του. 
 
IV. v > 1/c1 & ∆sn < 0. Στην περίπτωση αυτή το εισόδηµα θα αποκλίνει από τη 

µακροχρόνια τιµή ισορροπίας του µέσω ταλαντώσεων. 
 

 
3.   ∆ιαρθρωτική µορφή του διευρυµένου υποδείγµατος 

 
Στα πλαίσια της ανάλυσης που ακολουθεί θα θεωρήσουµε µία κλειστή οικονοµία 

χωρίς δηµόσιο τοµέα, στα πλαίσια της οποίας οι τιµές είναι σταθερές. Η διαρθρωτική 
µορφή της εν λόγω οικονοµίας περιγράφεται µέσω των ακόλουθων σχέσεων : 
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5 Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι αυτή η µορφή της διαχρονικής πορείας του εισοδήµατος είναι δυνατό να 
παρατηρηθεί µόνο εν απουσία αρνητικών χαρακτηριστικών ριζών.  



όπου c1 : η οριακή και µέση ροπή προς κατανάλωση, b0: οι αυτόνοµες επενδύσεις, v: 
ο επιταχυντής, b2: ο συντελεστής επηρεασµού των σχεδιαζόµενων επενδύσεων 
(planned investments) στις προσδοκώµενες µεταβολές του επιτοκίου, d1: ο συν-
τελεστής επηρεασµού της ζήτησης χρήµατος από µεταβολές του εισοδήµατος, 
d2: η ελαστικότητα της ζήτησης χρήµατος στις προσδοκώµενες µεταβολές του 
επιτοκίου και t = 0 , 1 , 2 , .... 

 
Από τη µαθηµατική µορφή του υποδείγµατος γίνεται αµέσως αντιληπτό ότι η 

ροή του χρόνου δεν είναι συνεχής (continuous) αλλά διακριτή (discrete). Το γεγονός 
αυτό σε συνδυασµό µε το δυναµικό χαρακτήρα του υποδείγµατος, όπως αυτός 
υποδηλώνεται από την ύπαρξη χρονικών υστερήσεων κυρίως στις συναρτήσεις της 
κατανάλωσης και των επενδύσεων, θα µας επιτρέψει στη συνέχεια της ανάλυσής µας 
να εξειδικεύσουµε µία εξίσωση διαφορών µε σταθερούς συντελεστές ως προς το 
εισόδηµα.  

Όπως διαπιστώνουµε από τη διαρθρωτική µορφή του υποδείγµατος, η αγορά 
προϊόντος περιγράφεται από τις σχέσεις (3.1), (3.2) και (3.3). Σύµφωνα µε τη σχέση 
(3.2) η κατανάλωση (consumption) της τρέχουσας περιόδου (Ct) αποτελεί θετική 
συνάρτηση του εισοδήµατος της προηγούµενης περιόδου (Yt–1).  

Η σχέση (3.3) περιγράφει τις σχεδιαζόµενες επενδύσεις ως µία θετική συνάρτηση 
της µεταβολής του επιπέδου της κατανάλωσης µεταξύ της τρέχουσας και της προη-
γούµενης περιόδου (∆Ct ή Ct – Ct–1) και ως µία αρνητική συνάρτηση της προσδο-
κώµενης µεταβολής του επιτοκίου µεταξύ της τρέχουσας και της προηγούµενης 
περιόδου (∆Rt ή Rt – Rt–1) µε τις προσδοκίες (expectations) να διαµορφώνονται στην 
περίοδο t – 1. Το τρέχον επίπεδο των σχεδιαζόµενων επενδύσεων (It) θεωρείται ότι 
αποτελεί αρνητική συνάρτηση της προσδοκώµενης µεταβολής του επιτοκίου ( )e

t∆R , 
καθώς αν στην περίοδο t – 1 οι επενδυτές αναµένουν πτώση των επιτοκίων κατά την 
περίοδο t [εάν δηλαδή ισχύει ότι 0  ∆R e

t < ] τότε θα πραγµατοποιήσουν τα επενδυτικά 
τους σχέδια στην περίοδο t, κάτι που θα προκαλέσει την αύξηση των επενδύσεων 
κατά τη συγκεκριµένη χρονική περίοδο. Εάν αντιθέτως κατά την περίοδο t – 1 αναµέ-
νεται αύξηση των επιτοκίων [εάν δηλαδή έχουµε ότι 0  ∆R e

t > ] τότε οι επενδυτές θα 
επισπεύσουν την πραγµατοποίηση των επενδυτικών τους σχεδίων, κάτι που θα έχει 
ως αποτέλεσµα οι επενδύσεις κατά την περίοδο t – 1 να παρουσιάζονται αυξηµένες, 
σε αντίθεση µε το επίπεδο των επενδύσεων της περιόδου t το οποίο θα εµφανίζεται 
µειωµένο. 

Η αγορά προϊόντος βρίσκεται σε ισορροπία όταν ικανοποιείται η σχέση (3.1), 
όταν δηλαδή η συνολική προσφορά (aggregate supply) ισούται µε τη συνολική 
ζήτηση (aggregate demand) του προϊόντος. Από το συνδυασµό των σχέσεων (3.1), 
(3.2) και (3.3) προκύπτει η συνθήκη που θα πρέπει να ικανοποιείται προκειµένου η 
αγορά προϊόντος να βρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας και η οποία έχει ως 
ακολούθως : 
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Η αγορά χρήµατος περιγράφεται µέσω των σχέσεων (3.4) , (3.5) και (3.6). 

Σύµφωνα µε τη σχέση (3.5) η προσφορά χρήµατος, η οποία θεωρούµε ότι είναι 
απολύτως ελεγχόµενη από τις νοµισµατικές αρχές (Κεντρική Τράπεζα), αυξάνεται 
διαχρονικά µε σταθερό ρυθµό m. Και αυτό διότι από τη σχέση (3.5) προκύπτει ότι : 
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Από τη σχέση (3.5) και κινούµενοι µία περίοδο µπροστά οδηγούµαστε στην 

ακόλουθη εξίσωση :  
 

( ) )  3.9(          0  M m  1  M s
t

s
1t =+−+  

 
Η παραπάνω σχέση αποτελεί µία οµογενή εξίσωση διαφορών πρώτης τάξης µε 

σταθερούς συντελεστές, η γενική λύση της οποίας θα περιγράφει τη διαχρονική 
εξέλιξη του µεγέθους της προσφοράς χρήµατος. Εάν υποθέσουµε ότι αυτή είναι της 
µορφής : 

 
ts

t λA   M =           ( 3.10 ) 
 

(κάτι που υπονοεί ότι 1ts
1t λA   M +
+ = ), τότε από τη σχέση (3.10) προκύπτει ότι : 
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Αντικαθιστώντας τη σχέση (3.11) στην (3.10) προκύπτει η ακόλουθη συνάρτηση: 
 

( )ts
t m  1A   M +=           ( 3.10.1 ) 

 
όπου Α µία σταθερά το µέγεθος της οποίας θα προσδιοριστεί µε τη βοήθεια µίας 
αρχικής συνθήκης. Πιο συγκεκριµένα εάν υποθέσουµε ότι κατά τη χρονική στιγµή     
t = 0 η προσφορά χρήµατος ισούται µε Μ0, τότε από τη σχέση (3.10.1) προκύπτει ότι: 
 

( ) 0
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Αντικαθιστώντας την τιµή της σταθεράς Α που µόλις προσδιορίσαµε στη σχέση 
(3.10.1) παίρνουµε την τελική µορφή του ακολουθούµενου από την Κεντρική 
Τράπεζα νοµισµατικού κανόνα (monetary rule) η οποία και έχει ως εξής : 
 

( )t
0

s
t m  1 M  M +=           ( 3.12 ) 

 
Σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση η προσφορά χρήµατος αυξάνεται διαχρονικά µε 
ρυθµό σταθερό και ίσο µε m.    

Βάσει τώρα της σχέσης (3.7), η συνολική ζήτηση χρήµατος (aggregate money 
demand) της τρέχουσας περιόδου ( d

tM ) αποτελεί το άθροισµα της τρέχουσας ζήτησης 
χρήµατος για συναλλακτικούς σκοπούς και σκοπούς προφύλαξης [ t

d
tr )M( ] και της 

τρέχουσας ζήτησης χρήµατος για κερδοσκοπία [ t
d
sp )M( ]. 

Η ζήτηση χρήµατος για συναλλακτικούς σκοπούς της τρέχουσας περιόδου 
[ t

d
tr )M( ] αποτελεί θετική συνάρτηση του εισοδήµατος της ίδιας περιόδου, ισχύει 

δηλαδή ότι: 
 

( ) 0 d      ,      Yd M 1t1t
d
tr >=           ( 3.13 ) 

 
Η τρέχουσα ζήτηση χρήµατος για κερδοσκοπία [ t

d
sp )M( ] θεωρείται αρνητική 

συνάρτηση της προσδοκώµενης µεταβολής του επιτοκίου µεταξύ της τρέχουσας και 
της προηγούµενης περιόδου (∆Rt ή Rt – Rt–1) µε τις προσδοκίες να διαµορφώνονται 
στην περίοδο t – 1, δηλαδή: 
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Το αρνητικό πρόσηµο του συντελεστή d2 σηµαίνει ότι εάν οι κερδοσκόποι κατά 

την περίοδο t – 1, κατά την περίοδο δηλαδή διαµόρφωσης των προσδοκιών τους, 
αναµένουν ότι το επιτόκιο της επόµενης περιόδου θα είναι µικρότερο από εκείνο της 
περιόδου t – 1 [εάν δηλαδή ισχύει ότι 0  ∆R e

t < ] θα ζητήσουν χρήµα για την άσκηση 
κερδοσκοπίας όχι στην περίοδο t – 1 αλλά στην περίοδο t. Ως εκ τούτου, µε δεδοµένη 
τη ζήτηση χρήµατος για συναλλακτικούς σκοπούς, θα οδηγηθούµε στην αύξηση κατά 
την περίοδο t της συνολικής ζήτησης χρήµατος. Η συνολική ζήτηση χρήµατος κατά 
την τρέχουσα περίοδο θα είναι µειωµένη στην περίπτωση που ισχύει ότι 0  ∆R e

t > . 
Και αυτό διότι αν κατά την περίοδο t – 1 οι κερδοσκόποι αναµένουν την αύξηση των 
επιτοκίων κατά την επόµενη περίοδο, θα ζητήσουν χρήµα για την άσκηση κερδο-
σκοπίας όχι στην περίοδο t αλλά στην περίοδο t – 1.     

Η αγορά χρήµατος θα βρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας όταν ικανοποιείται η 
σχέση (3.4), όταν δηλαδή η συνολική προσφοράς χρήµατος ( )s

tM  ισούται µε τη συνο-
λική ζήτηση χρήµατος ( )d

tM . Η συνθήκη ισορροπίας στην αγορά χρήµατος, όπως 
αυτή διαµορφώνεται έπειτα από την αντικατάσταση των σχέσεων (3.6) και (3.12) στη 
σχέση (3.4), έχει ως εξής: 
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4.   Μηχανισµοί διαµόρφωσης των προσδοκιών 
 
Όπως είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο, οι συνθήκες ισορροπίας της αγοράς 

αγαθών και της αγοράς χρήµατος [όπως αυτές περιγράφονται από τις σχέσεις (3.7) 
και (3.15)] περιέχουν µία µεταβλητή, την e

t∆R , η οποία είναι µη παρατηρήσιµη. Για 
να προσδιορίσουµε ωστόσο τη συγκεκριµένη µορφή της βασικής εξίσωσης διαφορών 
θα πρέπει να απαλλαγούµε από αυτή τη µη παρατηρήσιµη µεταβλητή. Με άλλα λόγια 
θα πρέπει να διατυπώσουµε τον µηχανισµό βάσει του οποίου τα οικονοµούντα άτοµα 
διαµορφώνουν τις προσδοκίες τους. 

Μεταξύ των µηχανισµών που συχνά συναντούµε στην οικονοµική βιβλιογραφία 
είναι εκείνοι των αναθεωρούµενων προσδοκιών (adaptive expectations mechanism), 
των στατικών προσδοκιών (static or naive expectations mechanism), των παλινδρο-
µικών προσδοκιών (regressive expectation mechanism) και τέλος των ορθολογικών 
προσδοκιών (rational expectation mechanism). Ας δούµε τον τρόπο διαµόρφωσης 
των προσδοκιών βάσει των παραπάνω µηχανισµών, ξεκινώντας από εκείνον των 
αναθεωρούµενων προσδοκιών. 

Σύµφωνα µε τον µηχανισµό των αναθεωρούµενων προσδοκιών6 η προσδοκώµενη 
τιµή µίας οποιασδήποτε µεταβλητής διαµορφώνεται από την προσδοκώµενη τιµή της 
κατά την περίοδο t – 1 και από ένα µέρος της απόκλισης που πραγµατοποιείται ανά-
µεσα στην πραγµατοποιηθείσα και την προσδοκώµενη τιµή της µεταβλητής κατά την 
περίοδο t – 1. Σε µαθηµατικούς όρους ο εν λόγω µηχανισµός περιγράφεται από την 
ακόλουθη σχέση: 
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e
t −−− −=−  

   
όπου γ ∈ ( 0,1 ) ο συντελεστής προσαρµογής (adjustment coefficient) ο οποίος µας 

δείχνει την ταχύτητα προσαρµογής µε την οποία αφοµοιώνονται τα λάθη του 
παρελθόντος µέσα στην προσδοκώµενη τιµή της τρέχουσας περιόδου. 

 
Όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, ένα από τα πλεονεκτήµατα του  

µηχανισµού των αναθεωρούµενων προσδοκιών είναι ότι µας παρέχει τη δυνατότητα 
σύνδεσης παρατηρούµενων και µη παρατηρούµενων οικονοµικών µεταβλητών. 

Αναδιατάσσοντας τη σχέση (4.1) προκύπτει η ακόλουθη εξίσωση: 
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Από την παραπάνω σχέση και παίρνοντας διαδοχικές χρονικές υστερήσεις 

προκύπτει ότι: 
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Αντικαθιστώντας τις παραπάνω σχέσεις στη σχέση (4.2) παίρνουµε: 

                                                 
6 P. Cagan (1956), “The Monetary Dynamics of Hyper Inflation”, in M. Friedman (ed.) Studies of 

Quantity Theory of Money, University of Chicago Press, Chicago, pp. 25 ~117. 
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∆εδοµένου ότι γ ∈ ( 0,1 ) από την (4.4) προκύπτει η ακόλουθη σχέση7: 
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t ∆R  γ 1 γ ∆R           ( 4.5 ) 

 
Όπως διαπιστώνουµε, η προσδοκώµενη µεταβολή των επιτοκίων (µε τις προσδο-

κίες να διαµορφώνονται στην περίοδο t – 1) αποτελεί ένα σταθµικό µέσο των παρελ-
θουσών επιτοκιακών µεταβολών (µε γεωµετρικώς φθίνοντες συντελεστές στάθµισης). 
Εφόσον ο συντελεστής γ ∈ ( 0,1 ) θα ισχύει ότι ( ) 0  γ 1 γlim 1i

i
=− −

∞→
. Με άλλα λόγια η 

προσδοκώµενη τιµή της επιτοκιακής µεταβολής επηρεάζεται από τις παρελθούσες 
πραγµατοποιηθείσες τιµές της τόσο λιγότερο όσο περισσότερο µετακινούµαστε πίσω 
στο χρόνο. Ως εκ τούτου, η σύνδεση της µη παρατηρούµενης µεταβλητής e

t∆R  µε 
µόνο π.χ. τέσσερις υστερήσεις της παρατηρούµενης µεταβλητής ∆Rt δεν θα συνι-
στούσε και πολύ µεγάλο λάθος.  

Οι συντελεστές στάθµισης wi (weights) δίνονται από την ακόλουθη σχέση : 
 

             wi = γ (1 – γ)i–1      ,     i = 1 , 2 , ….          ( 4.6 ) 
 

και ο κάθε ένας από αυτούς δίνει τη σχετική βαρύτητα και σηµασία της επιτοκιακής 
διαφοράς της i περιόδου του παρελθόντος πάνω στην προσδοκώµενη τρέχουσα 
επιτοκιακή µεταβολή. 

Βάσει της παραπάνω σχέσης οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι η βαρύτητα των 
παρελθουσών τιµών ∆Rt–i, i = 1 , 2 , …. , στη διαµόρφωση των προσδοκιών µας ανα-
φορικά µε το µέγεθος της επιτοκιακής διαφοράς της τρέχουσας περιόδου, εξαρτάται 
και από το µέγεθος του συντελεστή προσαρµογής γ. Πιο συγκεκριµένα στην περί-
πτωση που η τιµή του συντελεστή προσαρµογής τείνει προς το µηδέν  (γ → 0), από 
τη σχέση (4.5) προκύπτει ότι όχι µόνο οι σχετικά πρόσφατες αλλά και οι παλαιότερες 
τιµές της επιτοκιακής διαφοράς παίζουν ρόλο στη διαµόρφωση των προσδοκιών µας. 

                                                 
7 Το γεγονός ότι 0 < γ < 1 ⇒ 0 < 1 – γ < 1 ⇒ (1 – γ)i → 0 καθώς i → ∞ και ως εκ τούτου θα έχουµε ότι 
( ) 0∆Rγ1 e

it
i

→− − . Βλέπε σχετικά Μπένος Θ. (1993), Θεωρία Χρήµατος, 2η έκδοση, σελ. 227 ~ 233 



Όσο η τιµή του συντελεστή προσαρµογής τείνει προς τη µονάδα (γ → 1) τόσο 
µεγαλύτερη είναι η βαρύτητα των πιο πρόσφατων παρελθουσών τιµών της επιτο-
κιακής διαφοράς στη διαµόρφωση των προσδοκιών µας. Στην ειδική µάλιστα 
περίπτωση που γ = 1, από τη σχέση (4.5) προκύπτει ότι: 
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Η παραπάνω σχέση περιγράφει το µηχανισµό των στατικών προσδοκιών, σύµφω-

να µε τον οποίο η προσδοκώµενη µεταβολή του επιτοκίου (µε τις προσδοκίες να 
διαµορφώνονται στην περίοδο t – 1) είναι ακριβώς ίση µε την πραγµατοποιηθείσα 
επιτοκιακή διαφορά της περιόδου κατά την οποία διαµορφώνονται οι προσδοκίες. 

Το σηµαντικότερο µειονέκτηµα του µηχανισµού των αναθεωρούµενων 
προσδοκιών, όπως αυτό προκύπτει από τη σχέση (4.5), έγκειται στο γεγονός ότι τα 
οικονοµούντα άτοµα διαµορφώνουν τις προσδοκίες τους για το µέγεθος µίας µετα-
βλητής στηριζόµενοι αποκλειστικά και µόνο στις παρελθούσες τιµές της. Με άλλα 
λόγια ο συγκεκριµένος µηχανισµός διαµόρφωσης προσδοκιών υποθέτει την ύπαρξη 
µη άριστης συµπεριφοράς εκ µέρους των οικονοµούντων ατόµων, καθώς αυτά 
αγνοούν τρέχουσες πληροφορίες οι οποίες θα µπορούσαν να τους βοηθήσουν στο 
σχηµατισµό καλύτερων προσδοκιών.     

Σύµφωνα µε το µηχανισµό των παλινδροµικών προσδοκιών η προσδοκώµενη 
τιµή µίας µεταβλητής, µε τις προσδοκίες να διαµορφώνονται κατά την περίοδο  t – 1, 
αποτελεί το σταθµικό µέσο της τιµής ισορροπίας της και της τιµής της κατά την 
περίοδο διαµόρφωσης των προσδοκιών. Σε µαθηµατικούς όρους ο µηχανισµός των 
παλινδροµικών προσδοκιών περιγράφεται από την ακόλουθη σχέση: 

 
( ) ) 4.8 (          1  θ  0      ,      ∆R θ1  ∆R θ ∆R 1t

e
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όπου ∆R : η βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας της επιτοκιακής διαφοράς. 

  
Αναδιατάσσοντας τους όρους της σχέσης (4.8) παίρνουµε: 
 

( ) ) 4.8.1 (          ∆R∆R θ ∆R ∆R 1t1t
e
t −− −=−  

 
Όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, ο συντελεστής θ µας δείχνει την 

ταχύτητα προσαρµογής της επιτοκιακής διαφοράς της περιόδου t – 1 (∆Rt-1) προς τη 
βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας της ( )∆R . Όσο µικρότερη είναι η τιµή της παραµέτρου 
θ, όσο δηλαδή θ → 0, τόσο µικρότερη είναι η ταχύτητα της προσαρµογής. Στην ειδική 
περίπτωση που θ = 0, από τη σχέση (4.8) προκύπτει ότι 1t

e
t ∆R ∆R −= . Με άλλα λόγια 

για θ = 0 αναγόµαστε από το µηχανισµό των παλινδροµικών προσδοκιών στο µηχα-
νισµό των στατικών προσδοκιών. 

Τέλος, στα πλαίσια του µηχανισµού των ορθολογικών προσδοκιών8 (rational 
expectation mechanism) τα οικονοµούντα άτοµα σχηµατίζουν τις προσδοκίες τους µε 
βάση το σύνολο των πληροφοριών που έχουν στη διάθεσή τους. Αξίζει να σηµειωθεί 
εδώ ότι σ’ αυτό το σύνολο των πληροφοριών περιλαµβάνεται και η γνώση των 

                                                 
8 Ο µηχανισµός των ορθολογικών προσδοκιών εισήχθη από τον Muth J.F. (1961) στο άρθρο του µε 
τίτλο “Rational Expectations and the Theory of Price Movements”, Econometrica, 29 , pp. 315 ~ 335.  



«πραγµατικών» σχέσεων βάσει των οποίων προσδιορίζεται το µέγεθος των οικονο-
µικών µεταβλητών του υποδείγµατος. Σε µαθηµατικούς όρους, ο µηχανισµός των 
ορθολογικών προσδοκιών περιγράφεται από την ακόλουθη σχέση: 

 
( ) ( )t1t

e
t1tt1t

e
t XE  X          ισοδύναµα ή          XE  X −−− =Π=           ( 4.9 ) 

 
όπου Πt – 1 : το σύνολο των πληροφοριών οι οποίες είναι διαθέσιµες κατά την περίοδο 

t – 1, αναφορικά µε τις τρέχουσες και παρελθούσες τιµές των µεταβλητών καθώς 
και των σταθερών συντελεστών του υποδείγµατος, τις οποίες το οικονοµούν 
άτοµο χρησιµοποιεί προκειµένου να διαµορφώσει, κατά την ίδια περίοδο, την 
προσδοκία του αναφορικά µε το µέγεθος της µεταβλητής Χ.  

 
Σύµφωνα µε τη σχέση (4.9), όταν η υποκειµενική προσδοκία των οικονοµούντων 

ατόµων για την τιµή της µεταβλητής Χt ισούται µε την αντικειµενική (µαθηµατική) 
προσδοκία της Χt η οποία διαµορφώνεται βάσει του πληροφοριακού συνόλου Πt–1, 
τότε η διαµορφούµενη προσδοκία χαρακτηρίζεται ως ορθολογική και συγκεντρώνει 
τις παρακάτω ιδιότητες:  

 
(α) ∆εν υπάρχουν συστηµατικά σφάλµατα πρόβλεψης, ισχύει δηλαδή ότι: 
 

( ) 0  )E(e   ,   e  Χ  XE tttt1t ==−−           ( 4.10 ) 
 

(β) Τα σφάλµατα πρόβλεψης δεν συσχετίζονται ή ισοδύναµα: 
 

s  t    0  )eE(e st ≠∀=           ( 4.11 ) 
  
(γ) Τα σφάλµατα πρόβλεψης δεν συσχετίζονται µε την µεταβλητή Χt ή µε 

οποιαδήποτε άλλη µεταβλητή του συνόλου των πληροφοριών Πt–1. Η ιδιότητα 
αυτή διασφαλίζει ότι η προσδοκία που διαµορφώνεται βάσει του µηχανισµού 
των ορθολογικών προσδοκιών είναι αποδοτική (efficient), είναι δηλαδή 
αµερόληπτη και έχει την µικρότερη διακύµανση συγκριτικά µε την πρόβλεψη 
που θα σχηµατίζαµε βάσει κάποιου άλλου µηχανισµού. Σε µαθηµατικούς 
όρους θα ισχύει ότι:   

 
( ) 0  eE 1tt =Π −           ( 4.12 ) 

 
Στα πλαίσια προσδιοριστικών υποδειγµάτων, όπως αυτό µε το οποίο ασχολού-

µαστε, ο µηχανισµός των ορθολογικών προσδοκιών υπονοεί την ύπαρξη τέλειας 
προβλεπτικής ικανότητας (perfect foresight) ή ισοδύναµα ότι et = 0. Με άλλα λόγια 
στα πλαίσια του υποδείγµατος που θα αναπτυχθεί βάσει του µηχανισµού των ορθολο-
γικών προσδοκιών, θα πρέπει να ικανοποιείται η ακόλουθη σχέση: 

 
( ) tt1t Χ  XE =−           ( 4.13 ) 

       
Στη συνέχεια της ανάλυσής µας θα διαπιστώσουµε ότι η χρήση διαφορετικών 

µηχανισµών διαµόρφωσης των προσδοκιών θα µας οδηγήσει στην εξειδίκευση διαφο-
ρετικών βασικών εξισώσεων διαφορών και ως εκ τούτου στον προσδιορισµό  αφενός 
διαφορετικών µεγεθών του εισοδήµατος ισορροπίας και αφετέρου διαφορετικών 
συνθηκών ευστάθειας του υποδείγµατος.  



5.   Η επίδραση του µηχανισµού διαµόρφωσης των προσδοκιών στη λύση του 
υποδείγµατος 
 
Όπως θυµόµαστε οι αγορές αγαθών και χρήµατος θα βρίσκονται σε κατάσταση 

ισορροπίας όταν ικανοποιούνται αντιστοίχως οι ακόλουθες σχέσεις:  
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Προκειµένου να προσδιορίσουµε τη βασική εξίσωση διαφορών του υποδείγµατός 
µας θα πρέπει να απαλλάξουµε τις δύο παραπάνω εξισώσεις από τη µη παρατηρού-
µενη µεταβλητή e

t∆R . Με άλλα λόγια θα πρέπει να διατυπώσουµε το µηχανισµό 
διαµόρφωσης των προσδοκιών και βάσει αυτού να προχωρήσουµε στη συνέχεια στην 
απαλοιφή της µεταβλητής e

t∆R  από τις σχέσεις (3.7) και (3.15). Στη συνέχεια της 
ανάλυσής µας και ξεκινώντας από το µηχανισµό των αναθεωρούµενων προσδοκιών, 
θα δούµε αρχικά µε ποιον τρόπο µπορούµε να επιτύχουµε την απαλλαγή του 
υποδείγµατός µας από τη παρατηρούµενη µεταβλητή e

t∆R  και στη συνέχεια θα 
προχωρήσουµε στην εξαγωγή και τη λύση της βασικής εξίσωσης διαφορών που 
προκύπτει. 

 
 

5.1  Εξαγωγή της βασικής εξίσωσης διαφορών του υποδείγµατος στα πλαίσια 
του µηχανισµού των αναθεωρούµενων προσδοκιών  

 
Στα πλαίσια της παρούσας ενότητας θα κάνουµε την υπόθεση ότι οι προσδοκίες 

είναι αναθεωρούµενες και ως εκ τούτου διαµορφώνονται βάσει του ακόλουθου 
µηχανισµού: 

 
( ) ) 5.1 (          1   γ 0      ,      R∆  γ ∆R  γ 1  ∆R 1t

e
1t

e
t <<=−− −−  

 
Παίρνοντας µία χρονική υστέρηση από τη σχέση (3.7) και πολλαπλασιάζοντας µε  

1 – γ προκύπτει ότι: 
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Αφαιρώντας στη συνέχεια κατά µέλη τις σχέσεις (3.7) και (5.2) παίρνουµε: 
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Η παραπάνω σχέση αποτελεί την απαλλαγµένη από τις προσδοκίες συνθήκη ισορ-
ροπίας της αγοράς προϊόντος. 

Ενεργώντας κατά τρόπο ανάλογο και στην περίπτωση της εξίσωσης (3.15), 
παίρνοντας δηλαδή αρχικά µία χρονική υστέρηση και πολλαπλασιάζοντας µε 1 – γ, 
βρίσκουµε ότι: 
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Προκειµένου να πάρουµε την απαλλαγµένη από τις προσδοκίες συνθήκη ισορρο-
πίας της αγοράς χρήµατος, αφαιρούµε κατά µέλη τις σχέσεις (3.15) και (5.4):  

 
 
( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ⇒=−+−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⇒

⇒−−+−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−+⇒

⇒−+−−+=+−−+

−−

−−

−−
−

1t21t1t1
t

0

(5.1)
e

1t
e
t21t1t1

t
0

e
1t21t1

e
t2t1

1t
0

t
0

∆R  γdY  γ 1dYd m  1 
m  1
m  γM 

 ∆R  γ 1  ∆Rd Y  γ 1d Yd  
m  1
 γ 1  1m  1M 

 ∆R γ 1d  Y γ 1d ∆Rd  Yd  m  1 γ 1M m  1M

 



( ) ( ) ( )
)5.5  (          Y 

γd
 γ 1d

Y 
γd
d

 m  1 
γd

m  γM
 ∆R 1t

2

1
t

2

11t

2

0
1t −

−
−

−
+−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=⇒  

 
 

Προκειµένου να εξάγουµε τη βασική εξίσωση διαφορών, αντικαθιστούµε τη 
σχέση (5.5) στη σχέση (5.3) και από την αντικατάσταση αυτή προκύπτει ότι: 
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Από την παραπάνω σχέση και κινούµενοι τρεις περιόδους µπροστά παίρνουµε: 
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Η σχέση (5.7) αποτελεί µία µη οµογενή εξίσωση διαφορών τρίτης τάξης µε 

σταθερούς συντελεστές, η γενική µορφή της οποίας έχει ως ακολούθως: 
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Η γενική λύση (general solution) της παραπάνω εξίσωσης διαφορών (Υt) αποτε-

λεί το άθροισµα µίας µερικής λύσης (particular solution) της (5.8) ( p
tY ) µε τη 

συµπληρωµατική λύση (complementary solution) της εν λόγω εξίσωσης διαφορών 
( c

tY ) ή ισοδύναµα µε τη γενική λύση της ακόλουθης οµογενούς εξίσωσης διαφορών: 
 
 

) 5.9 (          0 Ya Ya Ya Y t01t12t23t =+++ +++  
 
 

όπου ai , i = 0,1,2 , οι συντελεστές της εξίσωσης διαφορών (5.8). 
 
 
Με άλλα λόγια ισχύει ότι : 
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Η µερική λύση µας δίνει το επίπεδο του εισοδήµατος ισορροπίας, το µέγεθος 

δηλαδή προς το οποίο θα συγκλίνει ή από το οποίο θα αποκλίνει η Υt. Η συµπληρω-
µατική λύση µας δείχνει τη συγκεκριµένη µορφή της διαχρονικής πορείας του 
εισοδήµατος καθώς αυτό συγκλίνει ή αποκλίνει  από την τιµή ισορροπίας του. 

 
 



5.1.1   Προσδιορισµός της συµπληρωµατικής λύσης υπό καθεστώς αναθεωρού-
µενων προσδοκιών 

 
Ξεκινώντας από τον προσδιορισµό της συµπληρωµατικής λύσης της εξίσωσης 

διαφορών (5.8), ας υποθέσουµε ότι αυτή είναι της µορφής: 
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κάτι που βεβαίως υπονοεί ότι: 
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όπου Α: µία αυθαίρετη σταθερά το µέγεθος της οποίας µπορεί να προσδιορισθεί µε τη 

βοήθεια µίας αρχικής συνθήκης 
 
Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.11.1) και (5.11.2) στη σχέση (5.9) προκύπτει ότι: 
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Η παραπάνω σχέση αποτελεί τη χαρακτηριστική εξίσωση (characteristic equa-

tion) της οµογενούς εξίσωσης διαφορών (5.9) και όπως διαπιστώνουµε είναι µία 
εξίσωση τρίτου βαθµού ως προς λ. Ως εκ τούτου η χαρακτηριστική εξίσωση θα έχει 
τρεις ρίζες οι οποίες έχουν ως ακολούθως: 
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και οι οποίες ικανοποιούν το ακόλουθο σύστηµα ισοτήτων: 
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Το εάν και κατά πόσον οι παραπάνω ρίζες θα είναι πραγµατικές ή φανταστικές, 

θα εξαρτηθεί από το πρόσηµο της διακρίνουσας  
 

D = Q3 + P2          ( 5.14 ) 
 

Βάσει αυτού µπορούµε να διακρίνουµε µεταξύ των ακόλουθων περιπτώσεων: 
 
1ον Εάν D > 0, η (5.12) έχει µία πραγµατική ρίζα και δύο συζυγείς µιγαδικές. 
 
2ον Εάν D = 0, όλες οι ρίζες είναι πραγµατικές και τουλάχιστον δύο είναι ίσες & 
 
3ον Εάν D < 0, η (5.12) έχει τρεις πραγµατικές και διακριτές ρίζες. 

 
Ένα ερώτηµα που ανακύπτει στο σηµείο αυτό έχει να κάνει µε τους παράγοντες 

που καθορίζουν το πρόσηµο της διακρίνουσας D. Προκειµένου να απαντήσουµε σ’ 
αυτό το ερώτηµα θα προσδιορίσουµε αρχικά το µέγεθος των παραµέτρων P & Q και 
στη συνέχεια θα αντικαταστήσουµε τα µεγέθη αυτά στη σχέση (5.14). 

Το µέγεθος της παραµέτρου Q έχει ως ακολούθως: 
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Το µέγεθος της παραµέτρου P ισούται µε: 
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Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.15) και (5.16) στη σχέση (5.14) βρίσκουµε ότι9: 
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9 Τα βήµατα που ακολουθήσαµε προκειµένου να προσδιορίσουµε το µέγεθος της διακρίνουσας D 
παρουσιάζονται αναλυτικά στο παράρτηµα Α 



Όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, το πρόσηµο της διακρίνουσας D 
εξαρτάται από το πρόσηµο του ευρισκόµενου εντός των αγκυλών µεγέθους : 

 
( ) ) 5.18 (          1   vu 2  1 2   v Ξ 2 +−+=  

 
το οποίο αποτελεί ένα πολυώνυµο δευτέρου βαθµού ως προς v. Κατά συνέπεια θα 
µπορούσαµε να προσδιορίσουµε κάποια διαστήµατα τιµών της συγκεκριµένης παρα-
µέτρου, εντός των οποίων το µέγεθος Ξ θα είναι θετικά ή αρνητικά ορισµένο. Για να 
το πετύχουµε αυτό θα προσδιορίσουµε τις ρίζες της ακόλουθης δευτεροβάθµιας ( ως 
προς v ) εξίσωσης: 
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Η διακρίνουσα της παραπάνω εξίσωσης έχει ως ακολούθως: 
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Το γεγονός ότι: 
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µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η διακρίνουσα αποτελεί ένα θετικό µέγεθος, κάτι που 
σηµαίνει ότι η εξίσωση (5.19) έχει τις εξής δύο πραγµατικές και διακριτές ρίζες: 
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Στο γράφηµα ∆ – 5.1 παρουσιάζεται η εναλλαγή προσήµου των µεγεθών Ξ και 
D. Όπως διαπιστώνουµε για ( )ae

2
ae
1 v,v  v∈  ισχύει ότι D > 0, κάτι που σηµαίνει ότι η 

χαρακτηριστική εξίσωση (5.12) θα έχει µία πραγµατική και δύο συζυγείς µιγαδικές 
ρίζες. Με άλλα λόγια για το συγκεκριµένο διάστηµα τιµών της παραµέτρου v, η 
διαχρονική πορεία του εισοδήµατος (έπειτα από µία εξωγενή διαταραχή) θα χαρακτη-
ρίζεται από ταλαντώσεις. Για ae

2
ae
1  v  vή  v v ==  θα ισχύει ότι D = 0, κάτι που σηµαίνει 



ότι η χαρακτηριστική εξίσωση θα έχει τρεις πραγµατικές ρίζες εκ των οποίων 
τουλάχιστον δύο θα είναι ίσες. Ως εκ τούτου το εισόδηµα θα συγκλίνει ή θα 
αποκλίνει ενδεχοµένως εκθετικά από την βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του. Τέλος 
για ( ) ( )∞+∪∈  ,v  v, 0  v ae

2
ae
1  ισχύει ότι D < 0, κάτι που σηµαίνει ότι η χαρακτηριστική 

εξίσωση θα έχει τρεις πραγµατικές και διακριτές ρίζες. 
 
 

 
 

∆ – 5.1  
 
 

Αυτό σηµαίνει ότι η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος θα είναι ενδεχοµένως 
εκθετικής µορφής. Και λέµε ότι «ενδεχοµένως» θα είναι εκθετική µορφής, καθώς για 
D ≤ 0 µία οι περισσότερες από τις πραγµατικές ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης 
είναι πιθανόν να είναι αρνητικοί αριθµοί. Στην ειδική αυτή περίπτωση η διαχρονική 
πορεία του εισοδήµατος δεν θα είναι εκθετικής µορφής, αλλά θα παρουσιάζει µία 
ταλάντωση (improper oscillation) καθώς η τιµή της µεταβλητής t θα εναλλάσσεται 
µεταξύ µονών και ζυγών αριθµών10. 

 
 

 
 
 

∆ – 5.2 
 

                                                 
10 Στη συνέχεια της ανάλυσης µας θα αγνοήσουµε ένα τέτοιο ενδεχόµενο και θα θεωρούµε ότι η 
ύπαρξη ταλάντωσης στη διαχρονική πορεία του εισοδήµατος θα οφείλεται αποκλειστικά στο θετικό 
πρόσηµο της διακρίνουσας D 



Στο γράφηµα11 ∆ – 5.2 παρουσιάζονται γραφικά οι σχέσεις (5.23.1) και (5.23.2) 
µέσω των επιφανειών ae

2
ae

1 V και V  αντιστοίχως. Για σηµεία του τρισδιάστατου χώρου 
όπως το Ε0 (το οποίο εντοπίζεται κάτω από την επιφάνεια ae

1V ) και το Ε4 (το οποίο 
εντοπίζεται πάνω από την επιφάνεια ae

2V ) ισχύει ότι D < 0. Με άλλα λόγια αυτά τα 
σηµεία του τρισδιάστατου χώρου περιγράφουν συνδυασµούς (h,u,v) για τους οποίους 
η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος θα είναι εκθετικής µορφής. Η διαχρονική 
πορεία του εισοδήµατος θα είναι της ίδιας µορφής και στην περίπτωση σηµείων του 
τρισδιάστατου χώρου, όπως για παράδειγµα τα σηµεία Ε1 και Ε3, τα οποία 
εντοπίζονται επί των επιφανειών ae

2
ae

1 V και V , καθώς αυτά περιγράφουν συνδυασµούς 
(h,u,v) για τους οποίους ισχύει ότι D = 0. Τέλος για σηµεία του τρισδιάστατου χώρου 
τα οποία εντοπίζονται µεταξύ των δύο επιφανειών, όπως το Ε2, ισχύει ότι D > 0, κάτι 
που σηµαίνει ότι το εισόδηµα θα αποκλίνει ή θα συγκλίνει προς τη βραχυχρόνια τιµή 
ισορροπίας του µέσω ταλαντώσεων. 

Έχοντας διερευνήσει τη µορφή της διαχρονικής πορείας του εισοδήµατος έπειτα 
από µία εξωγενή διαταραχή, ας δούµε τώρα ποια είναι η µαθηµατική µορφή της 
συµπληρωµατικής λύσης της µη οµογενούς εξίσωσης διαφορών (5.8). Σε γενικές 
γραµµές θα µπορούσαµε να υποστηρίξουµε ότι η συµπληρωµατική λύση αποτελεί το 
γραµµικό συνδυασµό των συναρτήσεων: 
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εφόσον αυτές είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. Εφόσον δηλαδή ισχύει ότι: 
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όπου C(t): η ορίζουσα Casorati 
 
Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.24.1) ~ (5.24.3) στη σχέση (5.25) βρίσκουµε ότι: 
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11 Το συγκεκριµένο γράφηµα έχει παραχθεί για v ∈ ( 0,4 ), h ∈ ( 0,1 ) & u ∈ ( 1,1.5 ) και η επιλογή 
των συγκεκριµένων διαστηµάτων έγινε για την καλύτερη γραφική παρουσίαση των δύο επιφανειών.    
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Από το σύστηµα (Σ-5.1) γνωρίζουµε ότι 0321

3
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 οπότε η σχέση 

(5.26) παίρνει την ακόλουθη µορφή: 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, η ορίζουσα Casorati θα είναι 

οπωσδήποτε διάφορη του µηδενός, θα ισχύει δηλαδή ότι C(t) ≠ 0, µόνο εφόσον οι 
χαρακτηριστικές ρίζες είναι όλες διαφορετικές µεταξύ τους. Με άλλα λόγια εάν 
ισχύει ότι 

 
λ1 ≠ λ2 ≠ λ3          ( 5.27 ) 

 
η συµπληρωµατική λύση θα είναι της γενικής µορφής: 
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όπου Αi , i = 1,2,3 , τρεις αυθαίρετες σταθερές το µέγεθος των οποίων µπορεί να 

προσδιοριστεί µε τη βοήθεια τριών αρχικών συνθηκών.  
 



Όπως θυµόµαστε, η χαρακτηριστική εξίσωση θα έχει διακριτές ρίζες στην 
περίπτωση που ισχύει ότι D >,< 0. Αντιθέτως στην περίπτωση που D = 0 η χαρακτη-
ριστική εξίσωση θα έχει τουλάχιστον δύο ίσες ρίζες, κάτι που αφενός µας οδηγεί στο 
συµπέρασµα ότι C(t) = 0 και αφετέρου ότι η συµπληρωµατική λύση δεν µπορεί να 
είναι της µορφής (5.28.1). Στη συνέχεια της ανάλυσής µας θα προσδιορίσουµε τη 
συγκεκριµένη µορφή της συµπληρωµατικής λύσης της εξίσωσης διαφορών (5.8) 
βάσει του µεγέθους της διακρίνουσας D, ξεκινώντας από την περίπτωση που αυτή 
είναι θετική. 

 
 

1η Περίπτωση: D < 0 
 
Σ’ αυτήν την περίπτωση η χαρακτηριστική εξίσωση έχει τρεις πραγµατικές και 

διακριτές ρίζες οι οποίες έχουν ως ακολούθως12: 
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Αντικαθιστώντας τις παραπάνω σχέσεις στη σχέση (5.28.1), παίρνουµε τη µορφή 

της συµπληρωµατικής λύσης για D < 0 η οποία και έχει ως ακολούθως: 
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2η Περίπτωση: D > 0 
 
Σ’ αυτήν την περίπτωση η χαρακτηριστική εξίσωση έχει µία πραγµατική και δύο 

συζυγείς µιγαδικές ρίζες, οι οποίες και παρουσιάζονται µέσω των σχέσεων (5.13.1) ~ 
(5.13.3). ∆εδοµένου ότι λ1 ≠ λ2 ≠ λ3, η συµπληρωµατική λύση µπορεί να εξαχθεί από 
τη σχέση (5.28.1). Πιο συγκεκριµένα αντικαθιστώντας τις χαρακτηριστικές ρίζες 
(5.13.1) ~ (5.13.3) στη σχέση (5.28.1) προκύπτει ότι: 
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12 Βλέπε σχετικά Spiegel M.R. (1976), «Μαθηµατικό Τυπολόγιο», σελ. 32, McGraw – Hill, New York, 
ΕΣΠΙ, Αθήνα   



ή ισοδύναµα 
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Από το θεώρηµα De Moivre γνωρίζουµε ότι: 
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13 Να σηµειωθεί εδώ ότι στην περίπτωση που Rae = 1, η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος θα χαρα-
κτηρίζεται από σταθερού εύρους ταλαντώσεις γύρω από τη βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του. 
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Αντικαθιστώντας τη σχέση (5.32) στη σχέση (5.31.2) παίρνουµε: 
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Η σχέση (5.35) περιγράφει τη συµπληρωµατική λύση της µη οµογενούς εξίσω-

σης διαφορών (5.8) στην περίπτωση που D > 0. 
 
  

3η Περίπτωση: D = 0 
 
Στην περίπτωση που η διακρίνουσα D είναι ίση µε το µηδέν η χαρακτηριστική 

εξίσωση θα έχει, όπως έχουµε ήδη αναφέρει, τρεις πραγµατικές ρίζες εκ των οποίων 
τουλάχιστον δύο θα είναι ίσες. Οι ρίζες όπως αυτές προκύπτουν από τις σχέσεις 
(5.13.1) ~ (5.13.3) για D = 0, και δεδοµένου ότι για τη συγκεκριµένη τιµή της διακρί-
νουσας D ισχύει ότι 3 P  T  S == και ως εκ τούτου 0  T  S & P 2  T  S 3 =−=+ ,  έχουν ως 
ακολούθως:  
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Το γεγονός ότι λ2 = λ3 µας οδηγεί βάσει της σχέσης (5.26.1) στο συµπέρασµα ότι 

η ορίζουσα Casorati θα είναι ίση µε το µηδέν, κάτι που σηµαίνει ότι η συµπληρωµα-
τική λύση της µη οµογενούς εξίσωσης διαφορών (5.8) δεν µπορεί να είναι της µορφής 
(5.28.1), καθώς οι συναρτήσεις (5.24.1) ~ (5.24.3) δεν είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. 
Αν ωστόσο υποθέσουµε ότι λ1 ≠ λ2 & λ3 , τότε οι συναρτήσεις: 
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αποδεικνύεται ότι συνιστούν ένα θεµελιώδες σύνολο λύσεων της οµογενούς εξίσω-
σης διαφορών (5.9), καθώς γι’ αυτές ισχύει ότι: 
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Στην περίπτωση λοιπόν που ισχύει ότι D = 0 και λ1 ≠ λ2 = λ3 , η συµπληρωµατική 
λύση της µη οµογενούς εξίσωσης διαφορών (5.8) έχει την ακόλουθη µορφή: 
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Ένα ερώτηµα που ανακύπτει ωστόσο σ’ αυτό το σηµείο έχει να κάνει µε τη 

µορφή της συµπληρωµατικής λύσης στην περίπτωση που η χαρακτηριστική εξίσωση 
έχει τρεις πραγµατικές και ίσες ρίζες. Από τις σχέσεις (5.36.1) και (5.36.2) εύκολα 
προκύπτει ότι λ1 = λ2 = λ3 µόνο εφόσον P = 0, ενώ το µέγεθος των τριών ίσων ριζών 
ισούται µε: 
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 Με άλλα λόγια για D = 0 & P = 0, η συµπληρωµατική λύση δεν αποτελεί το 

γραµµικό συνδυασµό των συναρτήσεων (5.37.1) ~ (5.37.3) αλλά των παρακάτω 
συναρτήσεων: 
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Και αυτό διότι η ορίζουσα Casorati, όπως αυτή προκύπτει από την αντικατάσταση 
των τριών παραπάνω σχέσεων στη σχέση (5.25), έχει ως ακολούθως: 
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Στην περίπτωση λοιπόν που D = 0 & P = 0, η συµπληρωµατική λύση θα έχει την 

ακόλουθη µορφή: 
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Στον πίνακα που ακολουθεί παρουσιάζουµε συνοπτικά τις µορφές της 

συµπληρωµατικής λύσης της µη οµογενούς εξίσωσης διαφορών (5.8), όπως αυτή 
προσδιορίζεται βάσει του προσήµου της διακρίνουσας D. 



Πίνακας 5.1: Μορφές της συµπληρωµατικής λύσης βάσει του προσήµου της δια-
κρίνουσας D 
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Παρατήρηση: Οι σταθερές Αi, i = 1, …. ,5, µπορούν να προσδιορισθούν µε τη βοήθεια τριών αρχικών 
συνθηκών 

  
 
5.1.2   Προσδιορισµός της µερικής λύσης υπό καθεστώς αναθεωρούµενων προ-

σδοκιών 
 
Έχοντας ολοκληρώσει τη διερεύνηση της µορφής της συµπληρωµατικής λύσης, 

θα στραφούµε τώρα στον προσδιορισµό µίας µερικής λύσης της εξίσωσης διαφορών 
(5.8), το µέγεθος της οποίας αποτελεί όπως έχουµε ήδη αναφέρει την τιµή ισορροπίας 
του εισοδήµατος. 

Η µορφή της συνάρτησης που θα µπορούσαµε να δοκιµάσουµε ως µερική λύση 
εξαρτάται από τη συγκεκριµένη µορφή της συνάρτησης g(t). ∆εδοµένου ότι: 
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ως µερική λύση της (5.8) θα µπορούσαµε να δοκιµάσουµε την ανάλογης µορφής 
συνάρτηση: 
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Από την παραπάνω συνάρτηση εύκολα προκύπτει ότι: 
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Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.45) ~ (5.45.3) στη σχέση (5.8) και επιλύοντας ως 

προς τις σταθερές Β0 και Β1 βρίσκουµε ότι: 
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Αντικαθιστώντας τις τιµές των σταθερών Β0 και Β1 που µόλις προσδιορίσαµε στη 

(5.45), παίρνουµε το µέγεθος του εισοδήµατος ισορροπίας το οποίο και έχει ως 
ακολούθως: 
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Το ερώτηµα το οποίο ανακύπτει στο σηµείο αυτό έχει να κάνει µε τις προϋπο-
θέσεις κάτω από τις οποίες το εισόδηµα ισορροπίας, όπως αυτό περιγράφεται από τη 
σχέση (5.47), θα αποτελεί ένα θετικό µέγεθος. 

Εφόσον b0 > 0 , 1 – c1 ∈ ( 0,1 ) , φ > 0 , 0 < γ < 1 , M0 > 0 , 0 < m < 1 , b2 < 0 και    
d2 < 0, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι: 
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Με άλλα λόγια το πρόσηµο του εισοδήµατος ισορροπίας θα εξαρτάται, σε µεγάλο 
βαθµό, από το πρόσηµο του ακόλουθου όρου: 
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Το παραπάνω µέγεθος αποτελεί ένα πολυώνυµο τρίτου βαθµού ως προς m~  και 
έχει τις ίδιες ακριβώς ρίζες µε εκείνες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου: 
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Ως εκ τούτου το πρόσηµο του πολυωνύµου ( )m~P1 , και κατ’επέκταση του εισοδήµατος 
ισορροπίας, θα µπορούσε να διερευνηθεί βάσει του πρόσηµου της διακρίνουσας D, 
διακρίνοντας µεταξύ των ακόλουθων περιπτώσεων: 
 
1η Περίπτωση: D < 0  
 

Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, στην περίπτωση που D < 0 το πολυώνυµο ( )m~P1  θα 
έχει τρεις πραγµατικές και διακριτές ρίζες, οι οποίες δίνονται από τις σχέσεις (5.49.1) 
~ (5.49.3). Στο γράφηµα ∆ – 5.3 παρουσιάζεται η εναλλαγή προσήµου του πολυωνύ-
µου ( )m~P1  βάσει της ακόλουθης σχέσης14:  
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περιγράφονται από τις σχέσεις (5.29.1) ~ (5.29.3) 

 
Όπως προκύπτει από τον παραπάνω πίνακα το πολυώνυµο ( )m~P1 , και συνεπώς το 

εισόδηµα ισορροπίας ae
tY~ ,  είναι θετικά ορισµένο στο διάστηµα ( ) ( )2,m~  m~,m~ 132 ∪ . 

Στην περίπτωση τώρα που ( ) ( )132 m~,m~  m~1,  m~ ∪∈  θα ισχύει ότι ( )m~P1  < 0 και ως εκ 
τούτου το εισόδηµα ισορροπίας θα συνιστά ένα θετικό µέγεθος εφόσον ισχύει η 
ακόλουθη σχέση: 
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14 Η συγκεκριµένη σχέση θεµελιώνεται στο παράρτηµα Β 



 
 

∆ – 5.3 
 

 
 

2η Περίπτωση: D > 0  
 

Όταν η διακρίνουσα D συνιστά ένα θετικό µέγεθος, το πολυώνυµο ( )m~P1  έχει 
µία πραγµατική και δύο συζυγείς µιγαδικές ρίζες οι οποίες και περιγράφονται από τις 
σχέσεις (5.13.1) ~ (5.13.3). Με άλλα λόγια στην περίπτωση που ( )ae

2
ae
1 v,v  v∈  το 

πολυώνυµο ( )m~P1  παίρνει την ακόλουθη µορφή:  
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Ο ευρισκόµενος στην πρώτη αγκύλη όρος, δηλαδή το µέγεθος: 
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αποτελεί ένα πολυώνυµο δευτέρου βαθµού ως προς m~  και είναι θετικά ορισµένος. 
Αυτό αποδεικνύεται από το γεγονός ότι η διακρίνουσά του, η οποία περιγράφεται από 
την ακόλουθη σχέση: 
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συνιστά εµφανώς ένα αρνητικό µέγεθος, οπότε το πρόσηµο του τριωνύµου συµπίπτει 
µε το πρόσηµο του συντελεστή (+1) του όρου 2m~ .  

Γίνεται λοιπόν φανερό ότι το πρόσηµο του πολυωνύµου ( )m~P2  εξαρτάται από το 
πρόσηµο του ακόλουθου όρου: 

 
( ) )5.55  (          3a  T  S  m~ 2−+−  

 
Εξισώνοντας τον όρο αυτό µε το µηδέν και επιλύοντας ως προς m~  προκύπτει: 
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Υποθέτοντας ότι η σχέση (5.56) περιγράφει ένα θετικό µέγεθος15, ο περιγρα-

φόµενος µέσω της σχέσης (5.55) όρος, και κατά συνέπεια το εισόδηµα ισορροπίας, θα 
είναι θετικά ορισµένος εφόσον ισχύει ότι: 

 
) 5.57.1 (          3a  T  S  m~ 2−+>  

 
Στην περίπτωση που έναντι της (5.57.1) ισχύει η ακόλουθη ανισότητα: 
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το εισόδηµα ισορροπίας [όπως αυτό περιγράφεται από τη σχέση (5.47)] θα συνιστά 
ένα θετικό µέγεθος µόνο εφόσον ικανοποιείται η σχέση (5.52). 

                                                 
15 Το πρόσηµο της περιγραφόµενης µέσω της σχέσης (5.56) ρίζας m~ διερευνάται στα πλαίσια του 

παραρτήµατος Γ  



3η Περίπτωση: D = 0  
 

Σ’ αυτήν την περίπτωση όπου η διακρίνουσα D ισούται µε το µηδέν, µπορούµε 
να διακρίνουµε µεταξύ δύο υποπεριπτώσεων. Στα πλαίσια της πρώτης θα έχουµε ότι 
D = 0 & P ≠ 0 και το πολυώνυµο ( )m~P1  θα έχει τρεις πραγµατικές ρίζες οι οποίες και 
παρουσιάζονται µέσω των σχέσεων (5.36.1) και (5.36.2). Ως εκ τούτου το πολυώνυµο 
( )m~P1  παίρνει την ακόλουθη µορφή: 
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Από την παραπάνω σχέση εύκολα προκύπτει ότι το πολυώνυµο ( )m~P3 , και κατά 

συνέπεια και το εισόδηµα ισορροπίας, θα είναι θετικά ορισµένο εφόσον ικανοποιείται 
η ακόλουθη ανισότητα: 
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Εάν δεν ικανοποιείται η παραπάνω ανισότητα, εάν δηλαδή έχουµε ότι ( )m~P3  < 0, το 
εισόδηµα ισορροπίας θα είναι θετικά ορισµένο µόνο εφόσον ικανοποιείται η ανισό-
τητα (5.52). 

Στην δεύτερη υποπερίπτωση, στα πλαίσια της οποίας ισχύει ότι P = Q = 0, το 
πολυώνυµο ( )m~P1  έχει τρεις πραγµατικές και ίσες ρίζες οι οποίες και παρουσιάζονται 
µέσω της σχέσης (5.40). Έτσι το πολυώνυµο ( )m~P1  παίρνει την ακόλουθη µορφή: 
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Από την παραπάνω σχέση γίνεται φανερό ότι στην περίπτωση που P = Q = 0, το 

πολυώνυµο ( )m~P4  θα είναι θετικά ορισµένο εφόσον ισχύει ότι: 
 

) 5.61 (          3a   m~ 2−>  
 

Στην περίπτωση που δεν ισχύει η παραπάνω σχέση, το εισόδηµα ισορροπίας θα 
αποτελεί ένα θετικό µέγεθος εφόσον ικανοποιείται η ανισότητα (5.52). 

 
 

5.1.3    Συνθήκες ευστάθειας και προσδιορισµός της γενικής λύσης υπό καθεστώς 
αναθεωρούµενων προσδοκιών  

 
Έχοντας διερευνήσει τις προϋποθέσεις υπό τις οποίες το εισόδηµα ισορροπίας 

αποτελεί ένα θετικό µέγεθος, στη συνέχεια της ανάλυσής µας θα επιστρέψουµε στον 
προσδιορισµό της γενικής λύσης της µη οµογενούς εξίσωσης διαφορών µε σταθερούς 
συντελεστές (5.8) και θα διερευνήσουµε την ευστάθειας αυτής. Θα δούµε δηλαδή τις 
συνθήκες που θα πρέπει να ικανοποιούν οι συντελεστές ai , i = 0,1,2 , της χαρακτη-
ριστικής εξίσωσης, προκειµένου το εισόδηµα να συγκλίνει προς τη βραχυχρόνια τιµή 
ισορροπίας του ae

tY~ . 



Όπως έχουµε ήδη αναφέρει η γενική λύση (Υt) της µη οµογενούς εξίσωσης δια-
φορών (5.8) δίνεται από τη σχέση (5.10) και αποτελεί το άθροισµα µίας µερικής της 
λύσης ( ae

tY~ ) µε τη συµπληρωµατική λύση ( c
tY ) της ίδιας εξίσωσης διαφορών. ∆εδο-

µένου ότι η µορφή της συµπληρωµατικής λύσης της εξίσωσης διαφορών (5.8) είναι 
διαφορετική ανάλογα µε το πρόσηµο της διακρίνουσας D, διαφορετική θα είναι και η 
µορφή της γενικής λύσης της συγκεκριµένης εξίσωσης διαφορών. Με τη βοήθεια των 
δεδοµένων του πίνακα 5.1, και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (5.10) και (5.47), 
δηµιουργήσαµε τον πίνακα 5.2 στον οποίο και παρουσιάζονται οι µορφές της γενικής 
λύσης της βασικής εξίσωσης διαφορών του υποδείγµατος, όταν οι προσδοκίες 
διαµορφώνονται σύµφωνα µε το µηχανισµό των αναθεωρούµενων προσδοκιών.      

 
 

Πίνακας 5.2: Μορφές της γενικής λύσης της µη οµογενούς εξίσωσης διαφορών 
(5.8) σύµφωνα µε το πρόσηµο της διακρίνουσας D 
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Παρατήρηση: Οι σταθερές Αi, i = 1, …. ,5 , µπορούν να προσδιορισθούν µε τη βοήθεια τριών αρχικών 
συνθηκών 

 
 

Ένα σηµαντικό ζήτηµα που ανακύπτει στο σηµείο αυτό έχει να κάνει µε την 
ευστάθεια της γενικής λύσης Υt. H Yt θα συνιστά µία ασυµπτωτικά ευσταθή λύση 
εφόσον ικανοποιείται η ακόλουθη σχέση16: 
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Με άλλα λόγια η γενική λύση της µη οµογενούς εξίσωσης διαφορών (5.8) θα είναι 
ασυµπτωτικά ευσταθής εφόσον ικανοποιείται η ακόλουθη σχέση: 
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          ( 5.63 ) 

 
Η παραπάνω σχέση θα ικανοποιείται οπωσδήποτε εάν οι χαρακτηριστικές ρίζες  

λi , i = 1 , 2 , 3 , κινούνται όλες στο διάστηµα ( –1,1 ), εάν δηλαδή ισχύει ότι: 

                                                 
16 Υπενθυµίζουµε ότι το εισόδηµα ισορροπίας, όπως αυτό δίνεται από τη σχέση (5.47), συνιστά µία 

συνάρτηση του χρόνου η οποία τείνει στο + ∞ καθώς t → + ∞.  



 
–1 < λi < 1      ,      i = 1 , 2 , 3          ( 5.64 ) 

 
Επειδή η ανάλυση που θα πρέπει να πραγµατοποιηθεί προκειµένου να αποδειχθεί 

η ισχύς της σχέσης (5.64), για κάθε µία από τις περιπτώσεις που οδηγούµαστε βάσει 
του προσήµου της διακρίνουσας D, είναι αρκετά πολύπλοκη, θα χρησιµοποιήσουµε 
το κατά Routh θεώρηµα ευστάθειας το οποίο µας δίνει ένα σύνολο ικανών και αναγ-
καίων συνθηκών που θα πρέπει να ικανοποιούν οι συντελεστές ai , i = 0 , 1 , 2 , της 
χαρακτηριστικής εξίσωσης (5.12), προκειµένου οι χαρακτηριστικές ρίζες να 
εντοπίζονται όλες εντός του µοναδιαίου κύκλου (unit circle). 

Πιο συγκεκριµένα πραγµατοποιώντας τον ακόλουθο µετασχηµατισµό 
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,ο οποίος αντιστοιχίζει το εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου στο αριστερό µισό του 
µιγαδικού επιπέδου, και αντικαθιστώντας στη χαρακτηριστική εξίσωση προκύπτει, 
µία εξίσωση τρίτου βαθµού ως προς z. Αναλυτικότερα θα έχουµε:  
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) 5.66 (

 

         
 
Σύµφωνα µε το κατά Routh θεώρηµα (Routh theorem) ευστάθειας, όλες οι ρίζες 

της εξίσωσης (5.66) θα έχουν αρνητικό πραγµατικό µέρος, και κατά συνέπεια οι 
χαρακτηριστικές ρίζες λi , i = 1 , 2 , 3 , θα εντοπίζονται εντός του µοναδιαίου κύκλου, 
εφόσον ισχύει το ακόλουθο σύστηµα ανισοτήτων: 
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Αντικαθιστώντας τις τιµές των σταθερών συντελεστών ae
jβ , j = 0 , 1 , 2 , 3 , και 

υπολογίζοντας τις ορίζουσες ae
iO , i = 1 , 2 , 3 , το παραπάνω σύστηµα ανισοτήτων 

παίρνει την ακόλουθη µορφή17: 
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17 Για τον προσδιορισµό των οριζουσών χρησιµοποιήθηκε το πρόγραµµα Η/Υ Mathematica 4 
18 Το γεγονός ότι a0 , a2 < 0 & a1 > 0 µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι a0 – a1 + a2 – 1 < 0, κάτι που 
σηµαίνει ότι η τέταρτη ανισότητα θα ικανοποιείται εφόσον 0  1 aaa a 120

2
0 <−+−  



Το σύστηµα (Σ – 5.3) περιλαµβάνει τις κατά Routh ικανές και αναγκαίες συν-
θήκες ευστάθειας του υποδείγµατός µας. Η ικανοποίηση των τριών αυτών συνθηκών 
εγγυάται την ασυµπτωτική ευστάθεια της γενικής λύσης της µη οµογενούς εξίσωσης 
διαφορών (5.8). Εγγυάται δηλαδή ότι το εισόδηµα θα συγκλίνει προς την τιµή ισορ-
ροπίας του.   

Ας δούµε τώρα υπό ποιες προϋποθέσεις ικανοποιούνται οι συνθήκες ευστάθειας 
του υποδείγµατός µας, µετά από την αντικατάσταση σ’ αυτές των σταθερών συντελε-
στών ai , i = 1,2,3 , το µέγεθος των οποίων δίνεται από τις παρακάτω σχέσεις:  
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Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.68.1) ~ (5.68.3) στην ανισότητα (5.67.1) προκύ-

πτει: 
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Η παραπάνω σχέση ικανοποιείται για κάθε 0 < h < 1 και u > 0, καθώς αφενός 

από τη σχέση (5.22) έχουµε ότι u – 1 > 0 και αφετέρου ισχύει ότι 0 < 1 – h < 1. Έτσι 
οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι οι συντελεστές ai ικανοποιούν την πρώτη συνθήκη 
ευστάθειας του υποδείγµατος. 

Από την αντικατάσταση των σχέσεων (5.68.1)~(5.68.3) στην ανισότητα (5.67.2) 
προκύπτει ότι η δεύτερη συνθήκη ευστάθειας θα ικανοποιείται εφόσον ισχύει ότι: 
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∆ – 5.4 
 
 
Στο διάγραµµα ∆ – 5.4 και µέσω της επιφάνειας s

1aeV  παρουσιάζεται γραφικά η 
ακόλουθη συνάρτηση19: 
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Η επιφάνεια s

1aeV  αποτελεί τον γεωµετρικό τόπο των σηµείων (h,u,v) για τα 
οποία ικανοποιείται η σχέση (5.71). Για σηµεία του χώρου των τριών διαστάσεων τα 
οποία εντοπίζονται κάτω από την επιφάνεια s

1aeV , όπως το S1, έχουµε ικανοποίηση 
της ανισότητας (5.70.1). Με άλλα λόγια, το εισόδηµα θα συγκλίνει προς τη βραχυ-
χρόνια τιµή ισορροπίας του για όλα εκείνα τα σηµεία του χώρου των τριών διαστά-
σεων τα οποία εντοπίζονται κάτω από την επιφάνεια s

1aeV . Αντιθέτως σηµεία όπως το 
                                                 
19 Το διάγραµµα ∆–5.4 έχει παραχθεί για h ∈ (0.001,0.999), u ∈ (1,40) & v ∈ (0,260). Όπως διαπιστώ-
νουµε, η επιφάνεια περιλαµβάνει συνδυασµούς (h,u) για τους οποίους έχουµε ότι v > 0. Και αυτό 

διότι µε µία µικρή αναδιάταξη των όρων της σχέσεως (5.71) παίρνουµε: 
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Α1 τα οποία εντοπίζονται πάνω από την επιφάνεια s
1aeV , περιγράφουν συνδυασµούς 

(h,u,v) για τους οποίους επιτυγχάνεται απόκλιση του εισοδήµατος από την τιµή 
ισορροπίας του. Για τους οποίους δηλαδή ικανοποιείται η ακόλουθη ανισότητα: 
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Προκειµένου να διερευνηθεί η ικανοποίηση της τρίτης συνθήκης ευστάθειας, 

όπως αυτή περιγράφεται από την ανισότητα (5.67.3), θα αντικαταστήσουµε τις 
σχέσεις (5.68.1) ~ (5.68.3) στη σχέση (5.67.3). Από την αντικατάσταση αυτή 
παίρνουµε:  
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Το αριστερό µέλος της παραπάνω ανισότητας αποτελεί ένα πολυώνυµο δευτέρου 

βαθµού ως προς v. Με άλλα λόγια η ανισότητα (5.72) θα ικανοποιείται εφόσον ισχύει 
ότι ( ) ( )+∞∪∈ ,v  v0,  v s

ae,3
s
ae,2 , όπου s

ae,3
s
ae,2  v, v οι ρίζες της ακόλουθης εξίσωσης: 
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Ως πρώτο βήµα για τον προσδιορισµό του µεγέθους των δύο ριζών v4 και v5, θα 

υπολογίσουµε τη διακρίνουσα της παραπάνω εξίσωσης η οποία ισούται µε: 
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Το γεγονός ότι ∆3 > 0 µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι οι ρίζες s

ae,3
s
ae,2  v& v  της 

εξίσωσης (5.73) θα είναι πραγµατικές και διακριτές και το µέγεθός τους θα ισούται 
µε20:  
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∆εδοµένου ότι h(1–h)>0, η ανισότητα (5.72), και κατά συνέπεια η τρίτη συνθήκη 

ευστάθειας, θα ικανοποιείται εφόσον ισχύει ότι ( ) ( )+∞∪∈ ,v  v0,  v s
ae,3

s
ae,2 . Στο διάγραµ-

µα ∆ – 5.5 που ακολουθεί παρουσιάζονται γραφικά οι συναρτήσεις (5.75.1) και 

                                                 
20 Η ρίζα s

ae,3v  είναι θετική καθώς ο αριθµητής του κλάσµατος ισούται µε u – h = (u – 1) + (1 – h) > 0 



(5.75.2) µέσω των επιφανειών s
3ae

s
2ae V και V  αντιστοίχως21. Με άλλα λόγια οι επιφά-

νειες s
3ae

s
2ae V και V  αποτελούν τον γεωµετρικό τόπο των συνδυασµών (h,u,v) για τις 

οποίες ικανοποιούνται οι σχέσεις (5.75.1) και (5.75.2) αντιστοίχως. Η τρίτη συνθήκη 
ευστάθειας ικανοποιείται για εκείνα τα σηµεία του τρισδιάστατου χώρου τα οποία 
εντοπίζονται είτε κάτω από την επιφάνεια s

2aeV  (όπως το σηµείο S2), είτε πάνω από 
την επιφάνεια s

3aeV  (όπως το σηµείο S3). Αντιθέτως για σηµεία του τρισδιάστατου 
χώρου τα οποία εντοπίζονται µεταξύ των δύο επιφανειών, δεν ικανοποιείται η τρίτη 
συνθήκη ευστάθειας. Με άλλα λόγια το εισόδηµα δεν θα συγκλίνει προς την τιµή 
ισορροπίας του για σηµεία όπως το Α2.   

 
 

 
 

∆ – 5.5 
 
 
Για ποια όµως σηµεία του χώρου των τριών διαστάσεων ικανοποιούνται οι 

συνθήκες ευστάθειας του υποδείγµατος, όπως αυτές ορίζονται από τις ανισότητες 
(5.67.2) και (5.67.3); ∆εδοµένου ότι και οι δύο αυτές συνθήκες ευστάθειας θα 
ικανοποιούνται για εκείνα τα σηµεία τα οποία εντοπίζονται κάτω από τις επιφάνειες 

s
2ae

s
1ae V και V , αρκεί να δείξουµε ότι η µία καµπύλη βρίσκεται πάνω από την άλλη για 

κάθε h ∈ ( 0,1 ) και u > 0. Με άλλα λόγια αρκεί να δείξουµε την ισχύ µίας εκ των 
παρακάτω σχέσεων: 
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όπου s

ae,3
s
ae,2

s
ae,1  v,  v, v  : οι τιµές των επιταχυντών όπως αυτές περιγράφονται από τις 

σχέσεις (5.71), (5.75.1) και (5.75.2) αντιστοίχως. 
 
Στην περίπτωση που ισχύει η σχέση (5.76.1), τα σηµεία που θα ικανοποιούν όλες 

τις συνθήκες ευστάθειας, και για τα οποία θα επιτυγχάνεται σύγκλιση του εισοδή-

                                                 
21 Στο εν λόγω γράφηµα η επιφάνεια s

2aeV  εµφανίζεται κάτω από την επιφάνεια s
3aeV  καθώς η ρίζα 

s
ae,2v , όπως αυτή περιγράφεται από τη σχέση (5.75.1), είναι µικρότερη από τη ρίζα s

ae,3v . Η 

απόδειξη της ανισότητας s
ae,3

s
ae,2  v v <  πραγµατοποιείται στα πλαίσια του παραρτήµατος ∆. 



µατος προς την τιµή ισορροπίας του έπειτα από µία διατάραξη, είναι εκείνα τα οποία 
θα εντοπίζονται κάτω από την επιφάνεια s

1aeV . Εάν αντιθέτως ισχύει η σχέση 
(5.76.2), τότε οι συνθήκες ευστάθειας θα ικανοποιούνται για εκείνα τα σηµεία τα 
οποία εντοπίζονται κάτω από την επιφάνεια s

2aeV . 
Προκειµένου να διαπιστώσουµε ποια από τις σχέσεις (5.76.1) και (5.76.2) είναι 

εκείνη που ισχύει, θα προσδιορίσουµε το πρόσηµο των διαφορών  και v v s
ae,3

s
ae,1 −  

s
ae,2

s
ae,1  v v − . Πιο συγκεκριµένα έχουµε ότι: 
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Από τις σχέσεις (5.77.1) & (5.77.2) προκύπτει αντιστοίχως ότι  και v v s
ae,3

s
ae,1 <  

s
ae,1

s
ae,2  v v <  κάτι που σηµαίνει ότι ισχύει η σχέση (5.76.2). Με άλλα λόγια οδηγού-

µαστε στο συµπέρασµα ότι τα σηµεία του τρισδιάστατου χώρου για τα οποία 
ικανοποιούνται οι συνθήκες ευστάθειας, είναι εκείνα τα οποία εντοπίζονται κάτω 
από την επιφάνεια s

2aeV . 
 
 

5.1.4 Η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος  
 
Έχοντας διερευνήσει τις συνθήκες ευστάθειας, στη συνέχεια της ανάλυσής µας 

και µε τη βοήθεια του γραφήµατος ∆ – 5.6, θα προσδιορίσουµε εκείνες τις τιµές των 
παραµέτρων c1, φ και v για τις οποίες διαφοροποιείται η διαχρονική πορεία του εισο-
δήµατος, καθώς αυτό συγκλίνει ή αποκλίνει από την βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας 
του. 

 

 
 

∆ – 5.6 
 
 

Στο παραπάνω γράφηµα και µέσω των επιφανειών s
2ae

ae
2

ae
1 V και V , V  απεικονί-

ζονται οι σχέσεις (5.23.1), (5.23.2) και (5.75.1) ως συναρτήσεις όχι της παραµέτρου u 
αλλά των συντελεστών φ = b2d1/d2 > 0 και c1 ∈ ( 0,1 ). Με άλλα λόγια µέσω των 
επιφανειών s

2ae
ae
2

ae
1 V&  V , V , οι οποίες είναι ταυτόσηµες µε τις επιφάνειες που 

παρουσιάσαµε µέσω των γραφηµάτων ∆ – 5.2 & ∆ – 5.5, απεικονίζονται αντιστοίχως 
οι παρακάτω σχέσεις22: 
                                                 
22 Βάσει των σχέσεων αυτών προκύπτει ότι ( ) s

ae,2
ae
1

2
 v  vu   1uu u 1uu <⇒<−−⇒<−−  & 

( ) ae
2

s
ae,2

2
 v  v 1uu u  1uu u <⇒−+<⇒−+< . Το γεγονός ότι ae

2
s
ae,2

ae
1  v  v v <<  σηµαίνει ότι 

η επιφάνεια s
2aeV  θα εντοπίζεται µεταξύ των επιφανειών ae

2
ae

1 V και V  ∀ 0 < c1 < 1 & φ > 0. 
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Σηµεία του τρισδιάστατου χώρου τα οποία εντοπίζονται κάτω και από τις τρεις 

επιφάνειες, όπως το Ε0, περιγράφουν συνδυασµούς (c1,φ,v) για τους οποίους το 
εισόδηµα θα συγκλίνει (καθώς βρίσκονται κάτω από την επιφάνεια s

2aeV ) µονοτονικά 
(καθώς βρίσκονται κάτω από την επιφάνεια ae

1V ) προς την τιµή ισορροπίας του 
( ae

tY~ ). Σηµεία όπως το Ε1 περιγράφουν εκείνους τους συνδυασµούς (c1,φ,v) για τους 
οποίους το εισόδηµα θα συγκλίνει (καθώς βρίσκονται κάτω από την επιφάνεια s

2aeV ) 
µέσω ταλαντώσεων (καθώς βρίσκονται µεταξύ των επιφανειών ae

2
ae

1 V & V ) προς τη 
βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του. Το εισόδηµα θα αποκλίνει από την τιµή ae

tY~  για 
εκείνα τα σηµεία του τρισδιάστατου χώρου τα οποία εντοπίζονται πάνω από την 
επιφάνεια s

2aeV . Ειδικότερα για σηµεία όπως το Ε2 (το οποίο εντοπίζεται όχι µόνο 
πάνω από την επιφάνεια s

2aeV  αλλά και µεταξύ των επιφανειών ae
2

ae
1 V και V ) η 

απόκλιση θα χαρακτηρίζεται από ταλαντώσεις, ενώ για σηµεία όπως το Ε3 (το οποίο 
εντοπίζεται πάνω και από τις τρεις επιφάνειες) η απόκλιση του εισοδήµατος θα είναι 
εκθετικής µορφής.    

 
 

5.1.5   Επηρεασµός του επιπέδου του εισοδήµατος ισορροπίας από µεταβολές των 
τιµών των σταθερών που το συνιστούν 

 
Στα πλαίσια του µηχανισµού των αναθεωρούµενων προσδοκιών το επίπεδο του 

εισοδήµατος ισορροπίας, όπως αυτό περιγράφεται από την ακόλουθη σχέση: 
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αποτελεί, όπως θυµόµαστε, µία συνάρτηση των τιµών των σταθερών b0 > 0, 0 < c1 < 1, 
b2 < 0 , d1 > 0 , d2 < 0 , 0 < m < 1 , 0 < γ < 1 , M0 > 0 και του χρόνου t ≥ 0. 



Προκειµένου να προσδιορίσουµε την επίπτωση της απειροελάχιστης µεταβολής 
της τιµής µιας εκ των παραπάνω σταθερών, µε δεδοµένες τις τιµές των υπολοίπων, 
επί του εισοδήµατος ισορροπίας, δεν έχουµε παρά να υπολογίσουµε τη µερική παρά-
γωγο (partial derivative) του εισοδήµατος ισορροπίας ( ae

tY~ ) ως προς τη συγκεκριµένη 
σταθερά.  

Στη συνέχεια της ανάλυσης µας θα προσδιορίσουµε τη σχέση που υπάρχει 
ανάµεσα στο µέγεθος του εισοδήµατος ισορροπίας και στο µέγεθος των σταθερών 
που το συνιστούν, ξεκινώντας από το προσδιορισµό του προσήµου της µερικής 
παραγώγου23 του ae

tY~  ως προς τη σταθερά των αυτόνοµων επενδύσεων.    
 
 

(α) Οι αυτόνοµες επενδύσεις  
 

Για να προσδιορίσουµε την επίπτωση µίας απειροελάχιστης µεταβολής µόνο των 
αυτόνοµων επενδύσεων (b0) πάνω στο επίπεδο του εισοδήµατος ισορροπίας, θα 
υπολογίσουµε την ακόλουθη µερική παράγωγο:  
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Από οικονοµικής απόψεως, η παραπάνω µερική παράγωγος αναµένεται να έχει 

θετικό πρόσηµο καθώς µία µόνιµη αύξηση (µείωση) των αυτόνοµων επενδύσεων θα 
προκαλέσει την αύξηση (µείωση) της συνολικής ζήτησης, οπότε µε δεδοµένη τη 
συνολική προσφορά θα έχουµε αύξηση (µείωση) του εισοδήµατος ισορροπίας. Το 
γεγονός ότι:  
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µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η µερική παράγωγος 0

ae
t bY~ ∂∂  πράγµατι παρου-

σιάζει το  αναµενόµενο  πρόσηµο. 
 
 
(β) Η οριακή ροπή προς κατανάλωση 

 
 Θετική σχέση αναµένεται να υπάρχει και µεταξύ του εισοδήµατος ισορροπίας 

( ae
tY~ ) και της οριακής ροπής προς κατανάλωση (c1), καθώς µία µόνιµη αύξηση (µείω-

ση) της τιµής αυτής της σταθεράς θα οδηγήσει σε αύξηση (µείωση) της συνολικής ζή-
τησης του προϊόντος, οπότε µε δεδοµένη τη συνολική προσφορά του προϊόντος θα 
έχουµε αύξηση (µείωση) του εισοδήµατος ισορροπίας. Με άλλα λόγια αναµένεται ότι: 
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Το µέγεθος της παραπάνω µερικής παραγώγου έχει ως ακολούθως: 
 

                                                 
23 Ο υπολογισµός των µερικών παραγώγων έγινε µε τη βοήθεια του προγράµµατος Η/Υ Mathematica 4 
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όπου m~ = 1 + m > 1 

 
Όπως εύκολα προκύπτει από την παραπάνω σχέση, η µερική παράγωγος 

1
ae
t cY~ ∂∂  θα παρουσιάζει το οικονοµικά αναµενόµενο πρόσηµο εφόσον ισχύει ότι: 
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∆εδοµένου ότι το µέγεθος )m~(P5  αποτελεί ένα πολυώνυµο δευτέρου βαθµού ως 

προς την παράµετρο m~ , θα µπορούσαµε να προσδιορίσουµε ένα διάστηµα τιµών της 
συγκεκριµένης παραµέτρου για το οποίο να ικανοποιείτε η σχέση (5.81). Προκει-
µένου να εξειδικεύσουµε αυτό το διάστηµα τιµών, θα εξισώσουµε το µέγεθος )m~(P5  
µε το µηδέν και θα βρούµε τις ρίζες τις ακόλουθης δευτεροβάθµιας εξίσωσης: 
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Η διακρίνουσα της παραπάνω εξίσωσης έχει ως ακολούθως: 
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Εφόσον η διακρίνουσα αποτελεί ένα θετικό µέγεθος, η εξίσωση (5.82) θα έχει 

δύο πραγµατικές και διακριτές ρίζες, οι οποίες και διαµορφώνουν ένα διάστηµα 
τιµών εκτός του οποίου το µέγεθος )m~(P5  είναι θετικό. Οι ρίζες τις εξίσωσης (5.82) 
έχουν ως ακολούθως: 
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Προκειµένου να παράγουµε τον πίνακα προσήµων του µεγέθους )m~(P5 θα πρέπει 

να γνωρίζουµε ποια ρίζα είναι µεγαλύτερη της άλλης. Υποθέτοντας ότι24 21 m~m~ <  
παίρνουµε τον ακόλουθο πίνακα προσήµων του πολυωνύµου )m~(P5 : 

                                                 
24 Όπως θα διαπιστώσουµε στη συνέχεια, τα συµπεράσµατά µας αναφορικά µε το πρόσηµο του µεγέ-
θους )m~(P5  είναι ανεξάρτητα από το εάν 2,1 m~m~ ><  καθώς η παράµετρος m~  είναι µεγαλύτερη της 
µονάδας και ως εκ τούτου µεγαλύτερη και από τις δύο αυτές ρίζες οι οποίες κυµαίνονται στο 
διάστηµα ( 0,1 ).  



 

 
 
 

Όπως προκύπτει από τον παραπάνω πίνακα προσήµων, το πολυώνυµο )m~(P5  
είναι αρνητικά ορισµένο στο διάστηµα ( )21 m~,m~ . ∆εδοµένου όµως ότι η παράµετρος 
m~  είναι µεγαλύτερη της µονάδας [καθώς ισχύει ότι m~ = 1 + m µε 0 < m < 1], µας 
ενδιαφέρει το πρόσηµο του πολυωνύµου )m~(P5 στο διάστηµα ( 1,+∞ ). Για το συγκε-
κριµένο ωστόσο διάστηµα τιµών ισχύει ότι )m~(P5 > 0 κάτι που µας οδηγεί, βάσει της 
σχέσης (5.80), στο συµπέρασµα ότι:  
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Με άλλα λόγια η µερική παράγωγος του εισοδήµατος ισορροπίας ως προς την οριακή 
ροπή προς κατανάλωση έχει το αναµενόµενο πρόσηµο. 

  
 

(γ) Ο συντελεστής b2 
 
Πριν διερευνήσουµε την επίπτωση που αναµένεται να έχει µια απειροελάχιστη 

µεταβολή της τιµής µόνο του συντελεστή b2 [ο οποίος µας δείχνει την ευαισθησία των 
επενδύσεων (Ιt) στην προσδοκώµενη µεταβολή του επιτοκίου ( e

t∆R )], θα διερευνή-
σουµε τις επιπτώσεις αυτής της µεταβολής πάνω στις επενδύσεις. 

Η συνάρτηση των επενδύσεων περιγράφεται, έπειτα από την αντικατάσταση σ’ 
αυτή της συνάρτησης της κατανάλωσης, από την ακόλουθη σχέση:  
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Πολλαπλασιάζοντας την παραπάνω σχέση µε 1 – γ και παίρνοντας µία χρονική 
υστέρηση προκύπτει ότι: 
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Αφαιρώντας κατά µέλη τις σχέσεις (5.84) και (5.85) παίρνουµε: 
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όπου 
 

( ) ( ) ( ) 3t12t11t11t0 Y vcγ1Y vcγ2 YvcI γ1γbH −−−− −+−−+−+=           ( 5.87 ) 
 
Ένα ερώτηµα που ανακύπτει στο σηµείο αυτό έχει να κάνει µε το πρόσηµο του 

µεγέθους Η. Προκειµένου να προσδιορίσουµε το πρόσηµο του εν λόγω µεγέθους θα 
αναδιατάξουµε τους όρους της σχέσης (5.87) ως ακολούθως: 
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Υποθέτοντας ότι η οικονοµία βρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας, από τη σχέση 

(5.47) προκύπτει: 
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κάτι που µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι Η > 0. 
Η σχέση (5.86) παρουσιάζεται διαγραµµατικά στο γράφηµα ∆ – 5.7 µέσω της 

καµπύλης Ι. Η κλίση της συγκεκριµένης καµπύλης δίνεται από την εφαπτοµένη της 
γωνίας ω)  και ισούται µε: 
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Όπως γίνεται φανερό από την παραπάνω σχέση, η κλίση της καµπύλης Ι επηρεά-
ζεται από µεταβολές των συντελεστών b2 και γ. Η θέση της εν λόγω καµπύλης 
επηρεάζεται από µεταβολές των συνιστωσών του µεγέθους Η, µεταξύ των οποίων 
είναι και ο συντελεστής προσαρµογής γ. 

   
 

 
 

∆ – 5.7 
 
 
Με τη βοήθεια του γραφήµατος ∆ – 5.8 που ακολουθεί θα διερευνήσουµε τις 

επιπτώσεις της µεταβολής της τιµής του συντελεστή b2 τόσο πάνω στην καµπύλη των 
επενδύσεων , Ι , όσο και στο ύψος αυτών. Πιο συγκεκριµένα θα υποθέσουµε ότι 
αρχικά, και µε δεδοµένες τις τιµές των γ , Ιt–1 , Yt–1 , Yt–2 , Yt–3 , v & c1, η συνάρτηση 
των επενδύσεων έχει την ακόλουθη µορφή:  
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Η παραπάνω σχέση παρουσιάζεται γραφικά µέσω της καµπύλης Ι1 η οποία τέµνει 
τους άξονες στα σηµεία ( 0, – Η/b21γ ) και ( Η,0 ) και η κλίση της οποίας ισούται µε 

γb   ωεφ 211 −=) . 
Ας υποθέσουµε τώρα ότι ο συντελεστής b2 µειώνεται από b21 σε b22 (ή ισοδύ-

ναµα ο συντελεστής b2 αυξάνεται κατ’ απόλυτη τιµή από 21b  σε 22b ). Η µείωση 
του συντελεστή b2 ( για παράδειγµα από – 1 σε – 2) έχει ως συνέπεια τη µείωση του 
µεγέθους γbH 2−  από γbH 21−  σε γbH 22− , ενώ αφήνει ανεπηρέαστο το µέγεθος 

( ) ( )2t1t
2

11t0 ∆Y γY∆vcI γ1 γb Η −−− ++−+= . Με άλλα λόγια η µείωση του συντε-



λεστή b2 έχει ως συνέπεια την αριστερόστροφη περιστροφή της καµπύλης  των 
επενδύσεων περί του σηµείου Η, από την αρχική θέση Ι1 στη νέα θέση Ι2. Η νέα αυτή 
καµπύλη των επενδύσεων αποτελεί τη γραφική απεικόνιση της ακόλουθης 
συνάρτησης επενδύσεων: 
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και η κλίση της, η οποία δίνεται από την εφαπτοµένη της γωνίας 2ω

) , είναι µεγαλύ-
τερη από εκείνη της καµπύλης Ι1 καθώς ισχύει ότι:  
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∆ – 5.8 
 

 
Επειδή η αύξηση της τιµής του συντελεστή b2 προκαλεί την περιστροφή της 

καµπύλης των επενδύσεων περί του σηµείου Η, η επίπτωση πάνω στο ύψος των επεν-
δύσεων θα εξαρτηθεί από το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας ∆Rt– 1 για 
την οποία εξασφαλίζεται ισορροπία στην αγορά χρήµατος και η οποία δίνεται, όπως 
θυµόµαστε, από την ακόλουθη σχέση: 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς 
είναι µάλλον απροσδιόριστο25. Βάσει λοιπόν του πρόσηµου της επιτοκιακής 
διαφοράς ∆Rt-1, µπορούµε να διακρίνουµε µεταξύ των ακόλουθων περιπτώσεων: 
 
 
1η Περίπτωση : ∆Rt-1 > 0 

 
Υποθέτοντας ότι το µέγεθος της επιτοκιακής διαφοράς είναι θετικό και ίσο µε 

∆R1, το αρχικό ύψος των επενδύσεων (όπως αυτό προκύπτει από το σηµείο Ε11 της 
αρχικής καµπύλης επενδύσεων Ι1 του γραφήµατος ∆ – 5.8) θα είναι ίσο µε Ι11. Μετά 
από τη µείωση της τιµής του συντελεστή b2, και τη συνακόλουθη περιστροφή της 
καµπύλης των επενδύσεων περί του σηµείου Η από τη θέση Ι1 στη θέση Ι2, το νέο και 
χαµηλότερο ύψος των επενδύσεων Ι12 προσδιορίζεται από το σηµείο Ε12. Η πτώση 
των επενδύσεων από Ι11 σε Ι12 θα προκαλέσει τη µείωση της συνολικής ζήτησης, και 
µε δεδοµένη τη συνολική προσφορά, θα οδηγήσει στην πτώση του εισοδήµατος ισορ-
ροπίας. 

Γίνεται λοιπόν φανερό ότι στην περίπτωση κατά την οποία η επιτοκιακή διαφορά 
∆Rt-1 (για την οποία επιτυγχάνεται ισορροπία στην αγορά χρήµατος) είναι θετική, µία 
µόνιµη µείωση της τιµής του συντελεστή b2 αναµένεται να οδηγήσει στην πτώση του 
επιπέδου του εισοδήµατος ισορροπίας. Η αναµενόµενη θετική αυτή σχέση µεταξύ του 
συντελεστή b2 και του εισοδήµατος ισορροπίας ae

tY~  µπορεί να παρουσιασθεί σε 
µαθηµατικούς όρους µέσω της ακόλουθης σχέσης: 
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2η Περίπτωση : ∆Rt-1 = 0 
 
Όπως προκύπτει και από το γράφηµα ∆ – 5.8, στην περίπτωση που η επιτοκιακή 

διαφορά για την οποία επιτυγχάνεται ισορροπία στην αγορά χρήµατος είναι ίση µε το 
µηδέν, στην περίπτωση δηλαδή κατά την οποία ισχύει ότι ∆Rt-1 = 0, το ύψος των 
επενδύσεων (όπως αυτό προσδιορίζεται από το σηµείο τοµής της καµπύλης Ι1 µε τον 
οριζόντιο άξονα, από το σηµείο δηλαδή Η) είναι ίσο µε ΟΗ. ∆εδοµένου ότι έπειτα 
από τη µείωση της τιµής της παραµέτρου b2 η καµπύλη των επενδύσεων περιστρέ-
φεται περί του σηµείου Η, το συγκεκριµένο σηµείο εξακολουθεί να προσδιορίζει το 
ύψος των επενδύσεων. Το ύψος δηλαδή των επενδύσεων παρέµεινε αµετάβλητο και 
ως επακόλουθο σταθερό παρέµεινε το ύψος τόσο της συνολικής ζήτησης όσο και του 
εισοδήµατος ισορροπίας. 

Όπως προκύπτει από την παραπάνω ανάλυση, στην περίπτωση που ισχύει ότι 
∆Rt-1 = 0, το εισόδηµα ισορροπίας δεν αναµένεται να επηρεασθεί από µεταβολές της 
τιµής της παραµέτρου b2. Η ανεξαρτησία αυτή µεταξύ ae

tY~  και b2 µπορεί να εκφρασ-
θεί σε µαθηµατικούς όρους µέσω της ακόλουθης σχέσης:  
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∂           ( 5.90.2 ) 

                                                 
25 Στα πλαίσια του έκτου παραρτήµατος προσδιορίζεται η επιτοκιακή διαφορά όταν η οικονοµία βρί-
σκεται σε κατάσταση ισορροπίας και αποδεικνύεται ότι το πρόσηµό της είναι απροσδιόριστο. 



3η Περίπτωση : ∆Rt-1 < 0 
 
Αν υποθέσουµε ότι η επιτοκιακή διαφορά είναι αρνητική και ίση µε ∆R2, η µετα-

τόπιση της καµπύλης των επενδύσεων από τη θέση Ι1 στη θέση Ι2 λόγω της µείωσης 
της τιµής του συντελεστή b2, θα έχει ως αποτέλεσµα την αύξηση των επενδύσεων από 
Ι31 σε Ι32 καθώς µετακινούµαστε από το σηµείο Ε31 στο σηµείο Ε32. Η αύξηση αυτή 
των επενδύσεων θα οδηγήσει στην αύξηση της συνολικής ζήτησης και µε δεδοµένη 
την συνολική προσφορά, αναµένεται αύξηση του εισοδήµατος ισορροπίας. Σε µαθη-
µατικούς όρους, η αναµενόµενη αρνητική σχέση µεταξύ του συντελεστή b2 και του 
εισοδήµατος ισορροπίας ae

tY~  στην περίπτωση κατά την οποία ισχύει ότι ∆Rt-1 < 0 
µπορεί να περιγραφεί µέσω της ακόλουθης σχέσης: 
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Η µερική παράγωγος του εισοδήµατος ισορροπίας ως προς το συντελεστή b2 

προσδιορίζεται µε τη βοήθεια της σχέσης (5.47), από την οποία και προκύπτει ότι: 
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Από την παραπάνω σχέση, και δεδοµένου ότι b0 > 0, 0 < c1 < 1, φ > 0, 0 < γ < 1, 
M0 > 0, 0 < m < 1, 1m1 m~ >+= , d1 > 0, d2 < 0, a0 < 0, a1 > 0 & a2 < 0, γίνεται εύκολα 
αντιληπτό ότι το πρόσηµο της µερικής παραγώγου του εισοδήµατος ισορροπίας ως 
προς το συντελεστή b2 είναι απροσδιόριστο, επιβεβαιώνοντας έτσι την θεωρητική 
ανάλυση που προηγήθηκε του προσδιορισµού της µερικής παραγώγου 2

ae
t bY~ ∂∂ .  

 



(δ) Ο συντελεστής d1 

 
Ας δούµε τώρα τη σχέση που υπάρχει ανάµεσα στο εισόδηµα ισορροπίας ( ae

tY~ ) 
και τον συντελεστή d1, ο οποίος µας δείχνει την ευαισθησία της συνολικής ζήτησης 
χρήµατος στις µεταβολές του εισοδήµατος. 

Η συνολική ζήτηση χρήµατος ( )d
tM  αποτελεί, όπως έχουµε ήδη αναφέρει, το 

άθροισµα της ζήτησης χρήµατος για συναλλακτικούς σκοπούς και σκοπούς προφύ-
λαξης ( )[ ]t

d
trM  και της ζήτησης χρήµατος για κερδοσκοπία ( )[ ]t

d
spΜ . Σε µαθηµατικούς 

όρους, η συνάρτηση που περιγράφει τη ζήτηση χρήµατος για συναλλακτικούς 
σκοπούς δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 

 
( ) 0d      ,      Yd M 1t1t

d
tr >=           ( 3.13 ) 

 
 

 
 
 

∆ – 5.9 
 
 

Η σχέση (3.13) περιγράφει την τρέχουσα ζήτηση χρήµατος για συναλλακτικούς 
σκοπούς ως µία θετική συνάρτηση του τρέχοντος εισοδήµατος και παρουσιάζεται 
γραφικά στο διάγραµµα ∆ – 5.9 µέσω της καµπύλης d

tr1
M . Η συγκεκριµένη καµπύλη 

διέρχεται από την αρχή των αξόνων, καθώς η αυτόνοµη ζήτηση χρήµατος για συναλ-
λακτικούς σκοπούς θεωρείται ίση µε το µηδέν, ενώ η εφαπτοµένη της γωνίας x)  
ισούται µε την τιµή της παραµέτρου d1. Ισχύει δηλαδή ότι : 

 
1d  xεφ =)           ( 5.92 ) 

 
Από την παραπάνω σχέση γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι µε δεδοµένη την τιµή 

του εισοδήµατος, µία αύξηση της τιµής του συντελεστή d1 θα οδηγήσει στην δεξιό-



στροφη περιστροφή της καµπύλης d
trM  από τη θέση d

tr1
M  στη θέση d

tr2
M , προκαλώ-

ντας έτσι την αύξηση της ζήτησης χρήµατος για συναλλακτικούς σκοπούς και σκοπούς 
προφύλαξης26, καθώς µετακινούµαστε από το αρχικό σηµείο Ε1 στο νέο σηµείο Ε2. 

Προκειµένου να διαπιστώσουµε κατά πόσο οι µεταβολές του συντελεστή d1 
επηρεάζουν αφενός τη ζήτηση χρήµατος για κερδοσκοπία και αφετέρου τη συνολική 
ζήτηση χρήµατος, θα εξειδικεύσουµε τη συνάρτηση της συνολικής ζήτησης χρήµατος 
και στη συνέχεια αφαιρώντας απ’ αυτήν τη σχέση (3.13) θα προσδιορίσουµε τη 
συνάρτηση της ζήτησης χρήµατος για κερδοσκοπία. 

Παίρνοντας µία χρονική υστέρηση από τη σχέση (3.6) και πολλαπλασιάζοντας µε  
1 – γ προκύπτει ότι: 
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Αφαιρώντας στη συνέχεια κατά µέλη τις σχέσεις (3.6) και (5.93) παίρνουµε: 
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Η αγορά χρήµατος θα βρίσκεται σε ισορροπία όταν ικανοποιείται η σχέση (3.4) 

από την οποία και προκύπτει ότι: 
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Από το συνδυασµό των σχέσεων (5.94) και (5.95) παίρνουµε την απαλλαγµένη 
από τις προσδοκίες συνάρτηση της συνολικής ζήτησης χρήµατος, η µορφή της οποίας 
έχει ως ακολούθως: 

 
( ) ( ) 1t21t1t1

1t
0

d
t ∆Rd  γYd γ∆Ydm1M γ1 M −−

− ++++−=           ( 5.96 ) 
 
Η παραπάνω σχέση παρουσιάζεται γραφικά στο διάγραµµα ∆ – 5.10 µέσω της 

καµπύλης Md, η οποία τέµνει τον κατακόρυφο άξονα στο σηµείο ( 0,Α~  ) και τον 
οριζόντιο στο σηµείο ( Β~ ,0 ), όπου [ ] 21tt1

1t
0 γd)Y γ∆Y(d)m1(M γ)1( Α~ −

− +++−−=  
και ( ) ( ) ( )1tt1

1t
0 Y γ∆Ydm1M γ1Β~ −

− +++−= . Η κλίση της καµπύλης Md δίνεται από 
την εφαπτοµένη της γωνίας z) , το µέγεθος της οποίας έχει ως ακολούθως: 

 
2 γd  zεφ −=)            ( 5.97 ) 

 
 Όπως προκύπτει από τη σχέση (5.96), η θέση της καµπύλης Md επηρεάζεται από 

τις παραµέτρους Μ0 , m και d1 , ενώ οι παράµετροι γ και d2 επηρεάζουν τόσο τη θέση 
όσο και τη κλίση της καµπύλης αυτής. 

                                                 
26 Στην περίπτωση που η τιµή του συντελεστή d1 µειωνόταν, η καµπύλη d

trM  θα πραγµατοποιούσε µία 
αριστερόστροφη περί του σηµείου Ο περιστροφή οδηγώντας έτσι, µε δεδοµένο το επίπεδο του 
εισοδήµατος, στη µείωση της ζήτησης χρήµατος για συναλλακτικούς σκοπούς.  



 
 
 
 

    
 



Αφαιρώντας κατά µέλη τις σχέσεις (5.96) και (3.13) παίρνουµε τη συνάρτηση 
της ζήτησης χρήµατος για κερδοσκοπία. Πιο συγκεκριµένα: 
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Η σχέση (5.98) παρουσιάζεται γραφικά στο διάγραµµα ∆ – 5.11 µέσω της 
καµπύλης d

spM , η οποία τέµνει τον κατακόρυφο άξονα στο σηµείο ( Γ~0, ) και τον ορι-

ζόντιο άξονα στο σηµείο ( ,0∆~ ), όπου [ ] 21t1
1t

0 γdYd γ)1( )m1(M γ)1(   Γ~ −
− −−+−−=  

και ( ) ( ) ( ) 1t1
1t

0 Yd γ1 m1M γ1  ∆~ −
− −−+−= . Η κλίση της συγκεκριµένης καµπύλης 

δίνεται από την εφαπτοµένη της γωνίας y)  και είναι ακριβώς ίση µε εκείνη της 
καµπύλης Μd, ισχύει δηλαδή ότι:  

 
zεφ   γd  yεφ 2
)) =−=           ( 5.99 ) 

 
 

 
 
 

∆ – 5.12 
 
 

Ας δούµε τώρα µε τη βοήθεια του παραπάνω γραφήµατος, τις επιπτώσεις µίας 
αύξησης της τιµής της παραµέτρου d1 στην ισορροπία της αγοράς χρήµατος και κατ’ 
επέκταση στο επίπεδο του εισοδήµατος ισορροπίας. Πιο συγκεκριµένα ας υποθέ-
σουµε ότι αρχικά η ισορροπία στην αγορά χρήµατος επιτυγχάνεται στο σηµείο τοµής 



των καµπυλών Μs και d
1M . Με άλλα λόγια στο σηµείο Ε1 η συνολική ζήτηση χρή-

µατος ( )1tt201t11
dd

1 Y,Y,dγ,,m,M;R,dM M −−∆=  είναι ακριβώς ίση µε τη συνολική 
προσφορά χρήµατος η οποία είναι ανεξάρτητη της επιτοκιακής διαφοράς. Από το 
σηµείο Ε1 προσδιορίζεται η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας ∆R1 βάσει της οποίας 
προσδιορίζεται ένα επίπεδο επενδύσεων Ι2. 

Έστω τώρα ότι η τιµή του συντελεστή d1 αυξάνεται από d11 σε d12. Προκειµένου 
να προσδιορίσουµε τις επιπτώσεις αυτής της µεταβολής τόσο πάνω στη ζήτηση 
χρήµατος για κερδοσκοπία όσο και στη συνολική ζήτηση χρήµατος, δεν έχουµε παρά 
να υπολογίσουµε την µερική παράγωγο των σχέσεων (5.96) και (5.98) ως προς d1. 
Πιο συγκεκριµένα από τη σχέση (5.98) προκύπτει ότι:  

 
( ) ( ) 0 Y γ1  
M

1t
1

d
sp <−−=

∂
∂

−d
          ( 5.100 ) 

 
Όπως διαπιστώνουµε η αύξηση της τιµής του συντελεστή d1 θα έχει ως συνέπεια τη 
µείωση της ζήτησης χρήµατος για κερδοσκοπία27.  

Από τη σχέση τώρα (5.96) προκύπτει: 
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∆εδοµένου ότι διαχρονικά παρατηρείται αύξηση του εισοδήµατος θα έχουµε ότι       
Υt > Yt-1 ⇒ Υt – Yt-1 > 0 ⇒ ∆Yt > 0, κάτι που µας οδηγεί στο εξής συµπέρασµα:   
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Με άλλα λόγια η αύξηση της τιµής του συντελεστή d1 θα έχει ως συνέπεια την 
αύξηση της συνολικής ζήτησης χρήµατος. 

Σε γεωµετρικούς όρους, και δεδοµένου ότι ο συντελεστής d1 επηρεάζει µόνο τη 
θέση της καµπύλης Μd, η αύξηση της τιµής του συντελεστή d1 θα προκαλέσει, βάσει 
της σχέσης (5.101), την παράλληλη µετατόπιση της καµπύλης Μd προς τα πάνω και 
δεξιά28 από τη θέση d

1M  στη θέση d
2M .  

Με δεδοµένο το ύψος της επιτοκιακής διαφοράς ∆R1 η ισορροπία στην αγορά 
χρήµατος µετατοπίζεται από το σηµείο Ε1 στο 1E′ . Το 1E′  αποτελεί ωστόσο ένα 

                                                 
27 Σε γεωµετρικούς όρους, και δεδοµένου ότι ο συντελεστής d1 επηρεάζει µόνο τη θέση της καµπύλης 

d
spM , η σχέση (5.100) µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η αύξηση της τιµής του συντελεστή d1 είχε 

ως αποτέλεσµα την παράλληλη µετατόπιση της καµπύλης d
spM  προς τα κάτω και αριστερά. Με 

δεδοµένο το ύψος της επιτοκιακής διαφοράς, η µετατόπιση αυτή θα έχει συνέπεια τη µείωση της 
ζήτησης χρήµατος για κερδοσκοπία.  

28 Η καµπύλη d
2M  έχει την ίδια κλίση µε την καµπύλη d

1M  και τέµνει τον κάθετο και οριζόντιο άξονα 

στα σηµεία ( 2A~O, ) και ( O,B~ 2 ), όπου 
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 και 
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−  καθώς d11 < d12 



προσωρινό σηµείο ισορροπίας, καθώς όντας στο σηµείο αυτό η αγορά χρήµατος 
χαρακτηρίζεται από υπερβάλλουσα ζήτηση η οποία και δίνεται από την απόσταση 

11EE ′ . Η ισορροπία στην αγορά χρήµατος αποκαθίσταται καθώς µετακινούµαστε επί 
της καµπύλης d

2M  από το σηµείο 1E′  στο σηµείο Ε2, στο σηµείο δηλαδή τοµής της 
νέας καµπύλης ζήτησης χρήµατος µε την καµπύλη προσφοράς χρήµατος Μs.  

Όπως προκύπτει και από το γράφηµα ∆ – 5.12, η αύξηση της τιµής του συντε-
λεστή d1 οδήγησε στην αύξηση της επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας, όπως αυτή προσ-
διορίζεται από το νέο σηµείο ισορροπίας Ε2, από ∆R1 σε ∆R2, η οποία µε τη σειρά της 
οδηγεί στη µείωση των επενδύσεων από το αρχικό επίπεδο Ι1 στο χαµηλότερο επίπεδο 
Ι2. Η µείωση αυτή των επενδύσεων θα προκαλέσει τη µείωση της συνολικής ζήτησης, 
και µε δεδοµένη τη συνολική προσφορά, θα οδηγήσει στη µείωση του επιπέδου του 
εισοδήµατος ισορροπίας. 

Όπως προκύπτει από την παραπάνω ανάλυση, από οικονοµικής απόψεως 
αναµένουµε την ύπαρξη αρνητικής σχέσης µεταξύ του επιπέδου του εισοδήµατος 
ισορροπίας, αναµένουµε δηλαδή ότι: 
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Παίρνοντας τη µερική παράγωγο του εισοδήµατος ισορροπίας, όπως αυτό περι-

γράφεται από τη σχέση (5.47), ως προς το συντελεστή d1 βρίσκουµε: 
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Από την παραπάνω σχέση, και δεδοµένου ότι b0 > 0, 0 < c1 < 1, φ > 0, 0 < γ < 1, 

M0> 0, 0 < m < 1, 1m1 m~ >+= , d1 > 0, d2 < 0, a0 < 0, a1 > 0 & a2 < 0, γίνεται εύκολα 
αντιληπτό ότι η µερική παράγωγος του εισοδήµατος ισορροπίας ως προς το συντε-
λεστή d1 αποτελεί, ένα αρνητικό µέγεθος, επιβεβαιώνοντας έτσι την θεωρητική ανά-
λυση που προηγήθηκε του προσδιορισµού της µερικής παραγώγου 1

ae
t dY~ ∂∂ . 

 
 

(ε) Ο συντελεστής d2 
 
Έχοντας προσδιορίσει τη σχέση που υπάρχει ανάµεσα στο εισόδηµα ισορροπίας 

( ae
tY~ ) και τον συντελεστή d1, στη συνέχεια της ανάλυσής µας θα διερευνήσουµε την 

σχέση που υπάρχει µεταξύ του συντελεστή d2 [ο οποίος µας δείχνει την ευαισθησία 
της ζήτησης χρήµατος (Μd) στις προσδοκώµενες µεταβολές του επιτοκίου ( e

t∆R )] και 
του εισοδήµατος ισορροπίας. Ξεκινώντας θα διερευνήσουµε τις επιπτώσεις µίας 
µείωσης της τιµής του συντελεστή d2 (για παράδειγµα από – 2 σε – 3) πάνω τόσο στη 
ζήτηση χρήµατος για κερδοσκοπία όσο και στη συνολική ζήτηση χρήµατος. 



 
 

∆ – 5.13 
 
 
Προ της µειώσεως της τιµής του συντελεστή d2, η συνολική ζήτηση χρήµατος 

δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 
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Η παραπάνω σχέση παρουσιάζεται γραφικά στο διάγραµµα ∆ – 5.13 µέσω της 

καµπύλης d
1M , η οποία τέµνει τον κατακόρυφο και τον οριζόντιο άξονα στα σηµεία 

( 1A~O, ) & ( O,B~1 ) αντιστοίχως, µε [ ] 211tt1
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− +++−= . 

Η µείωση του συντελεστή d2 από d21 σε d22 θα έχει ως συνέπεια την µετατόπιση 
του σηµείου τοµής της καµπύλης Md µε τον κατακόρυφο άξονα, από το ( 1A~O, ) στο 
σηµείο ( 2A~O, ), όπου [ ] 221tt1

1t
02 γd)Y γ∆Y(d)m1(M γ)1( Α~ −

− +++−−= . Και αυτό 
διότι: 
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Το σηµείο τοµής µε τον οριζόντιο άξονα παραµένει ωστόσο σταθερό, καθώς το 
µέγεθος 1B~  είναι ανεξάρτητο του συντελεστή d2. 



Όπως προκύπτει από την παραπάνω ανάλυση, η µείωση της τιµής του συντε-
λεστή d2 από d21 σε d22 προκαλεί την αριστερόστροφη περιστροφή της καµπύλης Μd 
περί του σηµείου ( O,B~1 ), από τη θέση d

1M  στη θέση d
2M . Οι επιπτώσεις αυτής της 

µετατόπισης της καµπύλης Md πάνω στην επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας, και κατ’ 
επέκταση πάνω στις επενδύσεις και το εισόδηµα ισορροπίας, εξαρτώνται από τη 
σχετική θέση του σηµείου ισορροπίας της αγοράς χρήµατος ως προς το σηµείο 1B~ . 
Πιο συγκεκριµένα µπορούµε να διακρίνουµε µεταξύ των ακόλουθων περιπτώσεων: 

 
1η Περίπτωση : ∆Rt–1 > 0 

 
Στα πλαίσια της πρώτης περίπτωσης θα υποθέσουµε ότι προ της µειώσεως της 

τιµής του συντελεστή d2, η αγορά χρήµατος ισορροπεί στο σηµείο Ε1, στο σηµείο 
δηλαδή τοµής της αρχικής καµπύλης ζήτησης χρήµατος d

1M  µε την καµπύλη 
προσφοράς χρήµατος Μs, το οποίο εντοπίζεται δεξιά του σηµείου 1B~ . Από το σηµείο 
Ε1 προκύπτει το θετικό επίπεδο της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας ∆R1, στο οποίο 
αντιστοιχεί ένα επίπεδο επενδύσεων ίσο µε Ι1.  

 
 

 
 
 

∆ – 5.14 
 
 
Η περιστροφή της καµπύλης ζήτησης χρήµατος περί του σηµείου 1B~ , λόγω της 

µείωσης της τιµής του συντελεστή d2 από d21 σε d22, έχει ως συνέπεια την µετατόπιση 
του σηµείου ισορροπίας της αγοράς χρήµατος από το Ε1 στο Ε2 (στο σηµείο δηλαδή 
τοµής της καµπύλης d

2M  µε την καµπύλη προσφοράς χρήµατος Μs), προκαλώντας 
έτσι τη µείωση της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας από ∆R1 σε ∆R2. Η µείωση της 
επιτοκιακής διαφοράς οδηγεί µε τη σειρά της την αύξηση των επενδύσεων από Ι1 σε 
Ι2, κάτι που προκαλεί την αύξηση της συνολικής ζήτησης και οδηγεί, µε δεδοµένη τη 
συνολική προσφορά, στην αύξηση του εισοδήµατος ισορροπίας. 



Όπως διαπιστώνουµε, στην περίπτωση που η επιτοκιακή διαφορά (όπως αυτή 
διαµορφώνεται στα πλαίσια της αγοράς χρήµατος) συνιστά ένα θετικό µέγεθος, η 
µείωση της τιµής του συντελεστή d2 αναµένεται να οδηγήσει σε αύξηση του εισοδή-
µατος ισορροπίας. Με άλλα λόγια στην περίπτωση που ∆Rt–1 > 0, αναµένουµε ότι: 
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2η Περίπτωση : ∆Rt–1 = 0 

 
Στην περίπτωση που το σηµείο ισορροπίας της αγοράς χρήµατος ταυτίζεται µε το 

σηµείο 1B~ , η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας η οποία διαµορφώνεται ισούται µε το 
µηδέν. Με άλλα λόγια αρχικά θα έχουµε ότι ∆R1 = 0. Όπως προκύπτει και από το 
γράφηµα ∆ – 5.15, βάσει αυτής της επιτοκιακής διαφοράς προκύπτει ένα επίπεδο 
επενδύσεων Ι1. Η περιστροφή της καµπύλης ζήτησης χρήµατος, λόγω µείωσης της 
τιµής του συντελεστή d2, περί του σηµείου 1B~  από τη θέση d

1M  στη θέση d
2M , 

αφήνει όπως διαπιστώνουµε ανεπηρέαστη την ισορροπία στην αγορά χρήµατος. Το 
γεγονός ότι η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας παραµένει σταθερή, µας οδηγεί στο 
συµπέρασµα ότι η µείωση της τιµής του συντελεστή d2 δεν επηρεάζει τόσο το ύψος 
των επενδύσεων όσο και το επίπεδο του εισοδήµατος ισορροπίας. Με άλλα λόγια 
στην περίπτωση που ισχύει ότι ∆Rt–1 = 0, η µερική παράγωγος του εισοδήµατος 
ισορροπίας ως προς d2 αναµένεται να έχει ως ακολούθως: 
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∆ – 5.15 
 



3η Περίπτωση : ∆Rt–1 < 0 
 
Στα πλαίσια της τρίτης περίπτωσης υποθέτουµε ότι το σηµείο ισορροπίας της 

αγοράς χρήµατος εντοπίζεται προς τα δεξιά του σηµείου 1B~ . Πιο συγκεκριµένα θα 
υποθέσουµε ότι αρχικά η αγορά χρήµατος ισορροπεί στο σηµείο Ε1 του γραφήµατος 
∆ – 5.16 στο σηµείο δηλαδή τοµής των καµπυλών d

1M  και Μs. Από το σηµείο αυτό 
διαµορφώνεται το αρνητικό επίπεδο επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας ∆R1, βάσει του 
οποίου προκύπτει το αρχικό επίπεδο επενδύσεων Ι1. 

Η περιστροφή της καµπύλης ζήτησης χρήµατος περί του σηµείου 1B~  από τη 
θέση d

1M  στη θέση d
2M , η οποία προκύπτει ως αποτέλεσµα της µείωσης του συντε-

λεστή d2, οδηγεί την αγορά χρήµατος σε κατάσταση ανισορροπίας. Και αυτό διότι µε 
την µετατόπιση της καµπύλης ζήτησης χρήµατος, εµφανίζεται µία υπερβάλλουσα 
ζήτηση χρήµατος στο ύψος της αρχικής επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας ∆R1. Η 
ισορροπία στην αγορά χρήµατος αποκαθίσταται στο σηµείο Ε2, στο σηµείο δηλαδή 
τοµής της νέας καµπύλης d

2M  και της καµπύλης προσφοράς χρήµατος, στο οποίο 
αντιστοιχεί το υψηλότερο επίπεδο της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας ∆R2. Ως 
αποτέλεσµα της αύξησης της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας από ∆R1 σε ∆R2, το 
επίπεδο των επενδύσεων µειώνεται από Ι1 σε Ι2, κάτι που οδηγεί και στη µείωση της 
συνολικής ζήτησης. Με δεδοµένη τη συνολικά προσφερόµενη ποσότητα, η µείωση 
της συνολικής ζήτησης θα οδηγήσει αναπόφευκτα στη µείωση και του επιπέδου του 
εισοδήµατος ισορροπίας. 

Όπως προκύπτει από την παραπάνω ανάλυση, στην περίπτωση που ∆Rt–1 < 0 η 
µείωση της τιµής του συντελεστή d2 αναµένεται να οδηγήσει στη µείωση του εισοδή-
µατος ισορροπίας. Σε µαθηµατικούς όρους αναµένουµε δηλαδή ότι: 
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∆ – 5.16 



Από την ανάλυση που προηγήθηκε γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι το πρόσηµο της 
µερικής παραγώγου του εισοδήµατος ισορροπίας ως προς το συντελεστή d2 θα είναι 
µάλλον απροσδιόριστο. Πράγµατι από τη σχέση (5.47) προκύπτει ότι: 
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Από την σχέση (5.106), και δεδοµένου ότι b0 > 0, M0 > 0, b2 < 0, 0 < c1,γ,m < 1,        

φ > 0, 1m1 m~ >+= , d1 > 0, d2 < 0, a0 < 0, a1 > 0 & a2 < 0, γίνεται εύκολα αντιληπτό 
ότι το πρόσηµο της µερικής παραγώγου του εισοδήµατος ισορροπίας ως προς το 
συντελεστή d2 είναι απροσδιόριστο, επιβεβαιώνοντας έτσι την θεωρητική ανάλυση 
που προηγήθηκε του προσδιορισµού της µερικής παραγώγου 2

ae
t dY~ ∂∂ . 



(στ) Ο ρυθµός νοµισµατικής επέκτασης (m) 
 
Προτού διερευνήσουµε την επίπτωση µίας απειροελάχιστης µεταβολής µόνο του 

συντελεστή m, ο οποίος είναι απολύτως ελεγχόµενος από την Κεντρική Τράπεζα και 
ο οποίος µας δείχνει το ρυθµό µεγέθυνσης της προσφοράς χρήµατος, θα διερευνή-
σουµε τις επιπτώσεις της µεταβολής του καταρχήν πάνω στην ισορροπία της αγοράς 
χρήµατος και εν συνεχεία, στο επίπεδο των επενδύσεων. 

Η τιµή της επιτοκιακής διαφοράς  για την οποία η αγορά χρήµατος βρίσκεται σε 
ισορροπία δίνεται από τη σχέση (5.5). Η µερική παράγωγος της εν λόγω σχέσης ως 
προς m έχει ως ακολούθως: 
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Όπως προκύπτει και από την παραπάνω σχέση, µία αύξηση (µείωση) του ρυθµού 
της νοµισµατικής επέκτασης (m) θα προκαλέσει τη µείωση (αύξηση) της επιτοκιακής 
διαφοράς ισορροπίας. Ως αποτέλεσµα της µεταβολής αυτής οι επενδύσεις αυξάνο-
νται (µειώνονται), οδηγώντας έτσι στην αύξηση (µείωση) της συνολικής ζήτησης. Με 
δεδοµένη τη συνολική προσφορά, η αύξηση (µείωση) της συνολικής ζήτησης θα 
οδηγήσει στην άνοδο (πτώση) του εισοδήµατος ισορροπίας. 

Το συµπέρασµα το οποίο προκύπτει από την παραπάνω ανάλυση είναι ότι µία 
αύξηση (µείωση) της τιµής του συντελεστή m, αναµένεται να οδηγήσει σε αύξηση 
(µείωση) του εισοδήµατος ισορροπίας. Σε µαθηµατικούς όρους αναµένουµε δηλαδή 
ότι: 
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Παίρνοντας τη µερική παράγωγο της σχέσης (5.47) ως προς m βρίσκουµε ότι: 
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∆εδοµένου ότι M0 > 0, 1m1 m~ >+= , b2 < 0, 0 < c1,γ,m < 1, φ > 0, d1 > 0, d2 < 0, 

& 0am~am~am~ 01
2

2
3 >+++ 29, το πρόσηµο της µερικής παράγωγου mY~ ae

t ∂∂  
εξαρτάται από το πρόσηµο του ευρισκόµενου εντός των αγκυλών όρου. Πιο 
συγκεκριµένα η µερική παράγωγος mY~ ae

t ∂∂  θα έχει το από οικονοµικής απόψεως 
αναµενόµενο πρόσηµο, εάν ικανοποιείται µία από τις παρακάτω συνθήκες: 
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29 Η ικανοποίηση της τελευταίας ανισότητας εξασφαλίζει ότι το εισόδηµα ισορροπίας, όπως αυτό δίνε-
ται από τη σχέση (5.47), συνιστά ένα θετικό µέγεθος.  



(ζ) Η αρχική ποσότητα χρήµατος (Μ0) 
 
Έχοντας διερευνήσει τις επιπτώσεις της µεταβολής του ρυθµού µεγέθυνσης της 

προσφοράς χρήµατος επί του εισοδήµατος ισορροπίας, στην παρούσα ενότητα θα 
προσδιορίσουµε τις επιπτώσεις επί αυτού του µεγέθους οι οποίες προκαλούνται από 
την µεταβολή της ποσότητας χρήµατος κατά τη χρονική στιγµή t = 0. 

 
 

 
 
 

∆ – 5.17 
 
 

Με τη βοήθεια του γραφήµατος ∆–5.17 θα επιχειρήσουµε να προσδιορίσουµε το 
από οικονοµικής απόψεως αναµενόµενο πρόσηµο της µερικής παραγώγου 

0
ae
t MY~ ∂∂ . Πιο συγκεκριµένα θα ξεκινήσουµε υποθέτοντας ότι η αγορά χρήµατος 

ισορροπεί αρχικά στο σηµείο Ε1, στο σηµείο δηλαδή τοµής των καµπυλών προσφοράς 
και ζήτησης χρήµατος. Από το σηµείο Ε1 προκύπτει η επιτοκιακή διαφορά ισορ-
ροπίας ∆R1, βάσει της οποίας προσδιορίζεται το αρχικό επίπεδο επενδύσεων Ι1. 

Ας υποθέσουµε τώρα ότι η αρχική ποσότητα χρήµατος Μ0 αυξάνεται. Η αύξηση 
αυτή της ποσότητας Μ0 θα προκαλέσει την µετατόπιση της καµπύλης προσφοράς 
χρήµατος s

1M , η οποία αποτελεί τη γραφική απεικόνιση της σχέσης (3.12), στη θέση 
s
2M . Η προς τα δεξιά µετατόπιση της καµπύλης προσφοράς χρήµατος οδηγεί, µε δε-

δοµένη τη ζήτηση χρήµατος, στη µετατόπιση του σηµείου ισορροπίας από το σηµείο 
Ε1 στο σηµείο 1E′ . Ωστόσο το σηµείο 1E′  αποτελεί προσωρινό σηµείο ισορροπίας 
καθώς όντας σ’ αυτό, η αγορά χαρακτηρίζεται από µία υπερβάλλουσα προσφορά 
χρήµατος ίση µε την απόσταση EE1 ′ . Η ισορροπία στην αγορά χρήµατος αποκαθί-
σταται καθώς µετακινούµαστε από το σηµείο 1E′  στο τελικό σηµείο ισορροπίας Ε2, 
στο σηµείο δηλαδή τοµής των καµπυλών Μd και s

2M . Όπως διαπιστώνουµε, στο νέο 
σηµείο ισορροπίας Ε2 αντιστοιχεί η χαµηλότερη τιµή της επιτοκιακής διαφοράς ισορ-
ροπίας ∆R2, βάσει της οποίας προκύπτει το χαµηλότερο επίπεδο των επενδύσεων Ι2. 



Όπως διαπιστώνουµε η αύξηση της αρχικής ποσότητας χρήµατος Μ0 οδήγησε 
στην αύξηση των επενδύσεων, η οποία µε τη σειρά της θα προκαλέσει την άνοδο της 
συνολικής ζήτησης και κατ’ επέκταση του εισοδήµατος ισορροπίας. Με άλλα λόγια 
αναµένουµε την ικανοποίηση της ακόλουθης σχέσης: 
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Τη µερική παράγωγο του εισοδήµατος ισορροπίας ως προς την αρχική ποσότητα 

χρήµατος, θα την προσδιορίσουµε µε τη βοήθεια της σχέσης (5.47) από την οποία και 
προκύπτει ότι: 
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Όπως διαπιστώνουµε η σχέση (5.110) επαληθεύεται, δηλαδή η µερική παρά-

γωγος 0
ae
t MY~ ∂∂ παρουσιάζει το οικονοµικά αναµενόµενο πρόσηµο, καθώς ισχύει 

ότι: b2 < 0, 0 < γ < 1, 0 < m < 1, φ > 0, d2 < 0, 0am~am~am~ 01
2

2
3 >+++ , M0 > 0 και  

1m1 m~ >+= .  
 
 

(η) Ο χρόνος (t) 
 
Σε γενικές γραµµές αναµένουµε την ύπαρξη θετικής σχέσης µεταξύ του χρόνου 

και του εισοδήµατος ισορροπίας. Σε µαθηµατικούς όρους αναµένουµε δηλαδή την 
ικανοποίηση της ακόλουθης σχέσης: 
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Προκειµένου να επαληθεύσουµε την παραπάνω σχέση, δεν έχουµε παρά να 

υπολογίσουµε από τη σχέση (5.47) τη µερική παράγωγο του εισοδήµατος ισορροπίας 
ως προς το χρόνο. Πιο συγκεκριµένα από τη σχέση αυτή προκύπτει ότι: 
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Από τη σχέση (5.113), και εφόσον 0am~am~am~ 1,m1 m~ 01

2
2

3 >+++>+= , φ > 0, 
b2 < 0, 0 < γ < 1, 0 < m < 1, d2 < 0, M0 > 0, γίνεται αντιληπτό ότι  t 0  tY~ ae

t ∀>∂∂ . 
 
 

(θ) Ο επιταχυντής (v) 
 
Μια απειροελάχιστη µεταβολή µόνο της τιµής του επιταχυντή αναµένεται να 

επηρεάσει µόνο την αγορά προϊόντος και ειδικότερα το επίπεδο των επενδύσεων. Η 
συνάρτηση των επενδύσεων, όπως αυτή διαµορφώνεται βάσει της υπόθεσης ότι οι 



προσδοκίες σχηµατίζονται σύµφωνα µε το µηχανισµό των αναθεωρούµενων 
προσδοκιών, δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 
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Η παραπάνω σχέση παρουσιάζεται γραφικά στο διάγραµµα ∆ – 5.18 µέσω της 

καµπύλης Ι1. Υποθέτοντας ότι η επιτοκιακή διαφορά για την οποία η αγορά χρήµατος 
βρίσκεται σε ισορροπία ισούται µε το µηδέν30, ισχύει δηλαδή ότι ∆R = 0, το αρχικό 
επίπεδο των επενδύσεων θα δίνεται από το σηµείο Ε1 και θα ισούται µε Ι1. 

Ας υποθέσουµε τώρα ότι αυξάνεται η τιµή του επιταχυντή. ∆εδοµένου ότι η τιµή 
της παραµέτρου v επηρεάζει τη θέση αλλά όχι και τη κλίση της καµπύλης των 
επενδύσεων31, η αύξηση της τιµής της παραµέτρου v θα προκαλέσει την παράλληλη 
µετατόπιση της καµπύλης Ι1. Το γεγονός ότι: 
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µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η καµπύλη των επενδύσεων µετατοπίζεται παράλ-
ληλα προς τα επάνω και δεξιά, από τη θέση Ι1 στη θέση Ι2. Με δεδοµένο το ύψος της 
επιτοκιακής διαφοράς, η µετατόπιση αυτή θα προκαλέσει την αύξηση των επενδύ-
σεων, καθώς µετακινούµαστε από το σηµείο Ε1 στο σηµείο Ε2, από Ι1 σε Ι2. Η αύξηση 
αυτή των επενδύσεων θα οδηγήσει, µε την σειρά της, στην αύξηση της συνολικής 
ζήτησης και κατ’ επέκταση του εισοδήµατος ισορροπίας. 
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30 Το βασικό συµπέρασµα της ανάλυσης µας δεν επηρεάζεται από το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφο-

ράς ισορροπίας, καθώς ανεξαρτήτως από το ύψος της η προς τα δεξιά µετατόπιση της καµπύλης Ι1 
οδηγεί στην αύξηση του επιπέδου των επενδύσεων. 

31 Η κλίση της καµπύλης των επενδύσεων επηρεάζεται όπως θυµόµαστε από τους συντελεστών b2 και 
γ, οι τιµές των οποίων παραµένουν αµετάβλητες. 



Όπως προκύπτει από την παραπάνω ανάλυση, η αύξηση της τιµής του επιτα-
χυντή αναµένεται να προκαλέσει την αύξηση του εισοδήµατος ισορροπίας. Σε µαθη-
µατικούς όρους αναµένουµε δηλαδή ότι: 
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Υπολογίζοντας από τη σχέση (5.47) τη µερική παράγωγο του εισοδήµατος ισορ-

ροπίας ως προς v βρίσκουµε ότι: 
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∆εδοµένου ότι b2 < 0, 0 < c1 < 1, φ > 0, 0 < γ < 1, d2 < 0, M0 > 0, 0 < m < 1, 
1m1 m~ & 0am~am~am~ 01

2
2

3 >+=>+++ , από τη σχέση (5.115) γίνεται αντιληπτό ότι 
η µερική παράγωγος vY~ ae

t ∂∂  παρουσιάζει το, από οικονοµικής απόψεως, αναµενό-
µενο πρόσηµο καθώς επαληθεύεται η σχέση (5.114).  

 
 

(ι) Ο συντελεστής γ 
 
Προτού διερευνήσουµε τις επιπτώσεις µίας απειροελάχιστης µεταβολής της τιµής 

του συντελεστή γ πάνω στο εισόδηµα ισορροπίας, θα διερευνήσουµε τις επιπτώσεις 
της µεταβολής του πάνω στις επενδύσεις. 



Όπως θυµόµαστε η συνάρτηση των επενδύσεων και η επιτοκιακή διαφορά για 
την οποία η αγορά χρήµατος βρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας δίνονται από τις 
ακόλουθες σχέσεις: 
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Από τις δύο παραπάνω σχέσεις γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι η παράµετρος γ 

επηρεάζει τις επενδύσεις τόσο άµεσα όσο και έµµεσα, µέσα από την µεταβολή της 
επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας. Υπολογίζοντας τη µερική παράγωγο της συνά-
ρτησης των επενδύσεων ως προς την παράµετρο γ, θα προσπαθήσουµε στη συνέχεια 
να προσδιορίσουµε την κατεύθυνση προς την οποία θα κινηθούν οι επενδύσεις µετά 
από µία απειροελάχιστη µεταβολή της τιµής της παραµέτρου γ. 

Από τη σχέση (5.116) προκύπτει ότι: 
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∆εδοµένου ότι b0 > 0, It–1 > 0, 0 < c1 < 1, v > 0, ∆Yt–2 > 0, b2 < 0, d2 < 0 και 
( ) 1t

d
tr

s
1t MM −− − , από τη σχέση (5.117) γίνεται αντιληπτό ότι τι πρόσηµο της µερικής 

παραγώγου γI t ∂∂  είναι απροσδιόριστο. Με άλλα λόγια δεν γνωρίζουµε εάν µία 
αύξηση (µείωση) της τιµής της παραµέτρου γ επιδρά θετικά ή αρνητικά στο ύψος των 
επενδύσεων. Ως εκ τούτου δεν µπορούµε να γνωρίζουµε και τις επιπτώσεις της 
µεταβολής της πάνω στο επίπεδο του εισοδήµατος ισορροπίας. 

Προκειµένου να επιβεβαιώσουµε το παραπάνω συµπέρασµα, θα υπολογίσουµε 
από τη σχέση (5.47) την µερική παράγωγο γY~ ae

t ∂∂ . Πιο συγκεκριµένα από τη σχέση 
αυτή προκύπτει ότι: 
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Όπως διαπιστώνουµε το πρόσηµο της µερικής παραγώγου γY~ ae

t ∂∂  εξαρτάται 
από το πρόσηµο των µεγεθών 21 O~ & O~ . ∆εδοµένου ότι 0 < c1 < 1, φ > 0, 0 < γ < 1,   
b2 < 0, d2 < 0, 0am~am~am~ 01

2
2

3 >+++ , M0 > 0, 0 < m < 1 & 1m1m~ >+= , οδηγού-

µαστε στο συµπέρασµα ότι 0O~ 1 >  ενώ το πρόσηµο του µεγέθους 2O~ εξαρτάται από 
το πρόσηµο του ευρισκοµένου εντός της αγκύλης πολυωνύµου: 
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Ειδικότερα εάν η διακρίνουσα (∆~ ) της δευτεροβάθµιας εξίσωσης ( ) 0 m~P~ =  είναι 
µικρότερη του µηδενός θα ισχύει ότι ( ) 0 m~P~ > , ενώ αν ∆~  > 0 τότε θα µπορούσαµε να 
προσδιορίσουµε ένα διάστηµα τιµών ( )21 m~,m~ , όπου 21 m~,m~  δύο πραγµατικές και 
διακριτές ρίζες του πολυωνύµου ( )m~P~ , εντός του οποίου θα ισχύει ότι ( ) 0 m~P~ < . 

Η διακρίνουσα της εξίσωσης ( ) 0 m~P~ =  έχει ως ακολούθως: 
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και βάσει του µεγέθους της µπορούµε να διακρίνουµε µεταξύ τριών περιπτώσεων: 
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δύο πραγµατικές και ίσες ρίζες *m~ και διακρίνουµε µεταξύ δύο υποπεριπτώσεων: 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω ανάλυση το πρόσηµο της µερικής παρα-

γώγου γY~ ae
t ∂∂  είναι απροσδιόριστο και ως εκ τούτου δεν µπορούµε να γνωρίζουµε 

την επίδραση µίας απειροελάχιστης µεταβολής της παραµέτρου γ πάνω στο εισόδηµα 
ισορροπίας.  

 
 

5.1.6   Επηρεασµός των δυναµικών ιδιοτήτων του υποδείγµατος από µεταβολές 
των τιµών των παραµέτρων του 

 
Έχοντας προσδιορίσει τις επιπτώσεις της µεταβολής της τιµής µίας εκ των σταθε-

ρών συντελεστών του υποδείγµατος πάνω στο επίπεδο του εισοδήµατος ισορροπίας, 
στην παρούσα ενότητα θα προσδιορίσουµε τις επιπτώσεις ανάλογων µεταβολών 
πάνω στις δυναµικές ιδιότητες του υποδείγµατος. 

Οι δυναµικές ιδιότητες του υποδείγµατος παρουσιάζονται συνοπτικά µε τη 
βοήθεια των ακόλουθων σχέσεων: 
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Όπως θυµόµαστε η ικανοποίηση της σχέσης (5.119) εγγυάται ότι έπειτα από µία 

διαταραχή το εισόδηµα θα συγκλίνει ή θα αποκλίνει από τη βραχυχρόνια τιµή 
ισορροπίας ( ae

tY~ ) του µέσω ταλαντώσεων, ενώ η ικανοποίηση της σχέσης (5.120) 
εγγυάται την ύπαρξη σύγκλισης του εισοδήµατος (Υt) προς τη βραχυχρόνια τιµή του.  

Από τις σχέσεις (5.78.1) ~ (5.78.3) γίνεται αντιληπτό ότι οι δυναµικές ιδιότητες 
του υποδείγµατός µας επηρεάζονται από τις τιµές των παραµέτρων32 b2, d1, d2 και c1. 
Προκειµένου να προσδιορίσουµε την κατεύθυνση της επιρροής αυτής δεν έχουµε 
παρά να προσδιορίσουµε το πρόσηµο των µερικών παραγώγων των σχέσεων (5.78.1) 
~ (5.78.3) ως προς κάθε ένα από τους συντελεστές b2, d1, d2 και c1. Ειδικότερα: 

 
(α) Οι µερικές παράγωγοι 1
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1 cv &cv ∂∂∂∂ έχουν αντιστοίχως ως ακολούθως:   
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32 Όπως διαπιστώνουµε από τις σχέσεις (5.78.1) ~ (5.78.3) απουσιάζει η παράµετρος γ, δηλαδή ο 

συντελεστής που µας δείχνει την ταχύτητα προσαρµογής των προσδοκιών. Με άλλα λόγια 
µεταβολές της τιµής του εν λόγω συντελεστή αφήνει εντελώς ανεπηρέαστη τη δυναµική 
συµπεριφορά του υποδείγµατος.  
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Όπως προκύπτει από τις δύο παραπάνω σχέσεις, µία αύξηση της τιµής της 

οριακής ροπής προς κατανάλωση θα προκαλέσει την αύξηση της τιµής του µεγέθους 
ae
1v  και τη µείωση της τιµής του µεγέθους s

ae,2v . Με άλλα λόγια η αύξηση της τιµής 
της παραµέτρου c1 θα προκαλέσει τη συρρίκνωση του πεδίου τιµών ( )ae

2
ae
1 v , v , για 

το οποίο εξασφαλίζεται ότι έπειτα από µία διαταραχή η διαχρονική πορεία του 
εισοδήµατος θα είναι ηµιτονοειδούς µορφής. 

Επιπρόσθετα το γεγονός ότι: 
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µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι µία αύξηση της τιµής της οριακής ροπής προς 
κατανάλωση, θα οδηγήσει στη µείωση του πεδίου τιµών της παραµέτρου v για τις 
οποίες επιτυγχάνεται σύγκληση του εισοδήµατος προς τη βραχυχρόνια τιµή ισορ-
ροπίας του.  

 
 

(β) Παίρνοντας τη µερική παράγωγο των σχέσεων (5.78.1) και (5.78.2) ως προς b2 
βρίσκουµε ότι: 
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Όπως προκύπτει από τις σχέσεις (5.122.1) και (5.122.2) µία αύξηση της τιµής 

του συντελεστή b2 (για παράδειγµα από – 2 σε – 1) θα προκαλέσει την αύξηση του 
µεγέθους ae

1v  και τη µείωση του µεγέθους ae
2v  33. Με άλλα λόγια η αύξηση της τιµής 

του συντελεστή b2 οδηγεί στη συρρίκνωση του πεδίου τιµών της παραµέτρου v, για 
τις οποίες διασφαλίζεται ότι η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος έπειτα από µία 
εξωγενή διαταραχή θα χαρακτηρίζεται από ταλαντώσεις.   

Το γεγονός τώρα ότι: 
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µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι µία αύξηση της τιµής του συντελεστή b2, για παρά-
δειγµα από – 2 σε – 1, θα προκαλέσει τη µείωση του µεγέθους s

ae,2v . Με άλλα λόγια η 
αύξηση της τιµής του συντελεστή b2 θα έχει ως συνέπεια την συρρίκνωση του 
πεδίου τιµών της παραµέτρου v για τις οποίες επιτυγχάνεται σύγκλιση του εισοδή-
µατος προς τη βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του34.  

 
                                                 
33 Ισοδύναµα µία κατ’ απόλυτη τιµή µείωση του µεγέθους του συντελεστή b2, π.χ. από 22 =−  σε 

11 =− , θα προκαλέσει την αύξηση του µεγέθους ae
1v  και τη µείωση του µεγέθους ae

2v . 
34 Σε γεωµετρικούς όρους, η αύξηση της τιµής της παραµέτρου b2 θα έχει ως συνέπεια την προς τα 
κάτω µετατόπιση της επιφάνειας s

2aeV  του γραφήµατος ∆ – 5.6, επιφέροντας έτσι συρρίκνωση της 
περιοχής των σηµείων ( c1,φ,v ) για τους οποίους επιτυγχάνεται σύγκλιση του εισοδήµατος.  



(γ) Υπολογίζοντας τις µερικές παραγώγους 1
ae
21

ae
1 dvκαι dv ∂∂∂∂ από τις σχέσεις 

(5.78.1) και (5.78.2) βρίσκουµε ότι: 
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Όπως προκύπτει από τις δύο παραπάνω σχέσεις, µία αύξηση της τιµής του συντε-

λεστή d1 θα προκαλέσει τη µείωση του µεγέθους ae
1v  και την αύξηση του µεγέθους 

ae
2v . Με άλλα λόγια µία αύξηση της τιµής του συντελεστή d1 θα προκαλέσει τη διεύ-

ρυνση του πεδίου τιµών ( )ae
2

ae
1 v , v , για το οποίο εξασφαλίζεται ότι η διαχρονική 

πορεία του εισοδήµατος, έπειτα από µία εξωγενή διαταραχή, θα είναι ηµιτονοειδούς 
µορφής. 

   



Επιπρόσθετα το γεγονός ότι: 
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µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι µία αύξηση της τιµής του συντελεστή d1 έχει ως 
συνέπεια την διεύρυνση του πεδίου τιµών της παραµέτρου v για το οποίο έπειτα 
από µία εξωγενή διαταραχή, επιτυγχάνεται σύγκλιση του εισοδήµατος προς τη 
βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του. 

 
 

(δ) Τέλος, προσδιορίζοντας από τις σχέσεις (5.78.1) και (5.78.2) τις µερικές παραγώ-
γους 2

ae
22

ae
1 dvκαι dv ∂∂∂∂ βρίσκουµε ότι: 
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Σύµφωνα µε τις δύο παραπάνω σχέσεις µία αύξηση της τιµής του συντελεστή d2 

(για παράδειγµα από – 2 σε – 1 ) θα έχει ως αποτέλεσµα τη µείωση του µεγέθους ae
1v  

και την αύξηση του µεγέθους ae
2v . Με άλλα λόγια η αύξηση µόνο της τιµής του 

συντελεστή d2 θα οδηγήσει στην αύξηση του πεδίου τιµών ( )ae
2

ae
1 v , v  για το οποίο 

εξασφαλίζεται ότι έπειτα από µία εξωγενή διαταραχή, η διαχρονική πορεία του 
εισοδήµατος θα χαρακτηρίζεται από ταλαντώσεις. 

Επιπροσθέτως, το γεγονός ότι: 
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µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι µία αύξηση του εν λόγω συντελεστή θα προκαλέσει 
τη διεύρυνση του πεδίου τιµών της παραµέτρου v για τις οποίες διασφαλίζεται η 
σύγκλιση του εισοδήµατος προς τη βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του.  

 
Όπως προκύπτει από την παραπάνω ανάλυση το πεδίο τιµών ( )ae

2
ae
1 v  ,v , το πεδίο 

δηλαδή τιµών του επιταχυντή για το οποίο διασφαλίζεται ότι έπειτα από µία εξωγενή 
διαταραχή το εισόδηµα θα συγκλίνει ή θα αποκλίνει ηµιτονοειδώς, διευρύνεται (συρ-
ρικνούται) ως αποτέλεσµα της αύξησης (µείωσης) του µεγέθους των συντελεστών d1 & 
d2 και συρρικνούται (διευρύνεται) ως αποτέλεσµα της αύξησης (µείωσης) του µεγέθους 
των συντελεστών c1 και b2. Επιπρόσθετα, οι πιθανότητες για την επίτευξη σύγκλισης 
διευρύνονται (µειώνονται) ως αποτέλεσµα της αύξησης (µείωσης) του µεγέθους των 
συντελεστών d1 & d2 και µειώνονται (αυξάνονται) ως αποτέλεσµα της αύξησης 
(µείωσης) του µεγέθους των συντελεστών c1 και b2.   

 
 
 

5.2   Εξαγωγή της βασικής εξίσωσης διαφορών του υποδείγµατος στα πλαίσια 
του µηχανισµού των στατικών προσδοκιών 

 
Στα πλαίσια της τέταρτης ενότητας της ανάλυσής µας είδαµε ότι για να µετα-

βούµε από το µηχανισµό των αναθεωρούµενων προσδοκιών στο µηχανισµό των 
στατικών προσδοκιών, ο συντελεστής προσαρµογής γ του µηχανισµού των αναθεω-
ρούµενων προσδοκιών θα πρέπει να πάρει την τιµή 1. 

Σε µαθηµατικούς όρους, η σχέση που περιγράφει τον τρόπο διαµόρφωσης των 
στατικών προσδοκιών προκύπτει από τη σχέση (4.1) για γ = 1. Ειδικότερα από τη 
σχέση αυτή προκύπτει ότι: 
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∆εδοµένου ότι οι στατικές προσδοκίες αποτελούν ειδική περίπτωση του 

µηχανισµού των αναθεωρούµενων προσδοκιών, θα µπορούσαµε να εξάγουµε τη 
βασική εξίσωση διαφορών του υποδείγµατος από τη σχέση (5.6) θέτοντας όπου γ = 1. 
Πιο συγκεκριµένα από τη σχέση αυτή για γ = 1 προκύπτει ότι: 
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Από τη σχέση (5.126) και κινούµενοι δύο περιόδους µπροστά προκύπτει η 

ακόλουθη σχέση: 
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Η σχέση (5.127) αποτελεί µία µη οµογενή εξίσωση διαφορών δεύτερης τάξης µε 

σταθερούς συντελεστές, η γενική µορφή της οποίας έχει ως ακολούθως: 
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Η σχέση (5.128) αποτελεί τη βασική εξίσωση διαφορών του υποδείγµατος όταν 

οι προσδοκίες διαµορφώνονται σύµφωνα µε το µηχανισµό των αναθεωρούµενων 
προσδοκιών και η γενική λύση της οποίας (Υt) αποτελεί, όπως έχουµε ήδη αναφέρει, 



το άθροισµα µίας µερικής της λύσης ( p
tY ) µε τη συµπληρωµατική λύση ( c

tY ) της 
(5.128) ή ισοδύναµα µε τη γενική λύση της ακόλουθης οµογενούς εξίσωσης 
διαφορών: 
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Με άλλα λόγια η γενική λύση της εξίσωσης (5.128) θα έχει ως ακολούθως: 
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Στη συνέχεια της ανάλυσής µας θα προσδιορίσουµε αφενός τις συγκεκριµένες 

µορφές των λύσεων p
t

c
t Y και Y  και αφετέρου καθώς και εκείνη της γενικής λύσης της 

εξίσωσης διαφορών (5.128), ξεκινώντας από τη µορφή της συµπληρωµατικής λύσης.  
 
 

5.2.1   Προσδιορισµός της συµπληρωµατικής λύσης στα πλαίσια του µηχανισµού 
των στατικών προσδοκιών 

 
Η συµπληρωµατική λύση της µη οµογενούς εξίσωσης διαφορών (5.128) θα 

µπορούσε να υποτεθεί ότι είναι της µορφής: 
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κάτι που βεβαίως υπονοεί ότι: 
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Από την αντικατάσταση των σχέσεων (5.131) και (5.132) στη σχέση (5.129) προ-
κύπτει η χαρακτηριστική εξίσωση της (5.129) [ή της (5.128)] η οποία έχει ως εξής: 
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∆εδοµένου ότι η χαρακτηριστική εξίσωση αποτελεί µία εξίσωση δευτέρου 

βαθµού ως προς λ θα έχει δύο ρίζες, τις λ1 και λ2, οι οποίες και θα ικανοποιούν τις 
παρακάτω σχέσεις: 
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Η σχέση (5.134.2) µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι οι δύο ρίζες της χαρακτηρι-

στικής εξίσωσης θα είναι οµόσηµες. Βάσει τώρα της σχέσης (5.134.1) οδηγούµαστε 
στο συµπέρασµα ότι οι χαρακτηριστικές ρίζες είναι όχι µόνο οµόσηµες αλλά και 
θετικές. 

Προκειµένου να διερευνήσουµε τη φύση των χαρακτηριστικών ριζών λ1 και λ2, 
καθώς αυτές µπορεί συνιστούν τόσο πραγµατικούς όσο και φανταστικούς αριθµούς, 
θα προσδιορίσουµε το πρόσηµο της διακρίνουσας της χαρακτηριστικής εξίσωσης 
(5.133), το µέγεθος της οποίας έχει ως ακολούθως: 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, το πρόσηµο της διακρίνουσας 

εξαρτάται από το πρόσηµο του µεγέθους ( )[ ] 2
111

22
1 c vφ  1 2cc 2vc ++−+ . ∆εδοµένου 

ότι ο αριθµητής του κλάσµατος της σχέσης (5.135) αποτελεί ένα πολυώνυµο 
δευτέρου βαθµού ως προς v, θα µπορούσαµε να προσδιορίσουµε κάποια διαστήµατα 
τιµών του επιταχυντή για τα οποία η διακρίνουσα συνιστά ένα θετικό ή αρνητικό 
µέγεθος. Προκειµένου να προσδιορίσουµε αυτά τα διαστήµατα τιµών θα εξισώσουµε 
τη διακρίνουσα ∆5 µε το µηδέν και θα επιλύσουµε την προκύπτουσα δευτεροβάθµια 
εξίσωση ως προς v. Ειδικότερα: 
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Η διακρίνουσα (∆6) της εξίσωσης (5.136) έχει ως εξής: 
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Το γεγονός ότι ∆6 > 0 µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η εξίσωση (5.136) έχει δύο 
πραγµατικές και διακριτές ρίζες, το µέγεθος των οποίων έχει ως ακολούθως: 
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Όπως προκύπτει και από τον πίνακα εναλλαγής προσήµων που ακολουθεί, για 

τιµές του επιταχυντή µεταξύ των δύο ριζών η διακρίνουσα ∆5 θα αποτελεί ένα 
αρνητικό µέγεθος. Για se

2
se
1  v  vή  v v ==  η διακρίνουσα ισούται µε το µηδέν, ενώ για 

τιµές του επιταχυντή εκτός του διαστήµατος τιµών που ορίζουν οι δύο ρίζες se
1v  και 

se
2v  η διακρίνουσα θα αποτελεί ένα θετικό µέγεθος.  

   
 

 



 
 
Με άλλα λόγια για ( )se

2
se
1 v,v  v∈  θα ισχύει ότι ∆5 < 0 κάτι που σηµαίνει ότι αφενός 

η χαρακτηριστική εξίσωση θα έχει δύο συζυγείς µιγαδικές ρίζες και αφετέρου ότι 
έπειτα από µία εξωγενή διαταραχή το εισόδηµα θα συγκλίνει ή θα αποκλίνει µέσω 
ταλαντώσεων από τη βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του. Στην περίπτωση που έχουµε 
ότι se

2
se
1  v  vή  v v ==  η χαρακτηριστική εξίσωση θα έχει δύο πραγµατικές και ίσες 

ρίζες, καθώς θα ισχύει ότι ∆5 = 0, ενώ η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος έπειτα 
από µία διατάραξη θα είναι εκθετικής µορφής. Η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος 
θα είναι της ίδιας µορφής και στην περίπτωση που ( ) ( )+∞∪∈ ,v  v0,  v se

2
se
1 , στα πλαίσια 

της οποίας η χαρακτηριστική εξίσωση έχει δύο πραγµατικές και διακριτές ρίζες 
καθώς ισχύει ότι ∆5 > 0. 

Στο σηµείο αυτό, θα πρέπει να τονισθεί το γεγονός ότι το διάστηµα τιµών 
( )se

2
se
1 ,vv  του επιταχυντή για το οποίο στα πλαίσια του µηχανισµού των στατικών 

προσδοκιών  η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος χαρακτηρίζεται από ταλαντώ-
σεις, είναι το ίδιο µε εκείνο που είχαµε προσδιορίσει στα πλαίσια του µηχανισµού 
των αναθεωρούµενων προσδοκιών. Και αυτό διότι οι τιµές των µεγεθών se

2
se
1  και vv  

οι οποίες περιγράφονται µέσω των σχέσεων (5.138.1) & (5.138.2) είναι ακριβώς οι 
ίδιες µε εκείνες που περιγράφονται από τις σχέσεις (5.23.1) και (5.23.2) αντιστοίχως. 

Έχοντας ολοκληρώσει τη διερεύνηση του προσήµου της διακρίνουσας της χαρα-
κτηριστικής εξίσωσης, θα επιστρέψουµε στη συνέχεια στην εξειδίκευση της συµπλη-
ρωµατικής λύσης της βασικής εξίσωσης διαφορών (5.128) και ειδικότερα στον 
προσδιορισµό του µεγέθους των χαρακτηριστικών ριζών. 

Οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης θα έχουν ως ακολούθως: 
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Η συµπληρωµατική λύση θα αποτελεί το γραµµικό συνδυασµό των συναρτήσεων  
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εφόσον οι δύο αυτές συναρτήσεις είναι γραµµικώς ανεξάρτητες, εφόσον δηλαδή 
ισχύει ότι: 
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Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.140.1) & (5.140.2) στη σχέση (5.141) προκύπτει: 
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∆εδοµένου ότι δ0 > 0, οι συναρτήσεις t2,t1, y & y  θα είναι γραµµικώς ανεξάρτητες 

µόνο εφόσον ισχύει ότι λ1 ≠ λ2. ∆εδοµένου ότι λ1 = λ2 στην περίπτωση που ∆5 = 0 και 
λ1 ≠ λ2 εάν ∆5 >,< 0, θα διακρίνουµε στη συνέχεια και βάσει του προσήµου της 
διακρίνουσας της χαρακτηριστικής εξίσωσης µεταξύ τριών περιπτώσεων, ξεκινώντας 
από εκείνη που η διακρίνουσα συνιστά ένα θετικό µέγεθος. 

 
 

1η Περίπτωση : ∆5 > 0 
 
Σ’ αυτή την περίπτωση οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι πραγµατικές 

και διακριτές και έχουν ως ακολούθως: 
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∆εδοµένου ότι λ1 ≠ λ2 θα έχουµε ότι C(t) ≠ 0, κάτι που σηµαίνει ότι οι συναρτή-

σεις t2,t1, y & y  είναι γραµµικώς ανεξάρτητες και κατά συνέπεια συγκροτούν ένα 



θεµελιώδες σύνολο λύσεων της οµογενούς εξίσωσης διαφορών (5.133). Ως εκ τούτου 
η συµπληρωµατική λύση της βασικής εξίσωσης διαφορών (5.128) έχει την ακόλουθη 
µορφή: 
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2η Περίπτωση : ∆5 = 0 
 
Στην περίπτωση που η διακρίνουσα ισούται µε το µηδέν, η χαρακτηριστική 

εξίσωση θα έχει, όπως γνωρίζουµε, δύο πραγµατικές και ίσες ρίζες το µέγεθος των 
οποίων έχει ως ακολούθως: 
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Το γεγονός ωστόσο ότι λ1 = λ2 µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι οι συναρτήσεις 

(5.140.1) & (5.140.2) δεν συγκροτούν ένα θεµελιώδες σύνολο λύσεων της οµογενούς 
εξίσωσης διαφορών (5.129), καθώς από τη σχέση (5.142) για λ1 = λ2 προκύπτει ότι 
C(t) = 0. 

Σε αντίθεση µε τις συναρτήσεις (5.140.1) και (5.140.2), οι συναρτήσεις: 
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είναι γραµµικώς ανεξάρτητες, καθώς για τις συναρτήσεις αυτές η ορίζουσα Casorati 
έχει ως ακολούθως: 
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Ως εκ τούτου η συµπληρωµατική λύση της µη οµογενούς εξίσωσης διαφορών (5.128) 
θα αποτελεί το γραµµικό συνδυασµό των συναρτήσεων t3,t1, y και y . Θα έχουµε 
δηλαδή ότι: 
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όπου Αi , i = 1,2 , δύο αυθαίρετες σταθερές το µέγεθος των οποίων µπορεί να 
προσδιορισθεί µε τη βοήθεια δύο αρχικών συνθηκών. 

 
 

2η Περίπτωση : ∆5 < 0 
 
Στην περίπτωση που η διακρίνουσα είναι ένα αρνητικό µέγεθος, οι ρίζες της 

χαρακτηριστικής εξίσωσης θα είναι δύο συζυγείς µιγαδικοί αριθµοί οι οποίοι και 
έχουν ως ακολούθως: 
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∆εδοµένου ότι λ1 ≠ λ2, η ορίζουσα Casorati [όπως αυτή ορίζεται στη σχέση 

(5.142)] θα είναι διάφορη του µηδενός και ως εκ τούτου οι συναρτήσεις 
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θα είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. 

Εφόσον οι συναρτήσεις (5.150.1) και (5.150.2) συγκροτούν ένα θεµελιώδες 
σύνολο της οµογενούς εξίσωσης διαφορών (5.129), η συµπληρωµατική λύση της 
βασικής εξίσωσης διαφορών (5.128) [ή ισοδύναµα η γενική λύση της (5.129)] θα 
αποτελεί ένα γραµµικό συνδυασµό των συναρτήσεων αυτών. Με άλλα λόγια θα είναι 
της µορφής: 
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 Σύµφωνα τώρα µε το θεώρηµα De Moivre ισχύει ότι: 
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Από το συνδυασµό των σχέσεων (5.151), (5.152) και (5.153) προκύπτει ως 

ακολούθως η τελική µορφή της συµπληρωµατικής λύσης της βασικής εξίσωσης δια-
φορών (5.128), όταν η διακρίνουσα της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι αρνητική:   
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όπου ( ) i AAA & AAA 124213 −=+=  δύο αυθαίρετες σταθερές το µέγεθος των 

οποίων µπορεί να προσδιορισθεί µε τη βοήθεια δύο αρχικών συνθηκών. 
 



Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να παρατηρήσουµε ότι στην περίπτωση που η παρά-
µετρος Rse, όπως αυτή περιγράφεται από τη σχέση (5.153), ισούται µε τη µονάδα, η 
διαχρονική πορεία του εισοδήµατος έπειτα από µία εξωγενή διαταραχή θα χαρακτη-
ρίζεται από σταθερού εύρους ταλαντώσεις (uniform fluctuations). Με άλλα λόγια 
στην περίπτωση που ισχύει ότι: 
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η εκδήλωση µίας εξωγενούς διατάραξης θα έχει ως συνέπεια την ταλάντωση του 
εισοδήµατος γύρω από τη βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του, µε το εύρος της ταλά-
ντωσης, δηλαδή της περιόδου ( seP~ ) εντός της οποίας ολοκληρώνεται µία ταλάντωση, 
να παραµένει σταθερό και ίσο µε: 
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Στον πίνακα που ακολουθεί παρουσιάζονται συνοπτικά οι µορφές της συµπληρω-

µατικής λύσης της µη οµογενούς εξίσωσης διαφορών µε σταθερούς συντελεστές 
(5.128), βάσει του προσήµου της διακρίνουσας της χαρακτηριστικής εξίσωσης 
(5.133). 

 
 
Πίνακας 5.3: Μορφές της συµπληρωµατικής λύσης βάσει του προσήµου της δια-

κρίνουσας ∆5 
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Παρατήρηση: Οι σταθερές Αi, i = 1, …. ,4, µπορούν να προσδιορισθούν µε τη βοήθεια δύο αρχικών 
συνθηκών 

 
 
5.2.2  Προσδιορισµός της µερικής λύσης στα πλαίσια του µηχανισµού των στατι-

κών προσδοκιών 
 
Όπως έχουµε ήδη αναφέρει η µερική λύση µας δίνει το επίπεδο του εισοδήµατος 

ισορροπίας, το επίπεδο δηλαδή προς το οποίο θα συγκλίνει ή από το οποίο θα 
αποκλίνει το εισόδηµα έπειτα από µία εξωγενή διαταραχή. 

Προκειµένου να προσδιορίσουµε την τιµή του εισοδήµατος ισορροπίας όταν οι 
προσδοκίες διαµορφώνονται βάσει του µηχανισµού των στατικών προσδοκιών, δεν 
έχουµε παρά να θέσουµε στη σχέση (5.47) όπου γ = 1. Ειδικότερα:   
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Στο σηµείο αυτό ανακύπτουν δύο ερωτήµατα. Το πρώτο σχετίζεται µε τις 

προϋποθέσεις που θα πρέπει να ικανοποιούνται προκειµένου το εισόδηµα ισορροπίας, 
όπως αυτό περιγράφεται από τη σχέση (5.158), να συνιστά ένα θετικό µέγεθος. Το 
δεύτερο έχει να κάνει µε το εάν και κατά πόσο διαφέρουν τα µεγέθη του εισοδήµατος 
ισορροπίας τα οποία προσδιορίσαµε βάσει του µηχανισµού των αναθεωρούµενων και 
των στατικών προσδοκιών.  

Στα πλαίσια του πρώτου ερωτήµατος, και δεδοµένου ότι b0 > 0, c1 & m ∈ ( 0,1 ), 
φ > 0, b2 < 0, d2 < 0, M0 > 0, 1m1m~ >+= , δ0 > 0 και δ1 < 0, από τη σχέση (5.158) 
εύκολα προκύπτει ότι το πρόσηµο του εισοδήµατος ισορροπίας εξαρτάται σε µεγάλο 
βαθµό από το πρόσηµο του ακόλουθου πολυωνύµου: 
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Βάσει του προσήµου του παραπάνω πολυωνύµου µπορούµε να διακρίνουµε 

µεταξύ των παρακάτω δύο περιπτώσεων: 
 

1ον Εάν 0)m~(P6 <  τότε για να αποτελεί το εισόδηµα ισορροπίας ένα θετικό µέγεθος 
θα πρέπει να ισχύει ότι: 
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νουσα της εξίσωσης 0)m~(P6 = , η οποία είναι ακριβώς η ίδια µε τη διακρίνουσα 
∆5 της χαρακτηριστικής εξίσωσης (5.129), θα είναι αρνητική και ως εκ τούτου το 
πολυώνυµο )m~(P6  θα έχει το ίδιο πρόσηµο µε εκείνο του συντελεστή (+1) του 
όρου 2m~ . Με άλλα λόγια εάν ( )se

2
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1 v,v  v∈  θα έχουµε ότι 0)m~(P6 > , κάτι που µας 

οδηγεί στο συµπέρασµα ότι se
tY~  > 0.   

 
Στα πλαίσια του δευτέρου ερωτήµατος και προκειµένου να διαπιστώσουµε εάν 

και κατά πόσο το εισόδηµα ισορροπίας στο οποίο καταλήγουµε βάσει του µηχανι-
σµού των αναθεωρούµενων προσδοκιών ( )ae

tY~ , διαφέρει από εκείνο στο οποίο κατα-
λήγουµε βάσει του µηχανισµού των στατικών προσδοκιών ( )se

tY~ , θα προσδιορίσουµε 
το πρόσηµο της ακόλουθης διαφοράς: 
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Ειδικότερα, εάν αποδειχθεί ότι ( )0Y~Y~ 0Y~Y~ se

t
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των αναθεωρούµενων (στατικών) προσδοκιών θα µας οδηγεί σ’ ένα υψηλότερο 
επίπεδο εισοδήµατος ισορροπίας συγκριτικά µε εκείνο του µηχανισµού των στατικών 
(αναθεωρούµενων) προσδοκιών. Οι δύο µηχανισµοί διαµόρφωσης των προσδοκιών 
θα µας οδηγούν στο ίδιο επίπεδο του εισοδήµατος ισορροπίας στην περίπτωση που 
ισχύει ότι 0Y~Y~ se

t
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t =− .      

Από το συνδυασµό των σχέσεων (5.47) , (5.158) και (5.161) προκύπτει ότι: 
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∆εδοµένου ότι: 
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από το συνδυασµό των σχέσεων (5.162) & (5.163.1) ~ (5.163.3) προκύπτει: 
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Βάσει της σχέσης (5.164) οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι οι µηχανισµοί των 
αναθεωρούµενων και των στατικών προσδοκιών µας οδηγούν στο ίδιο επίπεδο του 
εισοδήµατος ισορροπίας. 

 
 

5.2.3   Επηρεασµός του επιπέδου του εισοδήµατος ισορροπίας από µεταβολές των 
συνιστωσών παραµέτρων του. 

 
Στην παρούσα ενότητα θα προσπαθήσουµε να εξειδικεύσουµε τις επιπτώσεις από 

τη µεταβολή µίας µόνο εκ των παραµέτρων c1 , b0 , b2 , d1 , d2 , v , M0 , m και t που 
συνθέτουν το περιγραφόµενο µέσω της σχέσης (5.158) εισόδηµα ισορροπίας, όταν οι 
προσδοκίες διαµορφώνονται βάσει του µηχανισµού των στατικών προσδοκιών. 

Στα πλαίσια του παραπάνω µηχανισµού, οι απαλλαγµένες από τις προσδοκίες 
συναρτήσεις των επενδύσεων και της συνολικής ζήτησης χρήµατος, όπως αυτές 
προκύπτουν από τις σχέσεις (5.86) και (5.96) για γ = 1, έχουν ως ακολούθως: 
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όπου b0 > 0, v > 0, 0 < c1 < 1, ∆Υt–1 > 0, b2 < 0, d1 > 0 & d2 < 0 
 
Θεωρώντας τη διαφορά ∆Υt–1 ως ένα σταθερό µέγεθος, η συνάρτηση των επεν-

δύσεων παρουσιάζεται γραφικά στο διάγραµµα ∆ – 5.19 µέσω της καµπύλης Ι1, η 
οποία τέµνει τον κατακόρυφο άξονα στο σηµείο ( )1H~Ο,  και τον οριζόντιο άξονα στο 
σηµείο ( )Ο,H~ 2 , όπου ( ) 0b∆Y vcbH~ 21t101 >+−= −  και 0∆Y vcb H~ 1t102 >+= − . Η 
κλίση της καµπύλης Ι1 δίνεται από την εφαπτοµένη της γωνίας ω~  το µέγεθος της 
οποίας έχει ως ακολούθως: 
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Όπως γίνεται φανερό η θέση της καµπύλης Ι επηρεάζεται από µεταβολές των 
παραµέτρων b0 , v και c1 ενώ η κλίση της επηρεάζεται από µεταβολές της τιµής του 
συντελεστή b2. Πιο συγκεκριµένα µία αύξηση (µείωση) των τιµών των συντελεστών 
b0 , v & c1 θα προκαλέσει την παράλληλη µετατόπιση της καµπύλης Ι προς τα επάνω 
και δεξιά (προς τα κάτω και αριστερά). Από την άλλη µεριά µία µείωση (αύξηση) του 
συντελεστή b2 [ή ισοδύναµα µία κατ’ απόλυτη τιµή αύξηση (µείωση) του εν λόγω 
συντελεστή] θα προκαλέσει τη µείωση (αύξηση) του µεγέθους 1H~ , ενώ το µέγεθος 

2H~  θα παραµείνει αµετάβλητο. Με άλλα λόγια η συγκεκριµένη µεταβολή του 
συντελεστή b2 θα προκαλέσει την αριστερόστροφη (δεξιόστροφη) περιστροφή της 
καµπύλης Ι περί του σταθερού σηµείου 2H~ .        



 
 

∆ – 5.19 
 
 

            
                                                     ∆ – 5.20 



Με δεδοµένο το τρέχον επίπεδο του εισοδήµατος, η συνάρτηση της συνολικής 
ζήτησης χρήµατος παρουσιάζεται γραφικά στο διάγραµµα ∆ – 5.20 µέσω της 
καµπύλης Μd, η οποία τέµνει τον κατακόρυφο και τον οριζόντιο άξονα στα σηµεία 

( ) ( )Ο,Β~ και Α~Ο, 11  αντιστοίχως, όπου 0Yd Β~ και 0
d
YdΑ~ t11
2

t1
1 >=>−= . Η κλίση της 

καµπύλης Md δίνεται από την εφαπτοµένη της γωνίας y~  η οποία και έχει ως εξής: 
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Όπως εύκολα µπορεί να διαπιστώσει κανείς, η θέση της καµπύλης Μd επηρεά-

ζεται από µεταβολές του συντελεστή d1 ενώ η κλίση της επηρεάζεται από µεταβολές 
του συντελεστή d2. Ειδικότερα µία αύξηση (µείωση) της τιµής του συντελεστή d1 θα 
έχει ως συνέπεια την παράλληλη µετατόπιση της καµπύλης Μd προς τα επάνω και 
δεξιά (προς τα κάτω και αριστερά). Από την άλλη µία µείωση (αύξηση) [ή ισοδύναµα 
µία κατ’ απόλυτη τιµή αύξηση (µείωση)] της τιµής του συντελεστή d2 θα προκαλέσει 
την µείωση (αύξηση) του µεγέθους 1Α~  ενώ το µέγεθος 1Β

~
 θα παραµείνει αµετάβλητο. 

Με άλλα λόγια η συγκεκριµένη µεταβολή της τιµής του συντελεστή d2 θα προκαλέσει 
την αριστερόστροφη (δεξιόστροφη) περιστροφή της καµπύλης Μd περί του σταθερού 
σηµείου 1Β

~ .     
Τέλος η επιτοκιακή διαφορά (∆Rt–1) για την οποία η αγορά χρήµατος βρίσκεται 

σε κατάσταση ισορροπίας, προσδιορίζεται µε τη βοήθεια της σχέσης (5.5) από την 
οποία για γ = 1 προκύπτει ότι: 
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Στη συνέχεια της ανάλυσής µας θα προσδιορίσουµε το πρόσηµο της µερικής 

παραγώγου του εισοδήµατος ισορροπίας, όπως αυτό περιγράφεται από τη σχέση 
(5.158), ως προς κάθε µία από τις συνιστώσες παραµέτρους του, ξεκινώντας από 
εκείνη των αυτόνοµων επενδύσεων. 

 
 

(α) Αυτόνοµες επενδύσεις (b0)    
 
Μία απειροελάχιστη αύξηση των αυτόνοµων επενδύσεων θα προκαλέσει την 

αύξηση της συνολικής ζήτησης, και µε δεδοµένη τη συνολικά προσφερόµενη ποσό-
τητα θα οδηγήσει την αγορά προϊόντος σε κατάσταση ανισορροπίας. Η ισορροπία 
στην αγορά προϊόντος θα αποκατασταθεί µε την αύξηση της συνολικά προσφερόµε-
νης ποσότητας. Με άλλα λόγια µία αύξηση των αυτόνοµων επενδύσεων αναµένεται 
να οδηγήσει στην αύξηση του εισοδήµατος ισορροπίας ή σε µαθηµατικούς όρους: 
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Η µερική παράγωγος του εισοδήµατος ισορροπίας ως προς b0 έχει ως εξής: 
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Όπως διαπιστώνουµε από την παραπάνω σχέση, και δεδοµένου ότι 1 – c1 > 0 και  

φ > 0, η µερική παράγωγος του εισοδήµατος ισορροπίας ως προς τις αυτόνοµες 
επενδύσεις έχουν το αναµενόµενο, βάσει της προηγηθείσας ανάλυσης, πρόσηµο.    

 
 

(β) Οριακή ροπή προς κατανάλωση ( c1 ) 
 
Προ της µεταβολής του µεγέθους της οριακής ροπής προς κατανάλωση, ας 

υποθέσουµε ότι η αγορά χρήµατος ισορροπεί στο σηµείο ( )O,B~1  του γραφήµατος     
∆ – 5.21, στο σηµείο δηλαδή τοµής των καµπυλών προσφοράς (Μs) και ζήτησης (Μd) 
χρήµατος, από το οποίο προκύπτει η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας35 ∆R1 = 0. 
Βάσει αυτής, το αρχικό ύψος των επενδύσεων Ι1 προσδιορίζεται από το σηµείο τοµής 
της αρχικής καµπύλης των επενδύσεων ( )1t201t111 ∆Y,b,v,b;R∆,cΙ Ι −−=  µε τον 
οριζόντιο άξονα.   

 
 

 
 

 
∆ – 5.21 

 
 
Ας υποθέσουµε τώρα ότι η τιµή της οριακής ροπής προς κατανάλωση αυξάνεται 

από c11 σε c12, µε c11 < c12. Η µεταβολή αυτή θα αφήσει ανεπηρέαστη την κλίση της 
καµπύλης των επενδύσεων, δεδοµένου ότι αυτή υπόκειται στην επίδραση µόνο του 
συντελεστή b2. Ανεπηρέαστη θα παραµείνει και η ισορροπία στην αγορά χρήµατος, 
                                                 
35 Οι επιπτώσεις της µεταβολής του µεγέθους της οριακής ροπής προς κατανάλωση επί του ύψους των 
επενδύσεων είναι οι ίδιες ανεξαρτήτως του προσήµου της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας ∆R1  



καθώς από τη σχέση (5.169) προκύπτει ότι 0cR∆ 11t =∂∂ − . Από τη σχέση ωστόσο 
(5.165) προκύπτει ότι 0∆Y vcI 1t1t >=∂∂ − . Με άλλα λόγια η αύξηση της τιµής της 
οριακής ροπής προς κατανάλωση θα προκαλέσει την παράλληλη µετατόπιση της 
καµπύλης των επενδύσεων προς τα επάνω και δεξιά από τη θέση Ι1 στη θέση Ι2. Το 
νέο και υψηλότερο επίπεδο επενδύσεων Ι2 προσδιορίζεται από το σηµείο ( )O,H~ 22 , 
από το σηµείο δηλαδή τοµής της καµπύλης Ι2 µε τον οριζόντιο άξονα.  

Ως αποτέλεσµα της αύξησης της οριακής ροπής προς κατανάλωση θα αυξηθεί 
όχι µόνο το επίπεδο των επενδύσεων αλλά και το επίπεδο της κατανάλωσης. Με άλλα 
λόγια θα έχουµε αύξηση της συνολικής ζήτησης, κάτι που αναµένεται να οδηγήσει 
στην αύξηση και του επιπέδου του εισοδήµατος ισορροπίας. Σε µαθηµατικούς όρους 
αναµένουµε δηλαδή ότι: 
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Από τη σχέση (5.158) προκύπτει ότι: 
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∆εδοµένου ότι b0 > 0, φ > 0, d1 > 0, 0 < m < 1, v > 0 & 1m1m~ >+= , από την 
παραπάνω σχέση προκύπτει ότι η µερική παράγωγος του εισοδήµατος ισορροπίας 
παρουσιάζει το, από οικονοµικής απόψεως, αναµενόµενο πρόσηµο.  

 
 

(γ) Ο συντελεστής b2 
 
Έχοντας διερευνήσει τις επιπτώσεις µίας απειροελάχιστης µεταβολής των αυτό-

νοµων επενδύσεων και της οριακής ροπής προς κατανάλωση πάνω στο επίπεδο του 
εισοδήµατος ισορροπίας, στην παρούσα παράγραφο θα διερευνήσουµε και τις επι-
πτώσεις µίας αύξησης της τιµής του συντελεστή b2 επί του εισοδήµατος ισορροπίας. 
Με τη βοήθεια του γραφήµατος ∆ – 5.22 που ακολουθεί θα επιχειρήσουµε να 
προσδιορίσουµε το αναµενόµενο πρόσηµο της µερικής παραγώγου 2

se
t bY~ ∂∂ .   

 
 

 
 

∆ – 5.22 
 
 
Από τη σχέση (5.169) γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι η αύξηση της τιµής του 

συντελεστή b2 (για παράδειγµα από – 2 σε – 1) θα αφήσει ανεπηρέαστο το επίπεδο 
της επιτοκιακής διαφοράς για την οποία η αγορά χρήµατος βρίσκεται σε κατάσταση 
ισορροπίας. Όπως έχουµε όµως ήδη αναφέρει, η αύξηση του εν λόγω συντελεστή θα 
προκαλέσει την δεξιόστροφη περιστροφή της καµπύλης των επενδύσεων περί του 
σηµείου 2H~  από την αρχική θέση Ι1 στη νέα θέση Ι2. Γίνεται λοιπόν φανερό ότι η 
επίπτωση της αύξησης του συντελεστή b2 πάνω στο ύψος των επενδύσεων εξαρτάται 



από το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας ∆Rt–1. Ως εκ τούτου µπορούµε 
να διακρίνουµε µεταξύ των παρακάτω περιπτώσεων: 

 
1η Περίπτωση: ∆Rt–1 >0  

 
Στην περίπτωση που η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας ∆Rt–1 συνιστά ένα θετικό 

µέγεθος (∆R1 > 0), το αρχικό ύψος των επενδύσεων (Ι11) προσδιορίζεται από το 
σηµείο Ε11. Η περιστροφή της καµπύλης των επενδύσεων, ως αποτέλεσµα της 
αύξησης του συντελεστή b2, από τη θέση I1 στη θέση Ι2 θα προκαλέσει την αύξηση 
των επενδύσεων από Ι11 σε Ι12. Η αύξηση αυτή των επενδύσεων θα προκαλέσει την 
αύξηση της συνολικής ζήτησης και κατ’ επέκταση του εισοδήµατος ισορροπίας. Με 
άλλα λόγια στην περίπτωση που ∆Rt–1 > 0 θα αναµένουµε ότι: 

 

0
b

Y~

2

se
t >

∂

∂  

 
2η Περίπτωση: ∆R t–1 = 0 

 
Εάν η επιτοκιακή διαφορά για την οποία η αγορά χρήµατος βρίσκεται σε κατά-

σταση ισορροπίας ισούται µε το µηδέν (∆R2 = 0 ), το αρχικό ύψος των επενδύσεων 
προσδιορίζεται από το σηµείο τοµής της αρχικής καµπύλης Ι1 µε τον οριζόντιο άξονα. 
Όπως προκύπτει και από το γράφηµα ∆ – 5.22, η περιστροφή της καµπύλης των επε-
νδύσεων περί του σηµείου τοµής 2H~  θα αφήσει ανεπηρέαστο το ύψος των επενδύ-
σεων. Με άλλα λόγια, στην περίπτωση που ∆Rt–1 = 0 θα αναµένουµε ότι: 
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3η Περίπτωση: ∆R t–1 < 0 

 
Τέλος στην περίπτωση που η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας συνιστά ένα 

αρνητικό µέγεθος (∆R3 < 0), η αύξηση του συντελεστή b2 αφενός θα προκαλέσει την 
περιστροφή της καµπύλης των επενδύσεων από τη θέση Ι1 στη θέση Ι2, αφετέρου θα 
επιφέρει την µείωση των επενδύσεων από το αρχικό επίπεδο Ι31 στο νέο και χαµηλό-
τερο επίπεδο Ι32. Η µείωση των επενδύσεων θα έχει ως συνέπεια τη µείωση της 
συνολικής ζήτησης και συνακολούθως του εισοδήµατος ισορροπίας. Με άλλα λόγια 
στην περίπτωση που ∆R t–1 < 0 θα αναµένουµε ότι: 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω ανάλυση το πρόσηµο της µερικής παραγώ-

γου του εισοδήµατος ισορροπίας ως προς b2 αναµένεται ότι θα είναι απροσδιόριστο.  
Η µερική παράγωγος του εισοδήµατος ισορροπίας ως προς το συντελεστή b2, 

όπως αυτή προκύπτει από τη σχέση (5.158), έχει ως ακολούθως: 
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∆εδοµένου ότι b0 > 0, d1 > 0, d2 < 0, b2 < 0, φ > 0, Μ0 > 0, δ1 < 0, δ0 > 0 και 

1m1m~ >+= , από τη σχέση (5.172) γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι το πρόσηµο της 
µερικής παραγώγου 2

se
t bY~ ∂∂ είναι µάλλον απροσδιόριστο, επιβεβαιώνοντας έτσι το 

βασικό συµπέρασµα της ανάλυσης που προηγήθηκε του προσδιορισµού της εν λόγω 
µερικής παραγώγου.   

 
 

(δ) Ο συντελεστής d1 

 
Μία απειροελάχιστη µεταβολή της τιµής του συντελεστή d1 θα επηρεάσει, όπως 

προκύπτει και από τη σχέση (5.169), το επίπεδο της επιτοκιακής διαφοράς (∆Rt–1) για 
την οποία ισορροπεί η αγορά χρήµατος. Προκειµένου να διερευνήσουµε προς ποια 
κατεύθυνση θα κινηθεί η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας έπειτα από µία µεταβολή 
µόνο του συντελεστή d1, δεν έχουµε παρά να υπολογίσουµε το πρόσηµο της µερικής 
παραγώγου της σχέσης (5.169) ως προς d1. Το µέγεθος της εν λόγω µερικής παρα-
γώγου έχει ως ακολούθως: 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση µία αύξηση της τιµής του συντελεστή 

d1 θα προκαλέσει τη αύξηση της επιτοκιακής διαφοράς για την οποία η αγορά χρήµα-
τος βρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας. ∆εδοµένης της ύπαρξης αρνητικής σχέσης 
µεταξύ των επενδύσεων και της επιτοκιακής διαφοράς, η αύξηση της τελευταίας θα 
προκαλέσει τη µείωση του επιπέδου των επενδύσεων και συνακολούθως της συνο-
λικής ζήτησης, οδηγώντας έτσι και στη συρρίκνωση του εισοδήµατος ισορροπίας. Σε 
µαθηµατικούς όρους θα αναµένουµε δηλαδή ότι: 
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Από τη σχέση (5.158) προκύπτει ότι: 
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∆εδοµένου ότι οι παράµετροι b0, d1, M0 και φ είναι θετικά ορισµένες, ο εντός της 

αγκύλης όρος της σχέσης (5.174) θα συνιστά ένα θετικό µέγεθος και ως εκ τούτου θα 



ισχύει ότι 0dY~ 1
se
t <∂∂ . Με άλλα λόγια η προκύπτουσα από τη σχέση (5.158) µερική 

παράγωγος 1
se
t dY~ ∂∂  υποδεικνύει, όπως αναµενόταν, την ύπαρξη αρνητικής σχέσης 

µεταξύ του εισοδήµατος ισορροπίας και του συντελεστή d1.  
 
 

(ε) Ο συντελεστής d2 
 
Με τη βοήθεια του γραφήµατος που ακολουθεί θα προσπαθήσουµε να διερευνή-

σουµε τις επιπτώσεις µίας µείωσης της τιµής του συντελεστή d2 (για παράδειγµα από 
–1 σε –2) πάνω τόσο στο επίπεδο των επενδύσεων όσο και σ’ εκείνο του εισοδήµατος 
ισορροπίας.  

 
 

 
 
 

∆ – 5.23 
 
 
Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, η µείωση της τιµής του συντελεστή d2 θα έχει ως 

συνέπεια την αριστερόστροφη περιστροφή της αρχικής καµπύλης ζήτησης χρήµατος 
( )d

1M  περί του σηµείου τοµής της µε τον οριζόντιο άξονα ( )[ ]O,B~1 , από τη θέση d
1M  

στη θέση d
2M . Όσον αφορά τώρα την επίπτωση της συγκεκριµένης µεταβολής του 

συντελεστή d2 επί του ύψους των επενδύσεων, από το γράφηµα ∆ – 5.23 γίνεται 
εύκολα αντιληπτό ότι αυτή εξαρτάται από το πρόσηµο της τιµής της αρχικής επιτο-
κιακής διαφοράς ισορροπίας. Εξαρτάται δηλαδή από τη σχετική θέση του αρχικού 
σηµείο ισορροπίας της αγοράς χρήµατος ως προς το σηµείο τοµής της καµπύλης 
ζήτησης χρήµατος µε τον οριζόντιο άξονα. Βάσει του προσήµου της επιτοκιακής 
διαφοράς ισορροπίας θα διακρίνουµε στη συνέχεια µεταξύ τριών περιπτώσεων:  

 
 



1η Περίπτωση: ∆Rt–1 > 0 
 
Στα πλαίσια της πρώτης περίπτωσης θα υποθέσουµε ότι προ της µειώσεως της 

τιµής του συντελεστή d2, η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας (∆R11), όπως αυτή 
προσδιορίζεται από το σηµείο τοµής ( )11E  των καµπυλών s

1
d
1 M και M , συνιστά ένα 

θετικό µέγεθος.     
Ως αποτέλεσµα της µετατόπισης της καµπύλης ζήτησης χρήµατος, λόγω µείωσης 

της τιµής του συντελεστή d2, από τη θέση d
2

d
1 M θέση στη M  και της συνακόλουθης 

µετατόπισης του σηµείου ισορροπίας της αγοράς χρήµατος από το 1211 E στο E , η 
επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας µειώνεται από 1211 ∆R σε ∆R  προκαλώντας έτσι την 
αύξηση των επενδύσεων από το αρχικό επίπεδο Ι11 στο υψηλότερο επίπεδο Ι12. Η 
αύξηση αυτή των επενδύσεων αναµένεται να οδηγήσει στην αύξηση της συνολικής 
ζήτησης και κατ’ επέκταση του επιπέδου του εισοδήµατος ισορροπίας. Σε µαθηµατι-
κούς όρους θα αναµένουµε κατά συνέπεια ότι: 

 

0  
d

Y~

2

se
t <

∂

∂  

 
2η Περίπτωση: ∆Rt–1 = 0 

 
Στην περίπτωση που η καµπύλη προσφοράς χρήµατος ( )s

2M  τέµνει την αρχική 
καµπύλη ζήτησης χρήµατος στο σηµείο τοµής της µε τον οριζόντιο άξονα, η µετατό-
πιση της καµπύλης d

2
d
1 M θέση στη M , ως αποτέλεσµα της µειώσεως του µεγέθους του 

συντελεστή d2, θα αφήσει ανεπηρέαστη αφενός την επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας 
(το ύψος της οποίας θα παραµείνει σταθερό σε ∆R2 = 0) και αφετέρου το επίπεδο των 
επενδύσεων (το ύψος των οποίων θα παραµείνει στο επίπεδο Ι2) και συνακολούθως 
της συνολικής ζήτησης και του εισοδήµατος ισορροπίας. Με άλλα λόγια, και σε 
µαθηµατικούς όρους, θα αναµένουµε ότι: 
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3η Περίπτωση: ∆Rt–1 < 0 

 
Στην περίπτωση τέλος που το σηµείο τοµής της αρχικής καµπύλης ζήτησης 

χρήµατος µε τον οριζόντιο άξονα κείται αριστερά του αρχικού σηµείου ισορροπίας 
της αγοράς χρήµατος ( )31E , του σηµείου δηλαδή τοµής των καµπυλών s

3
d
1 M και M , η 

µετατόπιση της καµπύλης d
2

d
1 M θέση στη M  και της συνακόλουθης µετατόπισης του 

σηµείου ισορροπίας της αγοράς χρήµατος από το 3231 E στο E , θα προκαλέσει την αύ-
ξηση της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας (από το αρχικό ύψος ∆R31 στο υψηλότερο 
∆R32) και συνακολούθως τη µείωση των επενδύσεων (από Ι31 σε Ι32), της συνολικής 
ζήτησης και κατ’ επέκταση του εισοδήµατος ισορροπίας. Σε µαθηµατικούς όρους θα 
αναµένουµε δηλαδή ότι: 
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d
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω ανάλυση, το πρόσηµο της µερικής παρα-
γώγου 2

se
t dY~ ∂∂ είναι µάλλον απροσδιόριστο. Προκειµένου να επιβεβαιώσουµε το 

συµπέρασµα αυτό δεν έχουµε παρά να υπολογίσουµε το ακριβές µέγεθος της εν λόγω 
µερικής παραγώγου. Πιο συγκεκριµένα από τη σχέση (5.158) παίρνουµε:  
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∆εδοµένου ότι b0 > 0, b2 < 0, d2 < 0, M0 > 0, m~  > 1, δ1 < 0, δ0 > 0 και φ > 0, από 
την παραπάνω σχέση εύκολα προκύπτει ότι το πρόσηµο της µερικής παραγώγου του 
εισοδήµατος ισορροπίας ως προς το συντελεστή d2 είναι πράγµατι απροσδιόριστο.  

 
 

(στ) Ο επιταχυντής ( v ) 
 
Μια απειροελάχιστη αύξηση (µείωση) µόνο της τιµής του επιταχυντή (v) θα προ-

καλέσει την παράλληλη µετατόπιση της καµπύλης των επενδύσεων προς τα επάνω 
και δεξιά (προς τα κάτω και αριστερά). Με δεδοµένο το επίπεδο της επιτοκιακής 
διαφοράς ισορροπίας, η µετατόπιση της καµπύλης των επενδύσεων θα προκαλέσει 
την αύξηση (µείωση) των επενδύσεων και κατ’ επέκταση της συνολικής ζήτησης, 
οδηγώντας έτσι στην αύξηση (µείωση) του εισοδήµατος ισορροπίας. Σε µαθηµα-
τικούς όρους θα αναµένουµε συνεπώς ότι: 
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Από τη σχέση (5.158) προκύπτει ότι: 
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∆εδοµένου ότι b2 < 0, d2 < 0, 0 < c1 < 1, M0 > 0, 0 < m < 1 και m~  > 1, από την 
σχέση (5.176) γίνεται φανερό ότι η µερική παράγωγος του εισοδήµατος ισορροπίας 
ως προς τον επιταχυντή θα έχει το αναµενόµενο πρόσηµο. 

 
 

(ζ)   Αρχική ποσότητα χρήµατος (Μ0) 
 
Υποθέτοντας ότι το µέγεθος των υπολοίπων συντελεστών του υποδείγµατος 

παραµένει σταθερό, µία απειροελάχιστη αύξηση (µείωση) της αρχικής ποσότητας 
χρήµατος θα προκαλέσει την µείωση (αύξηση) της επιτοκιακής διαφοράς για την 
οποία η αγορά χρήµατος βρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας. Η αρνητική αυτή σχέ-
ση αποδεικνύεται από το γεγονός ότι η ακόλουθη µερική παράγωγος της επιτοκιακής 
διαφοράς ισορροπίας, όπως αυτή περιγράφεται από τη σχέση (5.169), ως προς Μ0: 
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συνιστά ένα αρνητικό µέγεθος.   

Η µείωση (αύξηση) της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας ως αποτέλεσµα της 
αύξησης (µείωσης) της αρχικής ποσότητας χρήµατος, θα προκαλέσει την αύξηση 
(µείωση) των επενδύσεων και κατ’ επέκταση της συνολικής ζήτησης και του εισοδή-
µατος ισορροπίας. Με άλλα λόγια και σε µαθηµατικούς όρους αναµένουµε ότι: 
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Προκειµένου να επιβεβαιώσουµε το παραπάνω συµπέρασµα θα υπολογίσουµε το 

πρόσηµο της µερικής παραγώγου 0
se
t MY~ ∂∂ , το µέγεθος της οποίας προσδιορίζεται 

από τη σχέση (5.158). Από τη σχέση αυτή προκύπτει ότι: 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, και δεδοµένου ότι b2 < 0, d2 < 0,       

φ > 0 και m~  > 1, η µερική παράγωγος 0
se
t MY~ ∂∂ θα έχει το αναµενόµενο πρόσηµο 

εφόσον ισχύει ότι 0  δm~δm~)m~(P 01
2

6 >++= . ∆εδοµένου ότι η διακρίνουσα της 
εξίσωσης 0)m~(P6 =  είναι ακριβώς η ίδια µε εκείνη της χαρακτηριστικής εξίσωσης, 
περιγράφεται δηλαδή από τη σχέση (5.135), µπορούµε να διακρίνουµε µεταξύ των 
δύο παρακάτω περιπτώσεων: 

 
1η Εάν ο επιταχυντής παίρνει τιµές στο διάστηµα36 ( )se

2
se
1 v,v , τότε η διακρίνουσα της 

εξίσωσης 0)m~(P6 =  θα είναι αρνητική και θα ισχύει ότι 0)m~(P6 > . Με άλλα 

                                                 
36 Οι τιµές των se

2 
se
1 και vv  περιγράφονται από τις σχέσεις (5.138.1) και (5.138.2) αντιστοίχως. 



λόγια στην περίπτωση που ( )se
2

se
1 v,v  v∈ , η µερική παράγωγος 0

se
t MY~ ∂∂ θα έχει 

το αναµενόµενο πρόσηµο. 
 
2η Εάν ( )se

2
se
1 v,v  v∉ ,  το πολυώνυµο )m~(P6  θα είναι θετικά ορισµένο, και κατά συνέ-

πεια η µερική παράγωγος 0
se
t MY~ ∂∂ θα έχει το αναµενόµενο πρόσηµο, εφόσον η 

παράµετρος m~  παίρνει τιµές στο διάστηµα37 ( 0,λ1 ) ∪ ( λ2,+∞ ) ή εφόσον ισχύει 
ότι38 2δm~ 1−>        

 
 

(η)   Ο ρυθµός αύξησης της προσφοράς χρήµατος ( m ) 
 
Η µόνιµη αύξηση (µείωση) µόνο του ποσοστού της νοµισµατικής επέκτασης (m) 

θα έχει ως συνέπεια την µείωση (αύξηση) της επιτοκιακής διαφοράς, για την οποία η 
αγορά χρήµατος βρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας. Η ύπαρξη αρνητικής σχέσης 
µεταξύ της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας και του ρυθµού της νοµισµατικής 
επέκτασης αποδεικνύεται από το γεγονός ότι η µερική παράγωγος της σχέσης (5.169) 
ως προς m, η οποία ισούται µε:   
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όπου d2 < 0, 0 < m < 1, t ≥ 0, M0 > 0 και 1m1m~ >+=  

 
συνιστά ένα αρνητικό µέγεθος. Η µείωση (αύξηση) της επιτοκιακής διαφοράς ισορ-
ροπίας οδηγεί στην αύξηση (µείωση) των επενδύσεων, και κατ’ επέκταση της 
συνολικής ζήτησης, προκαλώντας έτσι και την αύξηση (µείωση) του εισοδήµατος 
ισορροπίας. Σε µαθηµατικούς όρους, η αναµενόµενη θετική σχέση µεταξύ του 
ρυθµού της νοµισµατικής επέκτασης (m) και του εισοδήµατος ισορροπίας ( se

tY~ ) περι-
γράφεται ως ακολούθως: 
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Παίρνοντας τη µερική παράγωγο της σχέσης (5.158) ως προς m προκύπτει ότι: 
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37 Οι παράµετροι λ1 και λ2 συνιστούν τις ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης (5.133) στην περίπτωση 

που ∆5 > 0 και τα µεγέθη τους δίνονται µέσω των σχέσεων (5.143.1) & (5.143.2) αντιστοίχως 
38 Το µέγεθος –δ1/2 συνιστά τη ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης (5.133) στην περίπτωση που ∆5 = 0  
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∆εδοµένου ότι φ > 0, Μ0 > 0, d1 > 0, t ≥ 0, δ1 < 0, δ0 > 0 και 1m1m~ >+= , από 

την παραπάνω σχέση γίνεται αντιληπτό ότι το πρόσηµο της µερικής παραγώγου του 
εισοδήµατος ισορροπίας ως προς την παράµετρο m εξαρτάται από του πρόσηµο του 
µεγέθους ( ) ( ) 01

2
7 δ 2t m~ 1tδm~t )m~(P ++++= . ∆εδοµένου ότι το )m~(P7  συνιστά ένα 

πολυώνυµο δευτέρου βαθµού ως προς m~ , θα µπορούσαµε να προσδιορίσουµε ένα 
διάστηµα τιµών της εν λόγω παραµέτρου εντός του οποίου θα ισχύει ότι 0)m~(P7 > . 

Ως πρώτο βήµα για την εξειδίκευση αυτού του διαστήµατος τιµών, θα προσδιορί-
σουµε τη διακρίνουσα της εξίσωσης 0)m~(P7 =  η οποία και έχει ως ακολούθως: 
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 Από την παραπάνω σχέση, και εφόσον δ0 > 0, γίνεται φανερό ότι το πρόσηµο 

της διακρίνουσας της εξίσωσης 0)m~(P7 =  εξαρτάται από το πρόσηµο του µεγέθους 

0
2
1 δ 4 δ − , από το πρόσηµο δηλαδή της διακρίνουσας της χαρακτηριστικής εξίσωσης 

(5.133), βάσει του οποίου διακρίνουµε µεταξύ των ακόλουθων περιπτώσεων: 
 

1η περίπτωση: Εάν ο επιταχυντής (v) παίρνει τιµές στο διάστηµα ( )se
2

se
1 v,v , όπου 

se
2

se
1 v,v  οι ρίζες της εξίσωσης ( ) 0  1  v2u-1 2v2 =++  το µέγεθος των οποίων περιγρά-

φεται από τις σχέσεις (5.138.1) και (5.138.2) αντιστοίχως, θα ισχύει ότι 0δ 4 δ 0
2
1 <− . 

Ως εκ τούτου µπορούµε να διακρίνουµε µεταξύ τριών υποπεριπτώσεων: 



 
(1α) Στην περίπτωση που ισχύει ότι ( )( ) 0

2
0

2
1 δ 4  1t δ 4 δ −<+−  η διακρίνουσα, 

όπως αυτή περιγράφεται από τη σχέση (5.181), θα συνιστά ένα αρνητικό µέγεθος. 
Εφόσον ∆7 < 0 οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι 0)m~(P7 > , κάτι που σηµαίνει 
ότι η µερική παράγωγος mY~ se

t ∂∂ , όπως αυτή περιγράφεται από τη σχέση (5.180), 
θα παρουσιάζει το αναµενόµενο πρόσηµο. 
 
(1β) Στην περίπτωση που ( )( ) 0

2
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2
1 δ 4  1t δ 4 δ −>+− , στην περίπτωση δηλαδή που 

∆7 > 0, το µέγεθος )m~(P7  θα είναι θετικά ορισµένο εφόσον ισχύει ότι ( )*
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*
1 m~,m~m~ ∉  

, όπου *
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*
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1 m~m~ µε m~,m~ <  οι ρίζες της εξίσωσης 0)m~(P7 = , το µέγεθος των 

οποίων έχει ως ακολούθως:   
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Με άλλα λόγια η µερική παράγωγος mY~ se
t ∂∂  θα έχει το αναµενόµενο 

πρόσηµο εφόσον ισχύει ότι ( ) ( )+∞∪∈ ,m~m~0, m~ *
2

*
1 . 

 



(1γ) Στην περίπτωση που ( )( ) 0
2

0
2
1 δ 4  1t δ 4 δ −=+− , στην περίπτωση δηλαδή που 

∆7 = 0, το πολυώνυµο )m~(P7  θα είναι θετικά ορισµένο εφόσον ισχύει ότι 
( )+∞∈ ,m~ m~ *

3 , όπου *
3m~  η διπλή ρίζα της εξίσωσης 0)m~(P7 =  το µέγεθος της 

οποίας προκύπτει από τη σχέση (5.182.1) [ ή από τη σχέση (5.182.2)] θέτοντας 
όπου ∆7 = 0 και το οποίο έχει ως ακολούθως: 
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2η περίπτωση: Εάν ο επιταχυντής παίρνει τιµές στο διάστηµα ) ,v[  ]v(0, se

2
se
1 ∞+∪  θα 

ισχύει ότι 0δ 4 δ 0
2
1 ≥−  και ως εκ τούτου η εξίσωση 0)m~(P7 =  θα έχει δύο πραγµα-

τικές και διακριτές ρίζες. Με άλλα λόγια το πολυώνυµο )m~(P7  θα είναι θετικά ορισ-
µένο, και κατά συνέπεια η µερική παράγωγος mY~ se

t ∂∂  θα παρουσιάζει το 
αναµενόµενο πρόσηµο, εφόσον η παράµετρος m~  κινείται εκτός του διαστήµατος 
τιµών που ορίζουν οι δύο αυτές πραγµατικές ρίζες.  

 
 

(θ) Ο χρόνος 
 
Το επίπεδο του εισοδήµατος ισορροπίας αναµένεται να επηρεάζεται θετικά από 

το χρόνο, καθώς διαχρονικά παρατηρούµε µία αύξηση της τιµής του. Με άλλα λόγια 
και σε µαθηµατικούς όρους θα αναµένουµε ότι: 
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Από τη σχέση (5.158) προκύπτει ότι: 
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Από την παραπάνω σχέση, και δεδοµένου ότι b2 < 0, d2 < 0, φ > 0, Μ0 > 0 και 
1m~ > , γίνεται φανερό ότι η µερική παράγωγος tY~ se

t ∂∂  θα έχει οπωσδήποτε το 
αναµενόµενο πρόσηµο εφόσον 0δm~δm~ 01

2 >++ , εφόσον δηλαδή ο επιταχυντής 
παίρνει τιµές στο διάστηµα ( )se

2
se
1 v,v .   

 
 

5.2.4   Συνθήκες ευστάθειας και προσδιορισµός της γενικής λύσης υπό καθεστώς 
στατικών προσδοκιών. 

 
Έχοντας διερευνήσει στα πλαίσια του µηχανισµού των στατικών προσδοκιών τον 

επηρεασµό του επιπέδου του εισοδήµατος ισορροπίας από πολύ µικρές µεταβολές της 
τιµής µίας µόνο εκ των παραµέτρων που το συνθέτουν, στην παρούσα ενότητα και 
κινούµενοι στα πλαίσια του ίδιου µηχανισµού διαµόρφωσης των προσδοκιών, θα 
εξάγουµε κατ’ αρχήν τη µαθηµατική µορφή της γενικής λύσης του υποδείγµατος και 



στη συνέχεια θα προσδιορίσουµε τις συνθήκες που θα πρέπει να ικανοποιούνται 
προκειµένου το υπόδειγµα να είναι ευσταθές.  

Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, η γενική λύση ( Υt ) της εξίσωσης διαφορών (5.128) 
δίνεται από τη σχέση (5.130) και αποτελεί το άθροισµα της συµπληρωµατικής της 
λύσης ( )c

tY  µε µία µερική της λύση ( )se
t

p
t Y~Y = . Από το συνδυασµό των σχέσεων 

(5.130), (5.144), (5.148), (5.155) και (5.158) προκύπτει η γενική λύση Υt, η µορφή 
της οποίας διαφοροποιείται ανάλογα µε το πρόσηµο της διακρίνουσας της χαρακτηρι-
στικής εξίσωσης (5.133) και η οποία παρουσιάζεται συνοπτικά µε τη βοήθεια του 
πίνακα 5.4.  

 
 

Πίνακας 5.4: Μορφές της γενικής λύσης βάσει του προσήµου της διακρίνουσας ∆5 
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Παρατήρηση: Οι σταθερές Αi, i = 1, …. ,4, µπορούν να προσδιορισθούν µε τη βοήθεια δύο αρχικών 
συνθηκών 

 
 
Έχοντας προσδιορίσει τη µορφή της γενικής λύσης της βασικής εξίσωσης 

διαφορών (5.128) θα προσδιορίσουµε στη συνέχεια τις συνθήκες ευστάθειας, τις 
συνθήκες δηλαδή που θα πρέπει να ικανοποιούν οι παράµετροι του υποδείγµατος 
προκειµένου το εισόδηµα να συγκλίνει προς τη βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του 
έπειτα από µία εξωγενή διαταραχή. 

Προκειµένου να εξάγουµε τις κατά Routh ικανές και αναγκαίες συνθήκες ευστά-
θειας του υποδείγµατος, θα πραγµατοποιήσουµε τον περιγραφόµενο µέσω της σχέσης 
(5.65) µετασχηµατισµό. Ειδικότερα, αντικαθιστώντας τη σχέση (5.65) στη χαρακτη-
ριστική εξίσωση (5.133) προκύπτει ότι: 

 
 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ⇒=−++−+++⇒

⇒=+−+−+++⇒

⇒=
−

−+−+++
⇒

⇒=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

⇒=++=

0δδ1  z δ 1 2  z δδ1        

01z 2zδ 1zδ1z 2z          

  0
1z

1zδ 1z 1zδ1z            

0δ 
1z
1zδ

1z
1z0δ λδλλP

100
2

10

2
0

2
1

2

2

2
01

2

01

2

01
2

2

 



( ) )5.185  (          0β zβ  zβzP                         21
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Σύµφωνα µε το κατά Routh θεώρηµα ευστάθειας, όλες οι ρίζες της εξίσωσης 

(5.185) θα έχουν αρνητικό πραγµατικό µέρος, και κατά συνέπεια οι χαρακτηριστικές 
ρίζες θα εντοπίζονται εντός του µοναδιαίου κύκλου καθιστώντας έτσι το υπόδειγµα 
ευσταθές, εφόσον ισχύει το ακόλουθο σύστηµα ανισοτήτων: 
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Από τις τρεις παραπάνω συνθήκες, η (5.186.2) ικανοποιείται καθώς ισχύει ότι 
( )

0
φ  1
 v 1c δ και 0

φ  1
vcδ 1

1
1

0 <
+
+

−=>
+

= . Ως εκ τούτου οι συνθήκες (5.186.1) και 

(5.186.3) είναι εκείνες που θα πρέπει να ικανοποιούνται, προκειµένου η γενική λύση 
του υποδείγµατος να είναι ευσταθής. Από την αντικατάσταση σ’ αυτές των τιµών των 
σταθερών δ0 και δ1 προκύπτει το ακόλουθο σύστηµα: 
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∆εδοµένου ότι 1 – c1 > 0 & φ = b2d1/d2 > 0 η συνθήκη (5.187.1) θα ικανοποιείται 
για κάθε c1 ∈(0,1) & φ > 0. Ως εκ τούτου η συνθήκη που θα πρέπει να ικανοποιείται 
προκειµένου η γενική λύση του υποδείγµατος, όπως αυτό διαµορφώνεται στα 
πλαίσια των στατικών προσδοκιών, να είναι ευσταθής περιγράφεται από την 
ανισότητα (5.187.2) και συµπίπτει µε τη συνθήκη ευστάθειας που εξειδικεύσαµε 
στα πλαίσια του µηχανισµού των αναθεωρούµενων προσδοκιών.  

 
 

5.3   Εξαγωγή της βασικής εξίσωσης διαφορών του υποδείγµατος στα πλαίσια 
του µηχανισµού των παλινδροµικών προσδοκιών 

 
Η ανάλυση που θα πραγµατοποιήσουµε στην παρούσα ενότητα διαφοροποιείται 

από εκείνη που πραγµατοποιήσαµε στις υποενότητες 5.1 και 5.2 σε δύο επίπεδα. Πιο 
συγκεκριµένα θα υποθέσουµε ότι πρώτον οι προσδοκίες διαµορφώνονται βάσει του 
µηχανισµού των παλινδροµικών προσδοκιών και δεύτερον ότι η ταχύτητα προσα-
ρµογής της επιτοκιακής διαφοράς της περιόδου t – 1 (∆Rt-1) προς την τιµή ισορροπίας 
της ( )∆R  όπως αυτή διαµορφώνεται στην αγορά αγαθών (θ1) είναι διαφορετική από 
εκείνη της αγοράς χρήµατος (θ2). Με άλλα λόγια οι µηχανισµοί διαµόρφωσης των 
προσδοκιών στις αγορές αγαθών και χρήµατος περιγράφονται αντιστοίχως από τις 
παρακάτω σχέσεις:      
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όπου θi ∈ ( 0,1 ), i = 1,2 , µε θ1 ≠ θ2 
 
Η σχέση που περιγράφει την ισορροπία στην αγορά αγαθών, όπως αυτή διαµο-

ρφώνεται έπειτα από την αντικατάσταση της σχέσης (5.188.1) στη σχέση (3.7), έχει 
ως ακολούθως: 
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όπου ω1 = 1 – θ1 ∈ ( 0,1 ). 
 
Αντικαθιστώντας στη συνέχεια τη σχέση (5.188.2) στη σχέση (3.15), παίρνουµε 

τη συνάρτηση που µας περιγράφει την ισορροπία στην αγορά χρήµατος, όπως αυτή 
διαµορφώνεται στα πλαίσια του µηχανισµού των παλινδροµικών προσδοκιών, και η 
οποία έχει ως ακολούθως: 
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όπου ω2 = 1 – θ2 ∈ ( 0,1 ). 

 
Η βασική εξίσωση διαφορών του υποδείγµατος, όπως αυτή διαµορφώνεται στα 

πλαίσια του µηχανισµού των παλινδροµικών προσδοκιών, προκύπτει από την 
αντικατάσταση της σχέσης (5.190) στη σχέση (5.189) και έχει ως ακολούθως: 
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Όπως γνωρίζουµε, η γενική λύση (Υt) της βασικής εξίσωσης διαφορών (5.191) 

αποτελεί το άθροισµα της συµπληρωµατικής της λύσης ( )c
tΥ , δηλαδή της γενικής 

λύσης της οµογενούς εξίσωσης διαφορών: 
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µε µία µερική λύση ( )p
tΥ  της εν λόγω εξίσωσης διαφορών, ισχύει δηλαδή ότι: 
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Στη συνέχεια της ανάλυσής µας θα εξειδικεύσουµε τη συγκεκριµένη µορφή της 

γενικής λύσης της βασικής εξίσωσης διαφορών µε σταθερούς συντελεστές (5.191), 
ξεκινώντας από τον προσδιορισµό της συµπληρωµατικής της λύσης.  

 
 

5.3.1   Προσδιορισµός της συµπληρωµατικής λύσης στα πλαίσια του µηχανισµού 
των παλινδροµικών προσδοκιών    

 
Ας υποθέσουµε ότι η γενική λύση της οµογενούς εξίσωσης διαφορών (5.192) 

είναι της γενικής µορφής: 
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Από την αντικατάσταση της παραπάνω σχέσης στη σχέση (5.192) προκύπτει ως 

ακολούθως η χαρακτηριστική εξίσωση της βασικής εξίσωσης διαφορών (5.191):   
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∆εδοµένου ότι η σχέση (5.195) περιγράφει µία δευτεροβάθµια εξίσωση, η χαρα-

κτηριστική εξίσωση θα έχει δύο ρίζες (λ1,λ2) οι οποίες και θα ικανοποιούν τις παρα-
κάτω σχέσεις:   
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Το γεγονός ότι το γινόµενο των λ1 και λ2 είναι ένα θετικό µέγεθος µας οδηγεί στο 
συµπέρασµα ότι οι χαρακτηριστικές ρίζες είναι οµόσηµες, κάτι που σε συνδυασµό µε 
το ότι το άθροισµα των ριζών λ1 και λ2 είναι ένα θετικό µέγεθος, µας οδηγεί στο 
επιπρόσθετο συµπέρασµα ότι οι χαρακτηριστικές ρίζες είναι θετικές. 

Οι χαρακτηριστικές ρίζες λ1 , λ2 θα είναι πραγµατικοί (µιγαδικοί) αριθµοί εφόσον 
η διακρίνουσα της χαρακτηριστικής εξίσωσης (5.195) είναι µεγαλύτερη ή ίση 
(µικρότερη) από το µηδέν. Το ακριβές µέγεθος της διακρίνουσας αυτής έχει ως εξής: 
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Όπως εύκολα µπορεί να διαπιστώσει κανείς από τη σχέση (5.197), το πρόσηµο 

της διακρίνουσας ∆8 εξαρτάται από το πρόσηµο του ευρισκόµενου εντός του 
αγκίστρου όρου, ο οποίος αποτελεί ένα πολυώνυµο δευτέρου βαθµού ως προς τον 
επιταχυντή v. Ως εκ τούτου, θα µπορούσαµε να προσδιορίσουµε κάποια διαστήµατα 
τιµών της συγκεκριµένης παραµέτρου εντός των οποίων θα ισχύει ότι ∆8 > , = , < 0. 
Προκειµένου να προσδιορίσουµε αυτά τα διαστήµατα τιµών θα προσδιορίσουµε τις 
ρίζες της ακόλουθης δευτεροβάθµιας εξίσωσης: 
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Η διακρίνουσα της παραπάνω εξίσωσης έχει ως ακολούθως: 
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∆εδοµένου ότι φ > 0 , ω > 0 και 0 < 1 – c1 < 1, από τη σχέση (5.199) προκύπτει 

ότι ∆9 > 0, κάτι που µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η εξίσωση (5.198) έχει δύο 
πραγµατικές και διακριτές ρίζες το µέγεθος των οποίων έχει ως εξής: 
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Βάσει των παραπάνω ριζών της εξίσωσης (5.198), κατασκευάσαµε τον πίνακα 

προσήµων του πολυωνύµου P1(v) και της διακρίνουσας ∆8 που ακολουθεί. Σύµφωνα 
µε τον πίνακα αυτό µπορούµε να διακρίνουµε µεταξύ των παρακάτω περιπτώσεων: 

 
1ον Για ( ) ( )∞+∪  ,v  v0, re

2
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1  το πολυώνυµο P1(v), και κατά συνέπεια η διακρίνουσα ∆8, 

είναι θετικά ορισµένο. Με άλλα λόγια για το συγκεκριµένο διάστηµα τιµών του 
επιταχυντή η χαρακτηριστική εξίσωση θα έχει δύο πραγµατικές και διακριτές 
ρίζες, κάτι που µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι έπειτα από µία εξωγενή 
διαταραχή η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος θα είναι εκθετικής µορφής. 

 



2ον Για re
2

re
1  v  vή  v v ==  θα ισχύει ότι P1(v) = ∆8 = 0. Σ’ αυτήν λοιπόν την περίπτωση η 

χαρακτηριστική εξίσωση θα έχει µία διπλή ρίζα, κάτι που σηµαίνει ότι έπειτα από 
µία εξωγενή διαταραχή το εισόδηµα θα συγκλίνει ή θα αποκλίνει µονοτονικά από 
τη βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του. 

 
3ον Στην περίπτωση που ( )re

2
re
1 v,v  v∈  θα ισχύει ότι ∆8 < 0, καθώς στο συγκεκριµένο 

διάστηµα τιµών το πολυώνυµο P1(v) είναι αρνητικά ορισµένο. Ως εκ τούτου η 
χαρακτηριστική εξίσωση θα έχει ως ρίζες δύο συζυγείς µιγαδικούς αριθµούς, µε 
αποτέλεσµα η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος να χαρακτηρίζεται από 
ταλαντώσεις39.  
 
 

 
 
 
Ένα ερώτηµα που ανακύπτει στο σηµείο αυτό, έχει να κάνει µε το εάν και κατά 

πόσο το διάστηµα τιµών του επιταχυντή ( )21 v,v  για το οποίο η διαχρονική πορεία 
του εισοδήµατος χαρακτηρίζεται από ταλαντώσεις και το οποίο προσδιορίζεται στα 
πλαίσια του µηχανισµού των αναθεωρούµενων και των στατικών προσδοκιών, είναι 
διαφορετικό από το αντίστοιχο διάστηµα τιµών ( )re

2
re
1 v,v  που προσδιορίσαµε στα 

πλαίσια του µηχανισµού των παλινδροµικών προσδοκιών. 
Προκειµένου να απαντήσουµε στο παραπάνω ερώτηµα θα προσδιορίσουµε τις 
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ορίζονται µέσω των παρακάτω σχέσεων40:  
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και 
 
 

                                                 
39 Η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος έπειτα από µία εξωγενή διαταραχή θα χαρακτηρίζεται από 
ταλαντώσεις µόνο στην περίπτωση που η διακρίνουσα της χαρακτηριστικής εξίσωσης (5.195) 
συνιστά ένα αρνητικό µέγεθος. Και αυτό διότι όπως είδαµε οι πραγµατικές χαρακτηριστικές ρίζες 
συνιστούν µη αρνητικά µεγέθη.  
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και στη συνέχεια θα προσδιορίσουµε το πρόσηµο της διαφοράς q1 – q2. Πιο 
συγκεκριµένα εάν αποδειχθεί ότι q1 – q2 < 0, τότε θα οδηγηθούµε στο συµπέρασµα 
ότι η χρησιµοποίηση των παλινδροµικών προσδοκιών έχει ως συνέπεια τη διεύρυνση 
του πεδίου τιµών του επιταχυντή, για το οποίο διασφαλίζεται ότι έπειτα από µία 
εξωγενή διαταραχή η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος θα χαρακτηρίζεται από 
ταλαντώσεις. Εάν αντιθέτως αποδειχθεί ότι q1 – q2 > 0, τότε το συµπέρασµα στο 
οποίο καταλήγουµε είναι ότι σε σχέση µε τους µηχανισµούς των αναθεωρούµενων ή 
των στατικών προσδοκιών, η χρησιµοποίηση του µηχανισµού των παλινδροµικών 
προσδοκιών οδηγεί στη συρρίκνωση του πεδίου τιµών του επιταχυντή για το οποίο 
διασφαλίζεται η ηµιτονοειδούς µορφής διαχρονική πορεία του εισοδήµατος. Εάν 
τέλος δειχθεί ότι q1 – q2 = 0, τότε θα συµπεράνουµε ότι η χρησιµοποίηση των 
στατικών προσδοκιών δεν επηρεάζει το διάστηµα τιµών του επιταχυντή στο οποίο 
καταλήγουµε βάσει των αναθεωρούµενων ή των στατικών προσδοκιών και το οποίο 
καθορίζει τη µορφή της διαχρονικής πορείας του εισοδήµατος.   

Από τις σχέσεις (5.23.1) και (5.23.2) προκύπτει ότι: 
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Από τις σχέσεις (5.200.1) και (5.200.2) προκύπτει ότι: 
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Αφαιρώντας τώρα κατά µέλη τις σχέσεις (5.201) και (5.202) βρίσκουµε: 
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Από τη σχέση (5.203), και δεδοµένου ότι φ > 0, ω > 0 & c1 ∈ (0,1), οδηγούµαστε 

στο συµπέρασµα ότι το πρόσηµο της διαφοράς q1 – q2 εξαρτάται από την παράµετρο 
ω, το µέγεθος της όποιας προσδιορίζεται µε τη βοήθεια της ακόλουθης σχέσης: 
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βάσει της οποίας µπορούµε να διακρίνουµε µεταξύ τριών περιπτώσεων. Ειδικότερα: 

 
1η περίπτωση: 0 < ω < 1 

 
Όπως προκύπτει από τη σχέση (5.203), όταν η παράµετρος ω κινείται στο 

διάστηµα ( 0,1 ) η διαφορά q1 – q2 συνιστά ένα θετικό µέγεθος. Βάσει ωστόσο της 
σχέσης (5.204), η τιµή της παραµέτρου ω θα ανήκει στο διάστηµα ( 0,1 ) εφόσον 
ισχύει ότι: 
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εφόσον δηλαδή η ταχύτητα προσαρµογής της επιτοκιακής διαφοράς της περιόδου t –1 
(∆Rt–1) προς τη µακροχρόνια τιµή ισορροπίας της ( )∆R  στην αγορά προϊόντος (θ1) 
είναι µεγαλύτερη από εκείνη της αγοράς χρήµατος (θ2). 

Με άλλα λόγια στην περίπτωση που ισχύει ότι θ1 > θ2, η χρήση του µηχανισµού των 
παλινδροµικών προσδοκιών οδηγεί στη συρρίκνωση του πεδίου τιµών του επιταχυντή, 
συγκριτικά µε εκείνο στο οποίο καταλήγουµε βάσει των µηχανισµών των αναθεωρού-
µενων και των στατικών προσδοκιών, για το οποίο η διαχρονική πορεία του εισοδή-
µατος θα χαρακτηρίζεται από ταλαντώσεις. 

 
2η περίπτωση: ω = 1 

 
Στην ειδική περίπτωση που θ1 = θ2 η παράµετρος ω θα ισούται µε τη µονάδα.     

Ωστόσο για ω = 1 από τη σχέση (5.203) προκύπτει ότι q1 – q2 = 0. Με άλλα λόγια όταν 
η ταχύτητα προσαρµογής της επιτοκιακής διαφοράς της περιόδου t – 1 προς την τιµή 



ισορροπίας της είναι η ίδια στις αγορές αγαθών και χρήµατος, η χρήση των 
µηχανισµών των αναθεωρούµενων, των στατικών και των παλινδροµικών προσδοκιών 
µας οδηγεί στο ίδιο διάστηµα τιµών του επιταχυντή, για το οποίο επιτυγχάνεται 
ηµιτονοειδούς µορφής πορεία του εισοδήµατος έπειτα από µία εξωγενή διαταραχή.    

 
3η περίπτωση: ω > 1 

 
Εάν η ταχύτητα προσαρµογής της επιτοκιακής διαφοράς ∆Rt–1 προς τη µακρο-

χρόνια τιµή ισορροπίας της είναι µεγαλύτερη στην αγορά χρήµατος, εάν δηλαδή 
ισχύει ότι θ2 > θ1 , τότε θα έχουµε ότι: 
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Ωστόσο για ω > 1 από τη σχέση (5.203) προκύπτει ότι q1 – q2 < 0, κάτι που µας 

οδηγεί στο συµπέρασµα ότι στην περίπτωση που θ1 < θ2 ο µηχανισµός των παλινδρο-
µικών προσδοκιών οδηγεί στη διεύρυνση του πεδίου τιµών του επιταχυντή, συγκριτικά 
µε εκείνο στο οποίο καταλήγουµε βάσει του µηχανισµού των αναθεωρούµενων ή των 
στατικών προσδοκιών,  για το οποίο η µορφή της διαχρονικής πορείας του εισοδήµατος 
έπειτα από µία εξωγενή διαταραχή χαρακτηρίζεται από ταλαντώσεις.    

 
 
Στη συνέχεια της ανάλυσής µας και υποθέτοντας ότι41 θ1 ≠ θ2 θα προσδιορίσουµε 

τη συµπληρωµατική λύση της βασικής εξίσωσης διαφορών (5.191), η οποία και θα 
αποτελεί το γραµµικό συνδυασµό των συναρτήσεων: 
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όπου λi , i = 1,2 , οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης 
 
εφόσον η ορίζουσα Casorati είναι διάφορη του µηδενός, εφόσον δηλαδή ισχύει ότι: 
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Από την αντικατάσταση των σχέσεων (5.205.1) και (5.205.2) στη σχέση (5.206) 

προκύπτει ότι: 
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Το συµπέρασµα στο οποίο οδηγούµαστε βάσει της παραπάνω σχέσης είναι ότι οι 

συναρτήσεις t2,t1, y και y  θα συγκροτούν ένα θεµελιώδες σύνολο λύσεων της οµογε-
νούς εξίσωσης διαφορών (5.192) εφόσον λ1 ≠ λ2, εφόσον δηλαδή ισχύει ότι ∆8 ≠ 0. 
                                                 
41 Στην περίπτωση που ισχύει ότι θ1 = θ2 , ή ισοδύναµα ότι ω = 1, η βασική εξίσωση διαφορών (5.128) 
ταυτίζεται µε τη βασική εξίσωση διαφορών (5.191), κάτι που σηµαίνει ότι τα συµπεράσµατα στα 
οποία καταλήξαµε στην ενότητα 5.2 εξακολουθούν να ισχύουν και στην ειδική περίπτωση που ω = 1    



Βάσει του προσήµου της διακρίνουσας ∆8 της χαρακτηριστικής εξίσωσης (5.195) θα 
διακρίνουµε παρακάτω µεταξύ τριών περιπτώσεων αναφορικά µε τη µορφή της 
συµπληρωµατικής λύσης c

tΥ . 
 
1η Περίπτωση: ∆8 > 0 

 
Στην περίπτωση αυτή θα ισχύει ότι C(t) ≠ 0 καθώς η χαρακτηριστική εξίσωση θα 

έχει δύο πραγµατικές και διακριτές ρίζες το µέγεθος των οποίων έχει ως ακολούθως: 
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Εφόσον για τις παραπάνω χαρακτηριστικές ρίζες ισχύει ότι C(t) ≠ 0, η συµπλη-

ρωµατική λύση της εξίσωσης διαφορών (5.191) θα αποτελεί το γραµµικό συνδυασµό 
των συναρτήσεων t2,t1, y και y , θα είναι δηλαδή της µορφής: 
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όπου Αi , i = 1,2 , δύο αυθαίρετες σταθερές το µέγεθος των οποίων µπορεί να προ-

σδιορισθεί µε τη βοήθεια δύο αρχικών συνθηκών  
 
 
 



2η Περίπτωση: ∆8 = 0  
 
Εάν η διακρίνουσα ∆8 ισούται µε το µηδέν, η χαρακτηριστική εξίσωση (5.195) 

θα έχει δύο πραγµατικές και ίσες ρίζες, το µέγεθος των οποίων έχει ως ακολούθως: 
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Η ισότητα ωστόσο των χαρακτηριστικών ριζών µας οδηγεί, βάσει της σχέσης 

(5.207), στο συµπέρασµα ότι οι συναρτήσεις t1,y  και t2,y  δεν συγκροτούν ένα θεµε-
λιώδες σύνολο λύσεων της οµογενούς εξίσωσης διαφορών (5.192), καθώς για λ1 = λ2 
ισχύει ότι C(t) = 0. Σ’ αυτήν την περίπτωση, η συµπληρωµατική λύση της βασικής 
εξίσωσης διαφορών (5.191) θα αποτελεί το γραµµικό συνδυασµό των δύο παρακάτω 
συναρτήσεων: 

 
) 5.211.2 () 5.211.1 (           λ t y          &                    λ y t

2t3,
t
1t1, ==  

 
οι οποίες σε αντίθεση µε τις συναρτήσεις (5.205.1) & (5.205.2) είναι γραµµικώς ανε-
ξάρτητες. Η γραµµική ανεξαρτησία των δύο παραπάνω συναρτήσεων αποδεικνύεται 
από το γεγονός ότι η ορίζουσα Casorati είναι διάφορη του µηδενός, καθώς ισχύει ότι:  
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω ανάλυση η µορφή της συµπληρωµατικής 

λύσης στην περίπτωση που ισχύει ότι ∆8 = 0 θα έχει ως ακολούθως: 
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όπου Αi , i = 1,2 , δύο αυθαίρετες σταθερές το µέγεθος των οποίων είναι δυνατό να 
προσδιορισθεί µε τη βοήθεια δύο αρχικών συνθηκών. 



3η Περίπτωση: ∆8 < 0 
 
Όπως γνωρίζουµε στην περίπτωση που η διακρίνουσα ∆8 συνιστά ένα αρνητικό 

µέγεθος, η χαρακτηριστική εξίσωση θα έχει δύο συζυγείς µιγαδικές ρίζες το µέγεθος 
των οποίων έχει ως ακολούθως: 
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∆εδοµένου ότι λ1 ≠ λ2 η ορίζουσα Casorati, όπως αυτή περιγράφεται από τη 
σχέση (5.207), θα είναι διάφορη του µηδενός. Ως εκ τούτου η συµπληρωµατική λύση 
της βασικής εξίσωσης διαφορών (5.191) θα αποτελεί το γραµµικό συνδυασµό των 
παρακάτω συναρτήσεων: 
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και θα έχει την ακόλουθη µορφή: 
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Βάσει του θεωρήµατος De Moivre γνωρίζουµε ότι ισχύει: 
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και 
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Από το συνδυασµό των σχέσεων (5.216) και (5.217) προκύπτει η τελική µορφή 

της συµπληρωµατικής λύσης της βασικής εξίσωσης διαφορών η οποία και έχει ως 
ακολούθως: 
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όπου ( ) i AAA & AAA 124213 −=+=  δύο αυθαίρετες σταθερές το µέγεθος των 
οποίων µπορεί να προσδιορισθεί µε τη βοήθεια δύο αρχικών συνθηκών. 

 
Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να παρατηρήσουµε ότι στην περίπτωση που η 

παράµετρος Rre, όπως αυτή περιγράφεται από τη σχέση (5.218), ισούται µε τη 
µονάδα, η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος έπειτα από µία εξωγενή διαταραχή θα 
χαρακτηρίζεται από σταθερού εύρους ταλαντώσεις. Με άλλα λόγια στην περίπτωση 
που ισχύει ότι: 
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η εκδήλωση µίας εξωγενούς διατάραξης θα έχει ως συνέπεια την ταλάντωση του 
εισοδήµατος γύρο από την µακροχρόνια τιµή ισορροπίας του, µε το εύρος της ταλά-
ντωσης, δηλαδή της περιόδου ( reP~ ) εντός της οποίας ολοκληρώνεται µία ταλάντωση, 
να παραµένει σταθερό και ίσο µε: 
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Στον πίνακα που ακολουθεί παρουσιάζονται συνοπτικά οι µορφές της 

συµπληρωµατικής λύσης της µη οµογενούς εξίσωσης διαφορών µε σταθερούς 
συντελεστές (5.192), βάσει του προσήµου της διακρίνουσας της χαρακτηριστικής 
εξίσωσης (5.195). 
 
 
Πίνακας 5.5: Μορφές της συµπληρωµατικής λύσης βάσει του προσήµου της 
                       διακρίνουσας ∆8 
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Παρατήρηση: Οι σταθερές Αi, i = 1, …. ,4, µπορούν να προσδιορισθούν µε τη βοήθεια δύο αρχικών 
συνθηκών 

 
 
5.3.2  Προσδιορισµός της µερικής λύσης στα πλαίσια του µηχανισµού των παλι-

νδροµικών προσδοκιών 
 

Η µερική λύση ( )p
tY  της βασικής εξίσωσης διαφορών (5.191) περιγράφει όπως 

γνωρίζουµε το επίπεδο του εισοδήµατος ισορροπίας. Προκειµένου να προσδιορί-
σουµε το ύψος του εισοδήµατος ισορροπίας όταν οι προσδοκίες είναι παλινδροµικές 
( )re

tY~ , θα υποθέσουµε ότι η µερική λύση της (5.191) είναι της ίδιας γενικής µορφής 
µε τη συνάρτηση Γ(t). Με άλλα λόγια και δεδοµένου ότι: 
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εµείς θα κάνουµε την ακόλουθη υπόθεση: 
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κάτι που προφανώς υπονοεί ότι: 
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Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.224.1) ~ (5.224.3) στη σχέση (5.191) και 
επιλύοντας ως προς Γ0 και Γ1 βρίσκουµε ότι: 
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Από το συνδυασµό των σχέσεων (5.224.1) , (5.225.1) και (5.225.2) προκύπτει η 

τιµή του εισοδήµατος ισορροπίας όταν η προσδοκίες διαµορφώνονται παλινδροµικά 
και η οποία έχει ως ακολούθως: 
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Στη συνέχεια της ανάλυσής µας, και γνωρίζοντας ότι b0 > 0, b2 < 0, φ > 0, ω > 0, 

c1 & m ∈ ( 0,1 ), 0  , ∆R ≥≤ , d1 > 0, M0 > 0, m1m~ += > 1, ζ0 > 0 & ζ1 < 0, θα διερευ-
νήσουµε καταρχήν τις προϋποθέσεις που θα πρέπει να ικανοποιούνται προκειµένου 
το εισόδηµα ισορροπίας re

tY~  να αποτελεί ένα θετικό µέγεθος και στη συνέχεια θα 
συγκρίνουµε το µέγεθός του µε εκείνο του εισοδήµατος ισορροπίας που προκύπτει 
βάσει του µηχανισµού των στατικών (ή των αναθεωρούµενων) προσδοκιών. 

Το πρόσηµο του εισοδήµατος ισορροπίας re
tY~ , όπως αυτό περιγράφεται από τη 

σχέση (5.226), εξαρτάται από το πρόσηµο των µεγεθών 01
2

8 ζ  m~ ζ m~  )m~(P ++= , 1 – ω  
και ∆R . Το κύριο ερώτηµα που ανακύπτει στο σηµείο αυτό έχει να κάνει µε το 
πρόσηµο του πολυωνύµου )m~(P8 .  

Το πολυώνυµο )m~(P8  θα συνιστά οπωσδήποτε ένα θετικό µέγεθος εάν η διακρί-
νουσα της εξίσωσης 0  )m~(P8 =  είναι αρνητική. ∆εδοµένου ότι η διακρίνουσα της 
εξίσωσης 0  )m~(P8 =  είναι ακριβώς η ίδια µε εκείνη της χαρακτηριστικής εξίσωσης 
(5.195), το πρόσηµό της θα είναι οπωσδήποτε αρνητικό εφόσον ισχύει ότι 

( )re
2

re
1 v,v  v∈ . Εάν re

2
re
1  v  vή  v v ==  τότε η διακρίνουσα θα ισούται µε το µηδέν και το 

πολυώνυµο )m~(P8  θα είναι θετικά (αρνητικά) ορισµένο εφόσον ισχύει ότι 0ρ  m~ >  
( 0ρ  m~ < ), όπου 0 2ζ   ρ 10 >−=  η διπλή ρίζα της εξίσωσης 0  )m~(P8 = . Στην περίπτωση 
τέλος που ο επιταχυντής παίρνει τιµές στο διάστηµα ( ) ( )∞+∪  ,v  v0, re

2
re
1 , το πολυώ-

νυµο )m~(P8  θα είναι θετικά (αρνητικά) ορισµένο εφόσον ισχύει ότι ( )21 ρ,ρ  m~ ∉  
( )[ ]21 ρ,ρ  m~ ∈ , όπου ρi , i = 1 , 2 , οι πραγµατικές και διακριτές ρίζες της χαρακτηρι-

στικής εξίσωσης (5.195).   
Βάσει του προσήµου του πολυωνύµου )m~(P8  θα διακρίνουµε στη συνέχεια 

µεταξύ των παρακάτω περιπτώσεων και υποπεριπτώσεων: 
 
 
 



( 1 ) 0 )m(P8 >~       
 
Εάν το πολυώνυµο )m~(P8  είναι θετικά ορισµένο το δεύτερο κλάσµα της σχέσης 

(5.226) θα συνιστά ένα θετικό µέγεθος. Ως εκ τούτου το πρόσηµο του εισοδήµατος 
ισορροπίας θα εξαρτάται από το πρόσηµο των µεγεθών 1 – ω  και ∆R , βάσει των 
οποίων µπορούµε να διακρίνουµε µεταξύ τριών υποπεριπτώσεων. 

   
( 1.α ) Τα µεγέθη 1 – ω & ∆R  είναι οµόσηµα: Σ’ αυτήν την περίπτωση, και 
δεδοµένου ότι b2 < 0, το εισόδηµα ισορροπίας θα αποτελεί ένα θετικό µέγεθος 
εφόσον ισχύει ότι ( )∆R ω1b   b 20 −−> . Εάν ωστόσο ο αριθµητής του πρώτου 
κλάσµατος αποτελεί ένα αρνητικό µέγεθος42, το εισόδηµα ισορροπίας θα είναι 
θετικά ορισµένο εφόσον ισχύει ότι: 
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( 1.β ) Τα µεγέθη 1 – ω & ∆R  είναι ετερόσηµα: ∆εδοµένου ότι b2 < 0 το πρώτο 
κλάσµα της σχέσης (5.226) θα είναι θετικά ορισµένο εφόσον τα µεγέθη 1 – ω και 
∆R  είναι ετερόσηµα. Ως εκ τούτου το εισόδηµα ισορροπίας θα συνιστά ένα 
θετικό µέγεθος καθώς θα αποτελεί το άθροισµα δύο θετικών όρων. 
 
( 1.γ ) 1 – ω = 0 ή ∆R  = 0 ή 1 – ω = ∆R  = 0 : Σ’ αυτήν την περίπτωση43, πέραν 
του δευτέρου κλάσµατος της σχέσης (5.226) και το πρώτο κλάσµα της ίδιας 
σχέσης θα είναι θετικά ορισµένο. Ως εκ τούτου το εισόδηµα ισορροπίας re

tY~  θα 
αποτελεί ένα θετικό µέγεθος.   
 
 

( 2 ) 0 )m(P8 =~  
 
Στην περίπτωση που το πολυώνυµο )m~(P8  είναι ακριβώς ίσο µε το µηδέν το 

δεύτερο κλάσµα της σχέσης (5.226), και κατά συνέπεια το εισόδηµα ισορροπίας re
tY~ , 

θα ισούται µε το άπειρο.   
 
 

( 3 ) 0 )m(P8 <~  
 
Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, στην περίπτωση που ισχύει ότι ( )re

2
re
1 v,v  v∉  και 

( )21 ρ,ρ  m~ ∈  το πολυώνυµο )m~(P8 , και κατά συνέπεια το δεύτερο κλάσµα της σχέσης 
(5.226), θα είναι αρνητικά ορισµένο. Ως εκ τούτου το πρόσηµο του εισοδήµατος 
ισορροπίας εξαρτάται από το πρόσηµο του πρώτου κλάσµατος και ειδικότερα από το 
σχετικό µέγεθος των αυτόνοµων επενδύσεων (b0) ως προς το µέγεθος του όρου 

                                                 
42 Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι πρακτικά κάτι τέτοιο είναι µάλλον απίθανο να συµβεί. 
43 Να σηµειωθεί εδώ ότι για 1 – ω = 0 ή ισοδύναµα για ω = 1, το εισόδηµα ισορροπίας στο οποίο 
καταλήγουµε βάσει της σχέσης (5.226) είναι ακριβώς το ίδιο µε εκείνο το οποίο περιγράφεται βάσει 
της σχέσης (5.158). 



( )∆R ω1b2 − . Στη συνέχεια θα διακρίνουµε µεταξύ των παρακάτω τριών υποπερι-
πτώσεων: 

 
( 3.α ) Τα µεγέθη 1 – ω & ∆R  είναι οµόσηµα: Σ’ αυτήν την περίπτωση, και 
εφόσον εξ ορισµού ισχύει ότι b2 < 0, το εισόδηµα ισορροπίας re

tY~  θα συνιστά ένα 
θετικό µέγεθος εφόσον 1ον οι αυτόνοµες επενδύσεις είναι µεγαλύτερες από το 
αρνητικό µέγεθος ( )∆R ω1b2 − , εφόσον δηλαδή ισχύει ότι ( )∆R ω1b   b 20 −−> , 
και 2ον εφόσον ικανοποιείται η ακόλουθη σχέση: 
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( 3.β ) Τα µεγέθη 1 – ω & ∆R  είναι ετερόσηµα: Το γεγονός ότι ο συντελεστής 
b2 είναι αρνητικά ορισµένος σε συνδυασµό µε το αρνητικό πρόσηµο του γινο-
µένου ( )∆R ω1− , µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι το πρώτο κλάσµα της σχέσης 
(5.226) συνιστά ένα θετικό µέγεθος. Ως εκ τούτου το εισόδηµα ισορροπίας re

tY~  
θα είναι θετικά ορισµένο µόνο εφόσον ικανοποιείται η ανισότητα (5.227). 
 
( 3.γ ) 1 – ω = 0 ή ∆R  = 0 ή 1 – ω = ∆R  = 0 : Σ’ αυτήν την περίπτωση το 
εισόδηµα ισορροπίας re

tY~  θα έχει το αναµενόµενο πρόσηµο µόνο εφόσον το 
πρώτο κλάσµα της σχέσης (5.226) είναι µεγαλύτερο κατ’ απόλυτο µέγεθος από 
το δεύτερο κλάσµα της ίδιας σχέσης. 
 
 
Έχοντας διερευνήσει τις προϋποθέσεις υπό τις οποίες το εισόδηµα ισορροπίας θα 

συνιστά ένα θετικό µέγεθος, θα προσπαθήσουµε στη συνέχεια να διαπιστώσουµε 
κατά πόσον ο µηχανισµός των παλινδροµικών προσδοκιών µας οδηγεί σ’ ένα επίπεδο 
εισοδήµατος ισορροπίας ( )re

tY~  υψηλότερο ή χαµηλότερο σε σχέση µε εκείνο στο 
οποίο οδηγούµαστε βάσει των µηχανισµών των αναθεωρούµενων ( )ae

tY~  και των 
στατικών προσδοκιών ( )se

tY~ .  
∆εδοµένου ότι οι µηχανισµοί των στατικών και των αναθεωρούµενων προσδο-

κιών µας οδηγούν στο ίδιο επίπεδο του εισοδήµατος ισορροπίας, θα επιχειρήσουµε να 
προσδιορίσουµε το πρόσηµο της διαφοράς se

t
re
t Y~  Y~ − . Πιο συγκεκριµένα αφαιρώντας 

κατά µέλη τις σχέσεις (5.158) και (5.226) προκύπτει ότι: 
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∆εδοµένου ότι ω > 0, φ > 0, b0 > 0, b2 < 0 , 0 < c1 < 1, M0 > 0, 0 < m < 1, d1 > 0, 

ζ1 < 0, ζ0 > 0, δ1 < 0, δ0 > 0 και 1m1m~ >+= , από την παραπάνω σχέση γίνεται 
αντιληπτό ότι το πρόσηµο της διαφοράς se

t
re
t Y~ Y~ −  είναι µάλλον απροσδιόριστο. Εάν 

υποθέταµε ότι ο εντός του αγκίστρου όρος συνιστά ένα θετικό µέγεθος, τότε το πρόσηµο 



της διαφοράς se
t

re
t Y Y ~~ −  θα εξαρτιόταν από το πρόσηµο της διαφοράς 1 – ω και θα 

διακρίναµε µεταξύ των ακόλουθων περιπτώσεων: 
 
 

( α ) 1 – ω > 0 ή ισοδύναµα θ1 < θ2 : Στην περίπτωση που η ταχύτητα προσαρµογής 
της επιτοκιακής διαφοράς της περιόδου t –1 (∆Rt–1) προς την τιµή ισορροπίας της 
( )∆R  είναι µεγαλύτερη στην αγορά χρήµατος σε σχέση µε εκείνη της αγοράς προϊόν-
τος, στην περίπτωση δηλαδή που ισχύει ότι θ2 > θ1, ο µηχανισµός των παλινδροµικών 
προσδοκιών µας οδηγεί σ’ ένα υψηλότερο επίπεδο εισοδήµατος ισορροπίας σε σχέση 
µε εκείνο στο οποίο οδηγούµαστε βάσει των µηχανισµών των αναθεωρούµενων και 
των στατικών προσδοκιών, καθώς για 1 – ω > 0 από τη σχέση (5.228) προκύπτει ότι 

0  Y~ Y~ se
t

re
t >− . 

 
( β ) 1 – ω < 0 ή ισοδύναµα θ1 > θ2 : Εάν η ταχύτητα προσαρµογής είναι µεγαλύτερη 
στην αγορά προϊόντος, εάν δηλαδή ισχύει ότι θ1 > θ2 , τότε το εισόδηµα ισορροπίας 
στο οποίο οδηγούµαστε βάσει του µηχανισµού των παλινδροµικών προσδοκιών είναι 
µικρότερο από εκείνο στο οποίο καταλήγουµε βάσει του µηχανισµού των αναθεω-
ρούµενων ή των στατικών προσδοκιών. Και αυτό διότι για 1 – ω < 0 από τη σχέση 
(5.228) προκύπτει ότι 0  Y~ Y~ se

t
re
t <− . 

 
( γ ) 1 – ω = 0 ή ισοδύναµα θ1 = θ2 : Στην περίπτωση που η ταχύτητα προσαρµογής 
είναι η ίδια και στις δύο αγορές, στην περίπτωση δηλαδή που ισχύει ότι θ1 = θ2, και οι 
τρεις µηχανισµοί διαµόρφωσης των προσδοκιών µας οδηγούν στο ίδιο επίπεδο του 
εισοδήµατος ισορροπίας. Και αυτό διότι για 1 – ω = 0 από τη σχέση (5.228) προκύπτει 
ότι se

t
re
t
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t Y~ Y~ ισοδύναµα ή 0  Y~ Y~ ==−  

 
 

Το ερώτηµα που ανακύπτει βέβαια στο σηµείο αυτό έχει να κάνει µε τις προϋπο-
θέσεις υπό τις οποίες ο εντός των αγκίστρων όρος της σχέσης (5.228) συνιστά ένα 
θετικό µέγεθος. Στο ερώτηµα αυτό θα προσπαθήσουµε να απαντήσουµε υποθέτοντας 
ότι η τιµή ισορροπίας της επιτοκιακής διαφοράς ισούται µε το µηδέν, υποθέτοντας 
δηλαδή ότι 0  ∆R = . Βάσει της υπόθεσης αυτής η σχέση (5.228) τροποποιείται και 
παίρνει την ακόλουθη µορφή: 
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Όπως διαπιστώνουµε από την παραπάνω σχέση, το πρόσηµο της διαφοράς 

se
t

re
t Y~ Y~ −  εξαρτάται από το πρόσηµο των ακόλουθων κλασµάτων: 
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∆εδοµένου ότι b0 > 0, φ > 0, ω > 0, 0 < c1 < 1, M0 > 0, 0 < m < 1 & d1 > 0, τα µε-

γέθη Ω1 και Ω2 είναι θετικά ορισµένα44. Το πρόσηµο του µεγέθους Ω3 εξαρτάται από 
το πρόσηµο των πολυωνύµων ( ) ( ) ( ) 01

2
611

2
9 δm~ δ m~ m~P ,  vc m~  v 1c m~ m~P ++=++−=   

& ( ) 01
2

8 ζ  m~ ζ m~ m~P ++= . Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, το πολυώνυµο )m~(P6  θα είναι 
οπωσδήποτε θετικά ορισµένο εφόσον ο επιταχυντής (v) παίρνει τιµές στο διάστηµα    
( )se

2
se
1 v,v , όπου ( ) ( ) ( )( )2111

2se
2,1 cφc1cφ11uuv +−±+=−±= , ενώ το πολυ-

ώνυµο )m~(P8  θα είναι και αυτό οπωσδήποτε θετικά ορισµένο εφόσον ο επιταχυντής 

παίρνει τιµές στο διάστηµα ( )re
2

re
1 v,v , όπου ( ) ( )( )2111

re
2,1 cφωc1  cφω1v +−±+= . 

Το πολυώνυµο )m~(P9  θα αποτελεί οπωσδήποτε ένα θετικό µέγεθος εάν η 
διακρίνουσα ( )10∆  της εξίσωσης 0  )m~(P9 =  είναι αρνητική, εάν δηλαδή ισχύει ότι: 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, το πρόσηµο της διακρίνουσας 

εξαρτάται από το πρόσηµο του ακόλουθου πολυωνύµου: 
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∆εδοµένου ότι σχέση (5.231) περιγράφει ένα πολυώνυµο δευτέρου βαθµού ως 

προς v, θα µπορούσαµε να προσδιορίσουµε ένα διάστηµα τιµών του επιταχυντή εντός 
                                                 
44 Εάν δεν πραγµατοποιούσαµε την υπόθεση ότι 0 ∆R = , το µέγεθος Ω1 θα ήταν της µορφής = Ω*
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+−+
=  και το πρόσηµό του θα ήταν απροσδιόριστο. Το *

1Ω  θα αποτελεί 

οπωσδήποτε ένα θετικό πρόσηµο στην περίπτωση που ο συντελεστής b2 και η τιµή ∆R  έχουν το 
ίδιο πρόσηµο. Εάν δεν έχουν το ίδιο πρόσηµο τότε το µέγεθος *

1Ω  θα είναι θετικά ορισµένο µόνο 

εφόσον ισχύει ότι ( )∆R φc  1b   φb 120 +−−> , κάτι το οποίο είναι µάλλον αναµενόµενο από 
οικονοµικής απόψεως.  



του οποίου θα ισχύει ότι 0  ,,  ∆10 >=< . Κάτι τέτοιο θα είναι βέβαια εφικτό µόνο 
εφόσον η διακρίνουσα ( )11∆  της εξίσωσης P(v) = 0 συνιστά ένα θετικό µέγεθος. Το 
γεγονός ότι 
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µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η εξίσωση P2(v) = 0 θα έχει δύο πραγµατικές και 
διακριτές ρίζες ( )1,2v~ , οι οποίες και θα ορίζουν ένα διάστηµα τιµών εντός του οποίου 
θα έχουµε ότι P2(v), ∆10 < 0 και κατά συνέπεια θα ισχύει ότι 0  )m~(P9 > . Τα µεγέθη 
των δύο αυτών ριζών έχουν ως ακολούθως: 
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Προκειµένου να προσδιορίσουµε εκείνο το διάστηµα τιµών του επιταχυντή για 
το οποίο οπωσδήποτε ισχύει ότι 10 , 8 , 6  i , 0  )m~(Pi => , θα πρέπει να βρούµε την τοµή 
των διαστηµάτων ( ) ( ) ( )21

re
2

re
1

se
2

se
1 v~,v~ και v,v , v,v . Μπορεί να δειχθεί45 ότι τα πολυώ-

νυµα 10 , 8 , 6  i , 0  )m~(Pi => , είναι θετικά ορισµένα εφόσον ο επιταχυντής παίρνει 
τιµές στο διάστηµα ( )21 v~,v~ . Ως εκ τούτου για ( )21 v~,v~  v∈ , ο εβρισκόµενος εντός του 
αγκίστρου της σχέσεως (5.228.1) όρος θα είναι θετικά ορισµένος εφόσον ισχύει ότι 
Ω1 > Ω2 Ω3. 

                                                 
45 Η θεµελίωση της συγκεκριµένης πρότασης πραγµατοποιείται στα πλαίσια του παραρτήµατος Ε 



5.3.3   Επηρεασµός του εισοδήµατος ισορροπίας από µεταβολές των συνιστωσών 
παραµέτρων του. 

 
Στην παρούσα ενότητα θα επιχειρήσουµε να διαπιστώσουµε τις επιπτώσεις µίας 

µεταβολής του µεγέθους ενός εκ των σταθερών συντελεστών του υποδείγµατος, όπως 
για παράδειγµα της οριακής ροπής προς κατανάλωση (c1), του επιταχυντή (v), του 
ρυθµού νοµισµατικής επέκτασης (m) κ.τ.λ., πάνω στο επίπεδο του εισοδήµατος 
ισορροπίας το οποίο προσδιορίσαµε στα πλαίσια του µηχανισµού των παλινδροµικών 
προσδοκιών, υποθέτοντας ότι οι τιµές των υπολοίπων συντελεστών του υποδείγµατος 
παραµένουν αµετάβλητες και ότι οι αγορές αγαθών και χρήµατος βρίσκονται σε 
κατάσταση βραχυχρόνιας ισορροπίας. 

 Με άλλα λόγια θα επιχειρήσουµε να προσδιορίσουµε το πρόσηµο της µερικής 
παραγώγου του εισοδήµατος ισορροπίας ( )re

tY~ , όπως αυτό περιγράφεται από την 
ακόλουθη σχέση: 
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ως προς κάθε µία από τις παραµέτρους που το συνιστούν υποθέτοντας ότι 0∆R = 46.  

Οι συναρτήσεις των επενδύσεων και της συνολικής ζήτησης χρήµατος, όπως 
αυτές διαµορφώνονται στα πλαίσια του µηχανισµού των παλινδροµικών προσδοκιών 
και µετά από την αντικατάσταση της σχέσης (5.188.1) στην (3.6) και των σχέσεων 
(5.188.2) και (3.2) στη σχέση (3.3), έχουν ως ακολούθως: 
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όπου b0 > 0, b2 < 0, v > 0, 0 < c1 < 1, d1 > 0, d2 < 0, 0 < θi < 1 µε i = 1 , 2. 
                                                 
46 Ο λόγος για τον οποίο προχωρούµε σ’ αυτήν την απλουστευτική υπόθεση είναι η αποφυγή των προ-
βληµάτων που συνδέονται µε το πρόσηµο του σταθερού όρου της σχέσης (5.226.1). Οι προϋποθέ-
σεις που θα πρέπει να ικανοποιούνται ώστε 0∆R =  διερευνώνται στα πλαίσια του παραρτήµατος Θ.    



 

 
 

∆ – 5.24 
 
 
 
 
 

   
 
 

  ∆ – 5.25 
 



Στο γράφηµα ∆ – 5.24 και µέσω της καµπύλης Ι = Ι(∆Rt–1; b0,b2,c1,v,∆Υ t–1,θ1) 
παρουσιάζονται, µε δεδοµένες τις τιµές των b0 , b2 , c1 , v , ∆Υ t–1 , θ1 , οι επενδύσεις 
ως αρνητική συνάρτηση της επιτοκιακής διαφοράς ∆R t–1 και. Η καµπύλη Ι τέµνει τον 
κατακόρυφο άξονα στο σηµείο Ζ1 και τον οριζόντιο άξονα στο σηµείο Ζ2, όπου 

( ) ( ) 0  θ1b∆Υ  vc b   Ζ 121t101 >−+−= −
47 και 0  ∆Υ  vc bΖ 1t102 >+= − . Η κλίση της εν 

λόγω καµπύλης δίνεται από την εφαπτοµένη της γωνίας 1z)  και ισούται µε: 
 

( ) ) 5.236 (          θ1b zεφ 121 −−=)  
 

Όπως εύκολα µπορεί να διαπιστώσει κανείς, οι παράµετροι b0, v & c1 επηρεάζουν 
τη θέση της καµπύλης Ι ενώ οι παράµετροι b2 και θ1 επηρεάζουν την κλίση της 
συγκεκριµένης καµπύλης. Πιο συγκεκριµένα µία αύξηση (µείωση) του µεγέθους των 
παραµέτρων b0, v και c1 θα έχει ως αποτέλεσµα την παράλληλη µετατόπιση της 
καµπύλης Ι προς τα πάνω και δεξιά (προς τα κάτω και αριστερά). Από την άλλη 
µεριά η αύξηση (µείωση) του µεγέθους της παραµέτρου b2 θα έχει ως συνέπεια την 
δεξιόστροφη (αριστερόστροφη) περιστροφή της καµπύλης Ι περί του σηµείου Ζ2, ενώ 
η αύξηση (µείωση) της παραµέτρου θ1 θα έχει ως αποτέλεσµα την αριστερόστροφη 
(δεξιόστροφη) περιστροφή της καµπύλης των επενδύσεων περί του σηµείου Ζ2. 

Στο γράφηµα ∆ – 5.25 και µέσω της καµπύλης ( )2t211t
dd θ,Y,d,d;∆RMM −=  

παρουσιάζεται η συνολική ζήτηση χρήµατος ως αρνητική συνάρτηση της επιτοκιακής 
διαφοράς 1t∆R −  και µε δεδοµένες τις τιµές των παραµέτρων d1, d2 και θ2. Η εν λόγω 
καµπύλη τέµνει τον κατακόρυφο άξονα στο σηµείο ( ) 0  θ1dYd   Ζ 22t13 >−−= , τον 
οριζόντιο άξονα στο σηµείο 0  YdΖ t14 >=  και η κλίση της δίνεται από την εφαπτο-
µένη της γωνίας 2z)  η οποία και ισούται µε: 

 
( ) ) 5.237 (          θ1d zεφ 222 −−=)  

 
Όπως γίνεται αντιληπτό η θέση της καµπύλης Μd επηρεάζεται από το µέγεθος 

της παραµέτρου d1 ενώ η κλίση της επηρεάζεται από τους συντελεστές d2 και θ2. Πιο 
συγκεκριµένα µία αύξηση (µείωση) της τιµής του συντελεστή d1 θα έχει ως συνέπεια 
την παράλληλη µετατόπιση της καµπύλης Md προς τα επάνω και δεξιά (προς τα κάτω 
και αριστερά). Από την άλλη µεριά η αύξηση (µείωση) του µεγέθους της παραµέτρου 
d2 θα προκαλέσει την δεξιόστροφη (αριστερόστροφη) περιστροφή της καµπύλης Md 
περί του σηµείου Ζ4, ενώ η αύξηση (µείωση) της τιµής του συντελεστή θ2 θα έχει ως 
αποτέλεσµα την αριστερόστροφη (δεξιόστροφη) περιστροφή της καµπύλης της συνο-
λικής ζήτησης χρήµατος περί του σηµείου Ζ4.  

Στη συνέχεια, και µε τη βοήθεια της ανάλυσης που προηγήθηκε, θα προσδιορί-
σουµε τις επιπτώσεις µίας µόνιµης µεταβολής του µεγέθους µόνο µίας εκ των συνι-
στωσών παραµέτρων του εισοδήµατος ισορροπίας επί του επιπέδου του, ξεκινώντας 
από εκείνη των αυτόνοµων επενδύσεων. 

 
 

(α) Οι αυτόνοµες επενδύσεις (b0) 
 
Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, µία µόνιµη αύξηση (µείωση) του ύψους µόνο των 

αυτόνοµων επενδύσεων αναµένεται να οδηγήσει στην αύξηση (µείωση) της συνο-
                                                 
47 ∆εδοµένου ότι το εισόδηµα αυξάνεται διαχρονικά, θεωρούµε και εδώ ότι ∆Υt–1 > 0.  



λικής ζήτησης και κατ’ επέκταση του εισοδήµατος ισορροπίας. Με άλλα λόγια θα 
αναµένουµε ότι: 
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Παίρνοντας τη µερική παράγωγο της σχέσης (5.226) ως προς b0 βρίσκουµε ότι: 
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∆εδοµένου ότι 0 < c1 < 1, φ > 0 και ω > 0, η παραπάνω σχέση επιβεβαιώνει την 

ύπαρξη θετικής σχέσης µεταξύ των αυτόνοµων επενδύσεων και του εισοδήµατος 
ισορροπίας.  

 
 

(β)   Η οριακή ροπή προς κατανάλωση (c1) 
 
Μία µόνιµη αύξηση (µείωση) µόνο της τιµής της οριακής ροπής προς κατανά-

λωση θα προκαλέσει την αύξηση (µείωση) της κατανάλωσης και της συνολικής 
ζήτησης, οδηγώντας έτσι και στην αύξηση (µείωση) του εισοδήµατος ισορροπίας. Με 
άλλα λόγια αναµένεται η ύπαρξη θετικής σχέσης µεταξύ του εισοδήµατος ισορροπίας 
( )re

tY~  και της οριακής ροπής προς κατανάλωση (c1) ή σε µαθηµατικούς όρους: 
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Η παραπάνω µερική παράγωγος, όπως αυτή προκύπτει από τη σχέση (5.226.1), 

έχει ως ακολούθως: 
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∆εδοµένου ότι b0 > 0, φ > 0, ω > 0, Μ0 > 0, v > 0, 0 < m < 1 και 1  m  1m~ >+= , η 
σχέση (5.239.1) επιβεβαιώνει την ύπαρξη θετικής σχέσης µεταξύ του εισοδήµατος 
ισορροπίας και της οριακής ροπής προς κατανάλωση. 

 
 

(γ) Ο συντελεστής b2 
 
Μία µεταβολή της τιµής του συντελεστή b2 θα επηρεάσει, κατ’ αρχήν, το ύψος 

των επενδύσεων. Προκειµένου να προσδιορίσουµε την κατεύθυνση προς την οποία 
θα κινηθούν οι επενδύσεις δεν έχουµε παρά να υπολογίσουµε το πρόσηµο της 
µερικής παραγώγου της συνάρτησης των επενδύσεων ως προς b2. Το µέγεθος αυτής 
της µερικής παραγώγου προκύπτει από τη σχέση (5.234) και έχει ως ακολούθως:  
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Από την παραπάνω σχέση, και δεδοµένου ότι 0 < θ1 < 1 ή 0 < 1 – θ1 < 1, εύκολα 
προκύπτει ότι το πρόσηµο της µερικής παραγώγου ( )

0∆R2t b Ι 
=

∂∂  είναι απροσδιό-
ριστο και εξαρτάται από το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς 1t∆R − . Ως εκ τούτου 
απροσδιόριστη αναµένεται να είναι η επίδραση µίας µεταβολής του συντελεστή b2 
και επί του επιπέδου του εισοδήµατος ισορροπίας re

tY~ . 
Η µερική παράγωγος του εισοδήµατος ισορροπίας ως προς το συντελεστή b2 έχει 

ως ακολούθως: 
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∆εδοµένου ότι b0 > 0, b2 < 0, ω > 0, Μ0 > 0, d2 < 0, 0 < c1 < 1, v > 0, 0 < m < 1 
και 1  m  1m~ >+= , από τη σχέση (5.241.1) γίνεται αντιληπτό ότι το πρόσηµο της 
µερικής παραγώγου ( )

0∆R2
*
re bY

=
∂∂  είναι απροσδιόριστο και εξαρτάται από το 

πρόσηµο του πολυωνύµου48 ( ) 11
2

9  vc m~  v 1c m~ )m~(P ++−= .   
 
 

(δ)   Ο συντελεστής d1 
 
Η µεταβολή της τιµής µόνο του συντελεστή d1 θα επηρεάσει την ισορροπία που 

διαµορφώνεται στην αγορά χρήµατος. Προκειµένου να διαπιστώσουµε την κατεύθυ-
νση προς την οποία θα κινηθεί το ύψος της επιτοκιακής διαφοράς για την οποία η 
αγορά χρήµατος βρίσκεται σε ισορροπία, δεν έχουµε παρά να προσδιορίσουµε το 
πρόσηµο της µερικής παραγώγου της σχέσης (5.190) ως προς d1. ∆εδοµένου ότι: 
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48 Υπενθυµίζουµε ότι το πολυώνυµο )m~(P9  είναι οπωσδήποτε θετικά ορισµένο εφόσον ο επιταχυντής 

κινείται στο διάστηµα ( )21 v~,v~ , όπου ( )( )2

1112,1 cc  1  c1 v~ −±=  



µία µόνιµη αύξηση (µείωση) της τιµής του συντελεστή d1 αναµένεται να οδηγήσει 
στην αύξηση (µείωση) της επιτοκιακής διαφοράς για την οποία η αγορά χρήµατος 
βρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας. Ως αποτέλεσµα, οι επενδύσεις θα µειωθούν 
(αυξηθούν) προκαλώντας περαιτέρω τόσο τη µείωση (αύξηση) της συνολικής ζήτη-
σης όσο και του εισοδήµατος ισορροπίας. Με άλλα λόγια αναµένεται η ύπαρξη 
αρνητικής σχέσης µεταξύ του συντελεστή d1 και του εισοδήµατος ισορροπίας ( )re

tY~ .  
Προκειµένου να επιβεβαιώσουµε ή να απορρίψουµε την παραπάνω θέση, θα 

υπολογίσουµε το πρόσηµο της µερικής παραγώγου του εισοδήµατος ισορροπίας ως 
προς d1, το µέγεθος της οποίας έχει ως ακολούθως: 
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Η παραπάνω σχέση επιβεβαιώνει την ύπαρξη αρνητικής σχέσης µεταξύ του 

συντελεστή d1 και του εισοδήµατος ισορροπίας, καθώς ισχύει ότι: 1 m  1m~ >+= ,     
φ > 0, ω > 0, d1 > 0, b0 > 0 και M0 > 0. 

 
 

(ε) Ο συντελεστής d2 
 
Με τη βοήθεια του γραφήµατος ∆ – 5.26 που ακολουθεί θα διερευνήσουµε τις 

επιπτώσεις µίας µείωσης του µεγέθους του συντελεστή d2 πάνω στην αγορά χρήµατος 
και στο ύψος των επενδύσεων. 

 



 
 

 
∆ – 5.26 

 
 
Όπως έχουµε ήδη αναφέρει µία µείωση της τιµής του συντελεστή d2, έστω από 

d21 σε d22, θα έχει ως συνέπεια την αριστερόστροφη περιστροφή της καµπύλης 
ζήτησης χρήµατος περί του σηµείου τοµής της µε τον οριζόντιο άξονα49, περί του 
σηµείου δηλαδή Ζ4, από την αρχική θέση ( )t21211t

dd
1 Y,d,d;θ,∆RMM −=  στη νέα 

θέση ( )t21221t
dd

2 Y,d,d;θ,∆RMM −= . Ως εκ τούτου οι επιπτώσεις πάνω στην αγορά 
χρήµατος εξαρτώνται από την θέση της καµπύλης συνολικής προσφοράς χρήµατος 
ως προς το σηµείο Ζ4. Πιο συγκεκριµένα µπορούµε να διακρίνουµε µεταξύ των παρα-
κάτω περιπτώσεων: 

 
1η περίπτωση: ∆R > 0 

 
Στην περίπτωση που η συνολική προσφορά χρήµατος περιγράφεται από την 

καµπύλη s
1M , η οποία βρίσκεται αριστερά του σηµείου Ζ4, τότε προ της µειώσεως 

του συντελεστή d2 στην αγορά χρήµατος προσδιορίζεται το θετικό βραχυχρόνιο50 
επίπεδο της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας ∆R11. Η µετατόπιση της καµπύλης 
ζήτησης χρήµατος από τη θέση d

1M  στη θέση d
2M , η οποία προκύπτει ως αποτέλεσµα 

                                                 
49 Η συγκεκριµένη κίνηση οφείλεται στο γεγονός ότι η µείωση της τιµής του συντελεστή d2, για 
παράδειγµα από d21 = – 1 σε d22 = – 2, θα αφήσει ανεπηρέαστο το µέγεθος t14 YdΖ =  και θα οδη-

γήσει στη µείωση του µεγέθους Ζ3 από ( )221t131 θ1dYd   Ζ −−=  σε ( )222t132 θ1dYd   Ζ −−= . 
Με άλλα λόγια η συγκεκριµένη µεταβολή του συντελεστή d2 αφήνει ανεπηρέαστο το σηµείο τοµής 
µε τον οριζόντιο άξονα και προκαλεί την µετατόπιση του σηµείου τοµής της καµπύλης Μd µε τον 
κατακόρυφο άξονα από τη θέση Ζ31 στη θέση Ζ32.  

50 ∆εδοµένου ότι οι επιπτώσεις της µεταβολής του µεγέθους µόνο µίας εκ των παραµέτρων του υποδεί-
γµατος πάνω στο επίπεδο του εισοδήµατος ισορροπίας υπολογίζονται θεωρώντας ότι 0  ∆R = , το 
επίπεδο της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας θεωρείται δεδοµένο και ίσο µε µηδέν.  



της µείωσης του συντελεστή d2 από d21 σε d22, θα οδηγήσει στην πτώση της βραχυ-
χρόνιας επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας από ∆R11 σε ∆R12. Ως αποτέλεσµα, το 
επίπεδο των επενδύσεων αυξάνεται από Ι11 σε Ι12 κάτι που αναµένεται να προκαλέσει 
την αύξηση της συνολικής ζήτησης και του εισοδήµατος ισορροπίας. Με άλλα λόγια 
και σε µαθηµατικούς όρους αναµένεται ότι: 
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2η περίπτωση: ∆R = 0 

 
    Εάν η καµπύλη της συνολικής προσφοράς χρήµατος διέρχεται από το σηµείο 

Ζ4, όπως στην περίπτωση της καµπύλης s
2M , η αριστερόστροφη περιστροφή της 

καµπύλης Μd περί του σηµείου Ζ4 θα αφήσει ανεπηρέαστο την βραχυχρόνια  επιτο-
κιακή διαφορά ισορροπίας στο επίπεδο ∆R2. Ως εκ τούτου η µείωση της τιµής του 
συντελεστή d2 δεν αναµένεται να επηρεάσει τόσο τις επενδύσεις, το ύψος των οποίων 
θα παραµείνει σταθερό και ίσο µε Ι2, όσο και τη συνολική ζήτηση. Με άλλα λόγια, 
και σε µαθηµατικούς όρους, θα αναµένουµε ότι: 
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3η περίπτωση: ∆R < 0 

 
Εάν η καµπύλη της συνολικής προσφοράς χρήµατος τέµνει την αρχική καµπύλη 

ζήτησης χρήµατος d
1M  σε κάποιο σηµείο το οποίο εντοπίζεται προς τα δεξιά του 

σηµείου Ζ4, όπως στην περίπτωση της καµπύλης s
3M , τότε η αριστερόστροφη 

περιστροφή της καµπύλης Μd θα οδηγήσει στη µείωση της βραχυχρόνιας επιτοκιακής 
διαφοράς ισορροπίας από το επίπεδο ∆R31 στο ∆R32. Ως αποτέλεσµα οι επενδύσεις 
µειώνονται από Ι31 σε Ι32, κάτι που αναµένεται να οδηγήσει στη µείωση της συνολικής 
ζήτησης και κατ’ επέκταση του εισοδήµατος ισορροπίας. Με άλλα λόγια, και σε 
µαθηµατικούς όρους, αναµένεται ότι: 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω ανάλυση, το πρόσηµο της µερικής παρα-

γώγου του εισοδήµατος ισορροπίας re
tY~  ως προς το συντελεστή d2 αναµένεται να 

είναι απροσδιόριστο. Η µερική παράγωγος 2
re
t dY~ ∂∂ , όπως αυτή προσδιορίζεται µε 

τη βοήθεια της σχέσης (5.190), έχει ως ακολούθως: 
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∆εδοµένου ότι φ > 0, ω > 0, b0 > 0, 0 < c1 < 1, d1 > 0, d2 < 0, v > 0, 0 < m < 1,   

M0 > 0 και 1  m1m~ >+= , από τη σχέση (5.244.1) γίνεται αντιληπτό ότι το πρόσηµο 
της µερικής παραγώγου ( )

0∆R2
re

t dY
=

∂∂ ~  είναι πράγµατι απροσδιόριστο. 

 
 

(στ) Ο επιταχυντής ( v ) 
 
Μία µόνιµη αύξηση (µείωση) του µεγέθους του επιταχυντή αναµένεται ότι θα 

προκαλέσει την αύξηση (µείωση) των επενδύσεων, και κατ’ επέκταση της συνολικής 
ζήτησης και του εισοδήµατος ισορροπίας. Με άλλα λόγια, και σε µαθηµατικούς 
όρους, αναµένουµε ότι: 
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Προκειµένου να επιβεβαιώσουµε ή να απορρίψουµε την παραπάνω θέση θα 

προσδιορίσουµε, µε τη βοήθεια της σχέσης (5.226.1), το πρόσηµο της µερικής 
παραγώγου vY~ re

t ∂∂ , το µέγεθος της οποίας έχει ως ακολούθως: 
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∆εδοµένου ότι φ > 0, ω > 0, d1 > 0, 0 < c1 < 1, M0 > 0, 0 < m < 1, 1m1m~ >+= , 
η σχέση (5.245) επιβεβαιώνει την ύπαρξη θετικής σχέσης µεταξύ του επιταχυντή    
( v ) και του εισοδήµατος ισορροπίας )Y( re

t
~ . 

 
 



(ζ)   Η αρχική ποσότητα χρήµατος ( Μ0 ) 
 
Με δεδοµένη τη συνολική ζήτηση χρήµατος, µία αύξηση (µείωση) της αρχικής 

ποσότητας χρήµατος (Μ0) θα οδηγήσει στη µείωση (αύξηση) της βραχυχρόνιας επι-
τοκιακής διαφοράς ισορροπίας, η οποία µε τη σειρά της αναµένεται ότι θα οδηγήσει 
στην αύξηση (µείωση) των επενδύσεων και κατ’ επέκταση της συνολικής ζήτησης 
και του εισοδήµατος ισορροπίας. Με άλλα λόγια, και σε µαθηµατικούς όρους, αναµέ-
νεται ότι:  
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Παίρνοντας τη µερική παράγωγο της σχέσης (5.226.1) ως προς Μ0 βρίσκουµε: 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, και δεδοµένου ότι 1m1m~ >+= ,      

φ > 0, ω > 0, d1 > 0,  το πρόσηµο της µερικής παραγώγου 0
re
t MY~ ∂∂ είναι απροσδιό-

ριστο. Η εν λόγω µερική παράγωγος θα παρουσιάζει το αναµενόµενο πρόσηµο 
µόνο εφόσον το πολυώνυµο ( ) 01

2
8 ζ  m ζ m mP ++= ~~~  είναι θετικά ορισµένο, 

συνθήκη η οποία οπωσδήποτε ικανοποιείται εφόσον ο επιταχυντής παίρνει τιµές 
στο διάστηµα ),v(v re

2
re
1 , όπου ( ) ( )( )2111

re
2,1 cφωc1  cφω1v +−±+= . 

 
 

(η)   Ο ρυθµός της νοµισµατικής επέκτασης ( m ) 
 
Προκειµένου να προσδιορίσουµε τις επιπτώσεις µίας αύξησης (µείωσης) του 

ρυθµού της νοµισµατικής επέκτασης (m) πάνω στην επιτοκιακή διαφορά για την 
οποία η αγορά χρήµατος βρίσκεται σε βραχυχρόνια ισορροπία, δεν έχουµε παρά να 
προσδιορίσουµε το πρόσηµο της µερικής παραγώγου της σχέσης (5.190). 

Το γεγονός ότι: 
 

( )
) 5.247 (                 0  

ωd

m  1 t M

m

∆R

22

1t
01t <

+
=

∂

∂ −
−  

 
µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι µία µόνιµη αύξηση (µείωση) του ρυθµού της νοµι-
σµατικής επέκτασης θα προκαλέσει τη µείωση (αύξηση) της βραχυχρόνιας επιτο-
κιακής διαφοράς ισορροπίας, οδηγώντας µε τη σειρά της στην αύξηση (µείωση) των 
επενδύσεων και κατ’ επέκταση της συνολικής ζήτησης και του εισοδήµατος ισορρο-
πίας. Με άλλα λόγια, και σε µαθηµατικούς όρους, αναµένουµε ότι:  



 

0  
m

Y~ re
t >

∂
∂  

 
Παίρνοντας τη µερική παράγωγο της σχέσης (5.226.1) ως προς m βρίσκουµε ότι: 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, και εφόσον M0 > 0, 1m~ > ,φ > 0,      

ω > 0, t ≥ 0, d1 > 0, ζ1 < 0 & ζ0 > 0, η µερική παράγωγος mY re
t ∂∂ ~  θα έχει το αναµε-

νόµενο πρόσηµο µόνο εφόσον ισχύει ότι ( ) ( ) ( ) 0  t2ζ  m t1ζ m tmP 01
2

10 >++++= ~~~ . 
 
 

(θ)   Ο χρόνος ( t ) 
 
Όπως προκύπτει και από τη συγκεκριµένη συναρτησιακοί µορφή του 

εισοδήµατος ισορροπίας, αναµένεται η ύπαρξη θετικής σχέσης µεταξύ αυτού και του 
χρόνου. Με άλλα λόγια και σε µαθηµατικούς όρους αναµένεται ότι: 
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Παίρνοντας τη µερική παράγωγο του εισοδήµατος ισορροπίας, όπως αυτό περι-

γράφεται από τη σχέση (5.226.1), ως προς το χρόνο ( t ) προκύπτει ότι: 
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∆εδοµένου ότι φ > 0, ω > 0, d1 > 0, M0 > 0, 0 < m < 1, και 1  m1m~ >+= , από την 

παραπάνω σχέση γίνεται αντιληπτό ότι η µερική παράγωγος t Y re
t ∂∂ ~  θα έχει το 

αναµενόµενο πρόσηµο εφόσον το πολυώνυµο ( ) 01
2

8 ζ  m ζ m mP ++= ~~~  είναι θετικά 
ορισµένο, συνθήκη η οποία οπωσδήποτε ικανοποιείται εφόσον ο επιταχυντής 
κινείται στο διάστηµα ),v(v re

2
re
1 , όπου ( ) ( )( )2111

re
2,1 cφωc1  cφω1v +−±+= .     



(ι)   Ο συντελεστής θ1 
 
Μία µεταβολή της τιµής του συντελεστή θ1 θα έχει επιπτώσεις στην αγορά 

προϊόντος και ειδικότερα στο ύψος των επενδύσεων. Προκειµένου να διαπιστώσουµε 
την κατεύθυνση της επίπτωσης, δεν έχουµε παρά να προσδιορίσουµε το πρόσηµο της 
µερικής παραγώγου ( )

0∆R1t θI
=

∂∂ . Το µέγεθος της εν λόγω µερικής παραγώγου, 
όπως αυτό προκύπτει από τη σχέση (5.234), έχει ως ακολούθως: 
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Όπως διαπιστώνουµε, το πρόσηµο της µερικής παραγώγου ( )

0∆R1t θI
=

∂∂  είναι 
µάλλον απροσδιόριστο καθώς εξαρτάται από το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς. 
Ως εκ τούτου απροσδιόριστη αναµένεται να είναι και η επίδραση µίας µόνιµης 
µεταβολής του συντελεστή θ1 πάνω στο επίπεδο του εισοδήµατος ισορροπίας re

tY~ . 
Η µερική παράγωγος του εισοδήµατος ισορροπίας re

tY~  ως προς το συντελεστή θ1, 
όπως αυτή προσδιορίζεται µε τη βοήθεια της σχέσης (5.226.1), έχει ως ακολούθως: 
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Από τη σχέση (5.251.1), και δεδοµένου ότι φ > 0, Μ0 > 0, 0 < ω2 = 1 – θ2 < 1 και 

d1 > 0, εύκολα προκύπτει ότι το πρόσηµο της µερικής παραγώγου ( )
0∆R1

re
t θY

=
∂∂ ~  

είναι απροσδιόριστο καθώς αυτό επηρεάζεται από το πρόσηµο του πολυωνύµου 
( ) ( ) 11

2
9 vc  m v  1c m mP ++−= ~~~ , το οποίο είναι επίσης απροσδιόριστο.  

 
 

(ια)   Ο συντελεστής θ2 
 
Μία µεταβολή του µεγέθους του συντελεστή θ2 έχει, όπως θυµόµαστε, ως συνέ-

πεια την περιστροφή της καµπύλης συνολικής ζήτησης χρήµατος περί του σηµείου 
τοµής της µε τον οριζόντιο άξονα. Με τη βοήθεια του γραφήµατος ∆ – 5.27, θα 
επιχειρήσουµε να προσδιορίσουµε τις επιπτώσεις µίας µείωσης της τιµής του συντε-
λεστή θ2 από θ21 σε θ22, όπου θ22 < θ21, κατ’ αρχήν πάνω στο επίπεδο των επενδύσεων 
και στη συνέχεια πάνω στο επίπεδο της συνολικής ζήτησης και του εισοδήµατος 
ισορροπίας ( )re

tY~ .  
Η µείωση της τιµής του συντελεστή θ2 από θ21 σε θ22 έχει ως αποτέλεσµα την 

δεξιόστροφη περιστροφή της καµπύλης συνολικής ζήτησης χρήµατος περί του 
σηµείου Ζ4, από τη θέση ( )t21211t

dd
1 Y ,d ,d;θ,∆RM M −=  στη θέση ( , ∆RM M 1t

dd
2 −=  

)t2122 Y ,d,d;θ 51. Γίνεται λοιπόν αντιληπτό ότι οι επιπτώσεις της εν λόγω κίνησης της 
καµπύλης συνολικής ζήτησης χρήµατος επί της επιτοκιακής διαφοράς, και κατά 
συνέπεια επί του επιπέδου των επενδύσεων, εξαρτάται από τη θέση του σηµείου 
τοµής της καµπύλης συνολικής προσφοράς χρήµατος ως προς το σηµείο Ζ4. Βάσει 
αυτής µπορούµε να διακρίνουµε µεταξύ των παρακάτω περιπτώσεων.    

 
1η περίπτωση : ∆Rt – 1 > 0  

 
Εάν η καµπύλη συνολικής προσφοράς χρήµατος τέµνει τον οριζόντιο άξονα σε 

κάποιο σηµείο αριστερά του σηµείου Ζ4, όπως στην περίπτωση της καµπύλης s
1M , η 

προκαλούµενη από την µείωση του συντελεστή θ2 µετατόπιση της καµπύλης συνο-
λικής ζήτησης χρήµατος από τη θέση d

1M  στη θέση d
2M  έχει ως αποτέλεσµα την 

                                                 
51 Η περιστροφή της καµπύλης Μd περί του σηµείου Ζ4 είναι δεξιόστροφη καθώς για θ21 < θ22 ⇒        

⇒ – θ21 > – θ22 ⇒ 1 – θ21 > 1 – θ22 ⇒ – d2 (1 – θ21) > – d2 (1 – θ22) ⇒ 22212221 zz  zεφ  zεφ )))) >⇒> . Με 

άλλα λόγια η µείωση του µεγέθους του συντελεστή θ2 οδηγεί στη µείωση της γωνίας 2z) , κάτι που 
µας υποχρεώνει να δεχθούµε ότι η καµπύλη Μd περιστρέφεται δεξιόστροφα περί του σηµείου Ζ4.      



αύξηση της επιτοκιακής διαφοράς από ∆R11 σε ∆R12. Ως αποτέλεσµα οι επενδύσεις 
µειώνονται από Ι11 σε Ι12, κάτι που αναµένεται να προκαλέσει τη µείωση της 
συνολικής ζήτησης και του εισοδήµατος ισορροπίας. Με άλλα λόγια και σε 
µαθηµατικούς όρους θα αναµένουµε ότι: 
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2η περίπτωση : ∆Rt-1 = 0 
 
Εάν η καµπύλη της συνολικής προσφοράς χρήµατος διέρχεται από το σηµείο Ζ4, 

όπως στην περίπτωση της καµπύλης s
2M , η οφειλόµενη στη µόνιµη µείωση του 

συντελεστή θ2 περιστροφή της καµπύλης συνολικής ζήτησης χρήµατος περί του 
σηµείου Ζ4 θα αφήσει ανεπηρέαστη την επιτοκιακή διαφορά στο επίπεδο ∆R2 = 0. Ως 
εκ τούτου δεν θα έχουµε καµία επίπτωση τόσο στο ύψος των επενδύσεων όσο και στο 
επίπεδο της συνολικής ζήτησης και του εισοδήµατος ισορροπίας. Με άλλα λόγια και 
σε µαθηµατικούς όρους θα αναµένουµε ότι: 
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3η περίπτωση : ∆Rt – 1 < 0 
 
Τέλος, εάν η καµπύλη της συνολικής προσφοράς χρήµατος τέµνει τον οριζόντιο 

άξονα σε κάποιο σηµείο δεξιά του Ζ4, όπως στην περίπτωση της καµπύλης s
3M , η 

οφειλόµενη σε µία µόνιµη µείωση του µεγέθους του συντελεστή θ2 περιστροφή της 
καµπύλης Μd από τη θέση d

1M  στη θέση d
2M , θα οδηγήσει στην µείωση της επιτο-

κιακής διαφοράς από ∆R31 σε ∆R32. Η µείωση της επιτοκιακής διαφοράς αναµένεται 
ότι αφενός θα προκαλέσει την αύξηση των επενδύσεων από Ι31 σε Ι32, αφετέρου θα 
οδηγήσει στην αύξηση της συνολικής ζήτησης και κατ’ επέκταση του εισοδήµατος 
ισορροπίας. Με άλλα λόγια και σε µαθηµατικούς όρους θα αναµένουµε ότι: 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω ανάλυση, το πρόσηµο της µερικής παρα-

γώγου 2
re
t θY~ ∂∂ αναµένεται ότι θα είναι απροσδιόριστο. Προκειµένου να επιβεβαιώ-

σουµε το συµπέρασµα αυτό, δεν έχουµε παρά να υπολογίσουµε µε τη βοήθεια της 
σχέσης (5.226.1) την εν λόγω µερική παράγωγο το µέγεθος της οποίο έχει ως 
ακολούθως: 
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∆εδοµένου ότι ω > 0, 0 < ω2 < 1, b0 > 0, φ > 0 & Μ0 > 0, από τη σχέση (5.252.1) 
εύκολα προκύπτει ότι το πρόσηµο της µερικής παραγώγου ( )

0∆R2
re

t θY
=

∂∂ ~  είναι 

απροσδιόριστο καθώς αυτό εξαρτάται από το ευρισκόµενο εντός της αγκύλης 
µέγεθος, το πρόσηµο του οποίου είναι επίσης απροσδιόριστο. 

 
 

5.3.4   Προσδιορισµός της γενικής λύσης του υποδείγµατος υπό καθεστώς παλι-
νδροµικών προσδοκιών και διερεύνηση της ευστάθειάς της 

 
Έχοντας διερευνήσει τις επιπτώσεις πάνω στο ύψος του εισοδήµατος ισορροπίας, 

οι οποίες προκύπτουν ως αποτέλεσµα µίας απειροελάχιστης µεταβολής του µεγέθους 
µίας µόνο εκ των συνιστωσών παραµέτρων του, θα εξάγουµε στην τρέχουσα υποενό-
τητα τη µαθηµατική µορφή της γενικής λύσης του υποδείγµατος, όπως αυτή διαµο-
ρφώνεται στα πλαίσια του µηχανισµού των παλινδροµικών προσδοκιών, και θα 
διερευνήσουµε την ευστάθειά της. 

Προκειµένου να εξάγουµε τις κατά Routh ικανές και αναγκαίες συνθήκες ευστά-
θειας του υποδείγµατος, θα ξεκινήσουµε αντικαθιστώντας τη σχέση (5.65) στη 
χαρακτηριστική εξίσωση (5.195). Από την αντικατάσταση αυτή προκύπτει ότι: 
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Σύµφωνα µε το κατά Routh θεώρηµα ευστάθειας όλες οι χαρακτηριστικές ρίζες 

θα έχουν αρνητικό πραγµατικό µέρος, και κατά συνέπεια θα εντοπίζονται εντός του 
µοναδιαίου κύκλου καθιστώντας έτσι το υπόδειγµα ευσταθές, εφόσον ικανοποιείται 
το ακόλουθο σύστηµα ανισοτήτων: 
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Η περιγραφόµενη µέσω της ανισότητας (5.254.2) συνθήκη ευστάθειας ικανο-

ποιείται καθώς για τις σταθερές ζ0 και ζ1 γνωρίζουµε ότι 0)φω1(vc ζ 10 >+=  και 
( ) 0  )φω1( v 1cζ 11 <++−= . Αντικαθιστώντας τώρα τα µεγέθη των σταθερών ζ0 και 

ζ1 στη συνθήκη ευστάθειας (5.254.1) βρίσκουµε ότι:  
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Η παραπάνω ανισότητα ικανοποιείται δεδοµένου ότι 0 < c1 < 1, φ > 0 και ω > 0. 
Όπως γίνεται φανερό, η µοναδική συνθήκη που θα πρέπει να ικανοποιείται 

προκειµένου η γενική λύση του υποδείγµατος να χαρακτηρίζεται ως ευσταθής 
περιγράφεται από την ανισότητα (5.254.3), η οποία έπειτα από την αντικατάσταση τη 
σταθεράς ζ0 παίρνει την ακόλουθη µορφή: 
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Βάσει της παραπάνω σχέσης, και δεδοµένου ότι 1vs

re > , οδηγούµαστε στο 
συµπέρασµα ότι έπειτα από µία εξωγενή διαταραχή το εισόδηµα θα συγκλίνει προς 
τη βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του )Y( re

t
~  εφόσον ο επιταχυντής παίρνει µία τιµή 

η οποία κινείται εντός του διαστήµατος ( )s
rev0, . Αντιθέτως, στην περίπτωση που 



ισχύει ότι v∈ [ s
rev ,+∞) το εισόδηµα θα αποκλίνει, έπειτα από µία εξωγενή διατα-

ραχή, από τη βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του.      
Το ερώτηµα που ανακύπτει ωστόσο σ’ αυτό το σηµείο, έχει να κάνει µε το εάν 

και κατά πόσο ο µηχανισµός των παλινδροµικών προσδοκιών διευρύνει το πεδίο 
τιµών του επιταχυντή για το οποίο επιτυγχάνεται σύγκλιση του εισοδήµατος προς τη 
βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του, συγκριτικά µε εκείνο στο οποίο καταλήγουµε τόσο 
στα πλαίσια του αρχικού υποδείγµατος του Samuelson, όσο και εκείνου το οποίο 
προκύπτει στα πλαίσια των µηχανισµών των αναθεωρούµενων και των στατικών 
προσδοκιών. 

Όπως θυµόµαστε, η συνθήκη ευστάθειας του αρχικού υποδείγµατος του 
Samuelson και εκείνη που εξειδικεύσαµε στα πλαίσια των µηχανισµών των 
αναθεωρούµενων και των στατικών προσδοκιών περιγράφονται αντιστοίχως από τις 
δύο ακόλουθες ανισότητες: 
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Το γεγονός ότι: 
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µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι το διάστηµα τιµών του επιταχυντή για το οποίο 
εξασφαλίζεται ότι, έπειτα από µία εξωγενή διαταραχή, το εισόδηµα θα συγκλίνει προς 
τη βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του και το οποίο εξειδικεύσαµε στα πλαίσια τόσο των 
αναθεωρούµενων (στατικών) όσο και των παλινδροµικών προσδοκιών, είναι µεγα-
λύτερο εκείνου στο οποίο καταλήξαµε στα πλαίσια του αρχικού υποδείγµατος του 
Samuelson.  

Προκειµένου να διαπιστώσουµε εάν ο µηχανισµός των παλινδροµικών προσδο-
κιών διευρύνει το πεδίο τιµών του επιταχυντή στο οποίο καταλήξαµε στα πλαίσια των 
αναθεωρούµενων και των στατικών προσδοκιών και για το οποίο επιτυγχάνεται 
ευστάθεια του υποδείγµατος, θα τροποποιήσουµε ελαφρώς τη σχέση (5.255) δίνοντάς 
της την ακόλουθη µορφή: 
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Το πρόσηµο της διαφοράς 1 – ω εξαρτάται από τα µεγέθη των συντελεστών θ1 

και θ2. Βάσει αυτών, και δεδοµένου ότι ω = (1 – θ1)/(1 – θ2) µπορούµε να διακρίνουµε 
µεταξύ των ακόλουθων περιπτώσεων: 
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Όπως προκύπτει από τις παραπάνω σχέσεις, το εάν και κατά πόσον ο µηχανισµός 
των παλινδροµικών προσδοκιών διευρύνει το διάστηµα τιµών του επιταχυντή για το 
οποίο επιτυγχάνεται σύγκλιση του εισοδήµατος, πάντα συγκριτικά µε εκείνο στο 
οποίο καταλήγουµε βάσει του µηχανισµού των αναθεωρούµενων ή των στατικών 
προσδοκιών, εξαρτάται από το µέγεθος των συντελεστών θ1 και θ2.  

Στον πίνακα που ακολουθεί, και µέσω της σκιαγραφηµένης επιφάνειας παρου-
σιάζεται το διάστηµα τιµών του επιταχυντή για το οποίο στο αρχικό και στο διευρυ-
µένο µε τις προσδοκίες υπόδειγµα του Samuelson επιτυγχάνεται σύγκλιση του εισο-
δήµατος προς τη µακροχρόνια τιµή ισορροπίας του έπειτα από µία διαταραχή. 
Εύκολα διαπιστώνουµε ότι ο µηχανισµός των παλινδροµικών προσδοκιών οδηγεί σε 
διεύρυνση (συρρίκνωση) του πεδίου τιµών του επιταχυντή για το οποίο επιτυγχάνεται 
σύγκλιση, µόνο στην περίπτωση που ο συντελεστής θ1 είναι µικρότερος (µεγαλύτερος) 
από το συντελεστή θ2. Στην περίπτωση που η ταχύτητα προσαρµογής της επιτοκιακής 
διαφοράς ∆Rt–1 προς την τιµή ισορροπίας της είναι η ίδια τόσο στην αγορά προϊόντος 
όσο και στην αγορά χρήµατος, στην περίπτωση δηλαδή που ισχύει ότι θ1 = θ2, το πεδίο 
τιµών του επιταχυντή για το οποίο επιτυγχάνεται σύγκλιση στα πλαίσια του διευρυµένου 
υποδείγµατος δεν επηρεάζεται από τη χρήση διαφορετικών µηχανισµών διαµόρφωσης 
των προσδοκιών.  

 
 



 
όπου AE: Adaptive Expectations, SE: Static Expectations & RE: Regressive Expectations 

 
 
Όπως θυµόµαστε, η γενική λύση του υποδείγµατος (Υt) αποτελεί το άθροισµα 

της συµπληρωµατικής λύσης ( )c
tY  και µίας µερικής του λύσης ( )re

t
p
t Y~ ή Y . 

∆εδοµένου ότι η µορφή της συµπληρωµατικής λύσης διαφοροποιείτε ανάλογα µε το 
πρόσηµο της διακρίνουσας (∆8) της χαρακτηριστικής εξίσωσης (5.195), γίνεται 
αντιληπτό ότι κάτι ανάλογο θα συµβαίνει και στην περίπτωση της γενικής λύσης της 
βασικής εξίσωσης διαφορών. Στον πίνακα 5.7 παρουσιάζονται οι µορφές της γενικής 
λύσης του υποδεί-γµατος, όπως αυτές προκύπτουν από το συνδυασµό των σχέσεων 
(5.209), (5.213), (5.220) και (5.226).      

 
 

Πίνακας 5.7: Μορφές της συµπληρωµατικής λύσης βάσει του προσήµου της 
                       διακρίνουσας ∆8 
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Παρατήρηση: Οι σταθερές Αi, i = 1, …. ,4, µπορούν να προσδιορισθούν µε τη βοήθεια δύο αρχικών 
συνθηκών 

 
 
Ένα ερώτηµα που τίθεται στο σηµείο αυτό έχει να κάνει µε τα εάν µπορούµε να 

προσδιορίσουµε κάποιες συνθήκες, οι οποίες θα µας πληροφορούν αναφορικά µε τη 
µορφή της διαχρονικής πορείας του εισοδήµατος έπειτα από µία εξωγενή διαταραχή. 



Όπως θυµόµαστε, στην περίπτωση που ο επιταχυντής παίρνει τιµές στο διάστηµα 
( )re

2
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1 v,v  η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος θα χαρακτηρίζεται από ταλαντώσεις, 

ενώ η ύπαρξη σύγκλισης εξαρτάται από την ικανοποίηση της (5.255). Γίνεται λοιπόν 
αντιληπτό ότι θα µπορούσαµε να εξειδικεύσουµε εκείνα τα διαστήµατα τιµών του 
επιταχυντή, για τα οποία έπειτα από µία διαταραχή το εισόδηµα θα συγκλίνει ή θα 
αποκλίνει εκθετικά ή ηµιτονοειδώς από τη βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του. 
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∆εδοµένου ότι: 
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από το συνδυασµό των σχέσεων (5.260) και (5.261) συµπεραίνουµε ότι: 
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Συνδυάζοντας τις σχέσεις (5.259) και (5.262) οδηγούµαστε στο ακόλουθο συµπέ-

ρασµα: 
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Βάσει της παραπάνω σχέσης, και στηριζόµενοι στην ανάλυση που προηγήθηκε, 

κατασκευάσαµε τον πίνακα 5.8, στα πλαίσια του οποίου εξειδικεύουµε τη µορφή και 
την κατεύθυνση της διαχρονικής πορείας του εισοδήµατος έπειτα από µία διαταραχή. 

 
 

Πίνακας 5.8 : Εξειδίκευση της µορφής της διαχρονικής πορείας του εισοδήµατος 
έπειτα από µία εξωγενή διαταραχή 
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Μονοτονική 
Σύγκλιση 

Ηµιτονοειδής 
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Ηµιτονοειδής 
Απόκλιση 

Μονοτονική 
Απόκλιση 

 
 
 
  

 
 



5.4  Εξαγωγή της βασικής εξίσωσης διαφορών του υποδείγµατος στα πλαίσια του 
µηχανισµού των ορθολογικών προσδοκιών 
 
Στα πλαίσια της τρέχουσας θεµατικής ενότητας, θα διερευνήσουµε τις επιπτώσεις 

της χρήσης του µηχανισµού των ορθολογικών προσδοκιών τόσο πάνω στη µορφή της 
εξίσωσης που περιγράφει τη διαχρονική εξέλιξη του εισοδήµατος, όσο και στις δυνα-
µικές ιδιότητες του υποδείγµατος που προκύπτει από τη χρήση του συγκεκριµένου 
µηχανισµού διαµόρφωσης των προσδοκιών. 

Αν θεωρήσουµε ότι τα οικονοµούντα άτοµα διαµορφώνουν τις προσδοκίες την 
περίοδο t – 1 κάνοντας χρήση του συνόλου των διαθέσιµων πληροφοριών κατά τη 
συγκεκριµένη χρονική περίοδο, αν δηλαδή θεωρήσουµε ο µηχανισµός διαµόρφωσης 
των προσδοκιών περιγράφεται από τη σχέση (4.9), οι βασικές σχέσεις ισορροπίας 
(3.7) και (3.15) τροποποιούνται λαµβάνοντας την ακόλουθη µορφή: 
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Προκειµένου να προσδιορίσουµε το µέγεθος του όρου Εt–1(∆Rt), θα πάρουµε την 
µαθηµατική ελπίδα των σχέσεων (3.7.1) και (3.15.1) και θα επιλύσουµε το προκύπτον 
σύστηµα ως προς Εt–1(Υt) και Εt–1(∆Rt). Πιο συγκεκριµένα52: 
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52 Για τον προσδιορισµό του συγκεκριµένου συστήµατος εξισώσεων γίνεται χρήση των παρακάτω δύο  
ιδιοτήτων: (α) Εt–i(c Xt) = c Εt–i(Xt) & (β) Εt–i(Xt–j) = Xt–j , όπου i = 0 , 1 , 2 , …. & i ≤ j.  
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Με τη χρήση πινάκων το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων τροποποιείται λαµβά-

νοντας την παρακάτω µορφή: 
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Αντικαθιστώντας τη σχέση (5.266) στη σχέση (3.7.1) και κινούµενοι στη συνέ-
χεια προς τα εµπρός κατά δύο περιόδους, προκύπτει η βασική εξίσωση διαφορών του 
υποδείγµατος όταν οι προσδοκίες διαµορφώνονται ορθολογικά: 
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Όπως διαπιστώνουµε, στα πλαίσια του υποδείγµατός µας και βάσει του µηχανι-

σµού των ορθολογικών προσδοκιών προκύπτει µία εξίσωση διαφορών δεύτερης 
τάξης µε σταθερούς συντελεστές, η γενική λύση της οποίας (Υt) αποτελεί το 
άθροισµα µίας µερικής λύσης της ( p

tY ) µε τη συµπληρωµατική της λύση ( c
tY ), µε τη 

γενική δηλαδή λύση της οµογενούς εξίσωσης διαφορών:  
 

0 Yδ Yδ  Y t01t12t =++ ++           ( 5.268 ) 
 

Με άλλα λόγια η γενική λύση της βασικής εξίσωσης διαφορών θα έχει ως εξής: 
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Στη συνέχεια της ανάλυσης µας θα εξειδικεύσουµε τη µαθηµατική µορφή τόσο 
της µερικής όσο και της συµπληρωµατικής λύσης της βασικής εξίσωσης διαφορών, 
κατόπιν θα διερευνήσουµε τις δυναµικές ιδιότητες του υποδείγµατός µας και τέλος θα 
επιχειρήσουµε να προσδιορίσουµε τις επιπτώσεις επί του εισοδήµατος ισορροπίας οι 
οποίες προκύπτουν ως συνέπεια της µεταβολής του µεγέθους µίας εκ των συνι-
στωσών παραµέτρων του.  

 
 

 5.4.1   Προσδιορισµός της γενικής λύσης και διερεύνηση των δυναµικών ιδιοτή-
των του υποδείγµατος στα πλαίσια του µηχανισµού των ορθολογικών 
προσδοκιών. 

 
Συγκρίνοντας τις σχέσεις (5.128) και (5.267) γίνεται αντιληπτό ότι οι µηχανισµοί 

των στατικών και των ορθολογικών προσδοκιών µας οδηγούν στην ίδια βασική εξίσω-
ση διαφορών. Αυτό σηµαίνει ότι τόσο η γενική λύση όσο και οι δυναµικές ιδιότητες 
των υποδειγµάτων τα οποία αναπτύσσονται βάσει των δύο αυτών µηχανισµών είναι 
πανοµοιότυπες. Ως εκ τούτου η µερική λύση, και συνάµα η σχέση που περιγράφει τη 
βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του εισοδήµατος, η οποία εξειδικεύεται στα πλαίσια 
του µηχανισµού των ορθολογικών προσδοκιών έχει την ακόλουθη µορφή: 

 

01
2

2t

1

0

1

0se
t

ra
t δ  m~δ  m~

m~ 
d
M

 
φ  1

φ  
φ  c  1

b
  Y~ Y~

+++
+

+−
==

+

          ( 5.270 ) 

   
Όπως έχουµε ήδη αναφέρει το µέγεθος του εισοδήµατος ισορροπίας θα συνιστά 
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Οι σχέσεις (5.271.1) και (5.271.2) παρουσιάζονται γραφικά στο διάγραµµα         
∆ – 5.28 µέσω των επιφανειών ra

2
ra

1 V & V . Οι δύο αυτές επιφάνειες αποτελούν το 
γεωµετρικό τόπο των συνδυασµών (φ,c1,v) για τους οποίους ισχύει ότι ∆5 = 0. Για 
σηµεία του χώρου των τριών διαστάσεων τα οποία εντοπίζονται µεταξύ των δύο 
επιφανειών, όπως για παράδειγµα το Ε1, η διακρίνουσα ∆5 είναι αρνητική (∆5 < 0). 
Από την άλλη πλευρά σηµεία τα οποία εντοπίζονται είτε κάτω από την επιφάνεια ra

1V  
είτε πάνω από την επιφάνεια ra

2V , όπως για παράδειγµα το Ε2, περιγράφουν συνδυα-
σµούς (φ,c1,v) για τους οποίους ισχύει ότι (∆5 > 0).   

 



 
 

∆ – 5.28 
 
 

Το γεγονός ότι η ∆5 αποτελεί διακρίνουσα όχι µόνο της εξίσωσης 0   )m~(P6 =  
αλλά και της χαρακτηριστικής εξίσωσης 0 δ  λδ λ 01

2 =++ , το παραπάνω γράφηµα θα 
µπορούσε να χρησιµοποιηθεί και για την περιγραφή της διαχρονικής εξέλιξης του 
εισοδήµατος. Έτσι σηµεία του χώρου των τριών διαστάσεων τα οποία εντοπίζονται 
µεταξύ των δύο επιφανειών, όπως το Ε1 , περιγράφουν συνδυασµούς (φ,c1,v) για τους 
οποίους όχι µόνο διασφαλίζεται το θετικό πρόσηµο του εισοδήµατος ισορροπίας, 
αλλά και για τους οποίους η διαχρονική εξέλιξη του εισοδήµατος θα χαρακτηρίζεται 
από ταλαντώσεις. Όλα τα υπόλοιπα σηµεία του χώρου των τριών διαστάσεων, περι-
γράφουν συνδυασµούς (φ,c1,v) για τους οποίους το εισόδηµα συγκλίνει ή αποκλίνει 
εκθετικά από τη βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του, όπως αυτή περιγράφεται από τη 
σχέση (5.270).     

Ο πίνακας που ακολουθεί αποτελεί αναπαραγωγή του πίνακα 5.4 και στα πλαίσια 
αυτού παρουσιάζονται βάσει του προσήµου της διακρίνουσας ∆5 οι µορφές της γενι-
κής λύσης της βασικής εξίσωσης διαφορών (5.267). 

 
 

Πίνακας 5.9: Μορφές της γενικής λύσης βάσει του προσήµου της διακρίνουσας ∆5 
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Παρατήρηση: Οι σταθερές Αi, i = 1, …. ,4, µπορούν να προσδιορισθούν µε τη βοήθεια δύο αρχικών 
συνθηκών 



Η ασυµπτωτική ευστάθεια της γενικής λύσης της βασικής εξίσωσης διαφορών 
(5.267) διασφαλίζεται εφόσον ικανοποιείται η ακόλουθη ανισότητα: 

 
s
se

1

s
ra  v 

c
φ  1  v v =

+
=<           ( 5.272 ) 

 
Στα πλαίσια του γραφήµατος ∆ – 5.29, οι συνδυασµοί (φ,c1,v) για τους οποίους η 
γενική λύση της βασικής εξίσωσης διαφορών χαρακτηρίζεται ως ασυµπτωτικά 
ευσταθής εντοπίζονται κάτω από την επιφάνεια s

raV , η οποία αποτελεί τη γραφική 
απεικόνιση της σχέσης 1

s
ra cφ)  (1 v += . Με άλλα λόγια για σηµεία του χώρου των 

τριών διαστάσεων, όπως το Ε3, η γενική λύση θα είναι ευσταθής, ενώ για σηµεία τα 
οποία εντοπίζονται πάνω από την επιφάνεια s

raV , όπως το Ε4, η γενική λύση θα είναι 
ασταθής.   
 
 

 
 

∆ – 5.29 
     

 
Στη συνέχεια και µε τη βοήθεια του γραφήµατος ∆ – 5.30 θα διερευνήσουµε από 

κοινού τη µορφή της διαχρονικής εξέλιξης του εισοδήµατος και την ευστάθεια της 
γενικής λύσης της βασικής εξίσωσης διαφορών. Πιο συγκεκριµένα, σηµεία του 
τρισδιάστατου χώρου τα οποία εντοπίζονται µεταξύ των επιφανειών ra

1
s
ra V & V  

( ra
2

s
ra V & V ), όπως το Ε13 (Ε14), περιγράφουν συνδυασµούς (φ,c1,v) για τους οποίους 

το εισόδηµα θα συγκλίνει (αποκλίνει) από τη βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του µέσω 
ταλαντώσεων. Από την άλλη πλευρά, σηµεία του χώρου των τριών διαστάσεων τα 
οποία εντοπίζονται κάτω (πάνω) από τις επιφάνειες ra

1
s
ra V & V  ( ra

2
s
ra V & V ), όπως για 

παράδειγµα το σηµείο Ε5 (Ε2) περιγράφουν συνδυασµούς (φ,c1,v) για τους οποίους το 
εισόδηµα θα συγκλίνει (αποκλίνει) εκθετικά από τη βραχυχρόνια τιµή ισορροπίας του.  



 
 

∆ – 5.30 
 
 
 

6.   Θεµελίωση των θεωρητικών συµπερασµάτων της ανάλυσής µας µε τη χρήση 
της µεθόδου της προσοµοίωσης.      
 
Έχοντας προσδιορίσει τη µορφή της συνάρτησης που περιγράφει τη διαχρονική 

εξέλιξη του εισοδήµατος, όπως αυτή προκύπτει έπειτα από τη χρήση διαφορετικών 
µηχανισµών διαµόρφωσης των προσδοκιών, και έχοντας διερευνήσει τις δυναµικές 
ιδιότητες που διέπουν τη συµπεριφορά του, ήρθε η ώρα να διερευνήσουµε την ισχύ 
των θεωρητικών συµπερασµάτων στα οποία καταλήξαµε µε τη βοήθεια της µεθόδου 
της προσοµοίωσης. Πιο συγκεκριµένα, θα ξεκινήσουµε αποδίδοντας συγκεκριµένες 
τιµές στις παραµέτρους που χρησιµοποιούνται στα πλαίσια της ανάλυσης που πραγ-
µατοποιείται για κάθε έναν από τους τέσσερις διαφορετικούς µηχανισµούς διαµό-
ρφωσης των προσδοκιών. Στη συνέχεια θα επιχειρήσουµε να θεµελιώσουµε την ισχύ 
των θεωρητικών συµπερασµάτων στα οποία καταλήξαµε, αναφορικά µε τη µορφή 
της γενικής λύσης της βασικής εξίσωσης διαφορών και των δυναµικών ιδιοτήτων που 
διέπουν τη διαχρονική συµπεριφορά του εισοδήµατος. 

 
 

6.1   Αποτελέσµατα της διαδικασίας προσοµοίωσης στα πλαίσια του µηχανισµού 
των αναθεωρούµενων προσδοκιών.  

 
Στα πλαίσια της τρέχουσας παραγράφου θα θεωρήσουµε τις παρακάτω τιµές 

αναφορικά µε τις παραµέτρους του υποδείγµατος: c1 = 0.75 , v = 1 , b2 = – 0.75 , d1 = 
= 4/3 , d2 = – 2 , γ = 0.5 , b0 = 0.2 , M0 = 0.5 , m = 0.05 , Y0 = 0.6 , Y1 = 0.52 , Y2 = 0.4. 
Βάσει αυτών των δεδοµένων µπορούµε να υπολογίσουµε µια σειρά µεγεθών, η 
γνώση των οποίων θα µας βοηθήσει στο σχηµατισµό της βασικής εξίσωσης διαφορών 
του υποδείγµατος, όταν οι προσδοκίες διαµορφώνονται βάσει του µηχανισµού των 
αναθεωρούµενων προσδοκιών. Πιο συγκεκριµένα βρίσκουµε ότι: 
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Συνδυάζοντας τις σχέσεις (5.8) , (6.1) ~ (6.4) και (6.7) ~ (6.10) προκύπτει η 

βασική εξίσωση διαφορών του υποδείγµατος η οποία και έχει την ακόλουθη µορφή: 
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Συνδυάζοντας στη συνέχεια τις σχέσεις (5.47) , (6.3) , (6.5) , (6.6) και (6.11) προκύ-
πτει η µερική λύση της βασικής εξίσωσης διαφορών (6.12): 
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Το γεγονός ότι ≅=≠≅=≠≅  Y~ και Υ  0.52  0.528573  Y~ , Υ  0.6  0.516101  Y~ ae

21
ae

10
ae
0  

1Υ  0.4  0.541668 =≠≅  µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι κατά τις χρονικές στιγµές t = 0 
, 1 και 2, το σύστηµα βρίσκεται εκτός ισορροπίας. Το πρώτο λοιπόν ερώτηµα που 
τίθεται στο σηµείο αυτό σχετίζεται µε το εάν και κατά πόσον ικανοποιούνται οι 
συνθήκες ευστάθειας, κατά πόσον δηλαδή το εισόδηµα θα συγκλίνει τελικά προς την 
τιµή ισορροπίας του, όπως αυτή περιγράφεται από τη σχέση (6.13). Στο ερώτηµα 
αυτό θα επιχειρήσουµε να απαντήσουµε διερευνώντας την ικανοποίηση του συστή-
µατος των ανισοτήτων (Σ – 5.3). 



Στα πλαίσια της παραγράφου 5.1.3 είδαµε ότι το σύστηµα των συνθηκών ευστά-
θειας (Σ – 5.3), και πιο συγκεκριµένα οι συνθήκες ευστάθειας (5.67.2) και (5.67.3), 
θα ικανοποιούνται εφόσον η τιµή του επιταχυντή είναι τέτοια ώστε να ικανοποιείται 
η ακόλουθη ανισότητα: s

ae,3
s
ae,1

s
ae,2  v  vu    v v <<=< . Η συγκεκριµένη ανισότητα πράγ-

µατι ικανοποιείται καθώς ισχύει ότι: 6   v 3.5   v 2   v 1  v s
ae,3

s
ae,1

s
ae,2 =<=<=<= . Ως εκ 

τούτου το εισόδηµα θα συγκλίνει µε το πέρασµα του χρόνου προς την τιµή ισορ-
ροπίας του, η οποία όπως είπαµε περιγράφεται από τη σχέση (6.13). 

Προκειµένου να διαπιστώσουµε τη µορφή της διαχρονικής πορείας του εισοδή-
µατος καθώς αυτό θα συγκλίνει προς την τιµή ισορροπίας του, θα προσδιορίσουµε µε 
τη βοήθεια της σχέσης (5.14) το µέγεθος, και συνακολούθως το πρόσηµο, της διακρί-
νουσας D. Για τον υπολογισµό της τελευταίας χρειαζόµαστε τις τιµές των παραµέ-
τρων Q και P, το µέγεθος των οποίων έχει ως εξής: 
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Από το συνδυασµό των σχέσεων (5.14) , (6.14) και (6.15) εύκολα προκύπτει ότι: 
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Το γεγονός ότι η διακρίνουσα D έχει θετικό πρόσηµο σηµαίνει ότι η διαχρονική 

πορεία του εισοδήµατος θα χαρακτηρίζεται από ταλαντώσεις. Επιπροσθέτως το γεγο-
νός ότι D > 0 µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η χαρακτηριστική εξίσωση, η οποία 
προκύπτει από το οµογενές κοµµάτι της βασικής εξίσωσης διαφορών θα έχει µία 
πραγµατική και δύο συζυγείς µιγαδικές ρίζες.  

Η συγκεκριµένη µορφή της χαρακτηριστικής εξίσωσης προκύπτει από το 
συνδυασµό των σχέσεων (5.12) και (6.7) ~ (6.9). Πιο συγκεκριµένα έχουµε ότι: 
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Με τη βοήθεια των σχέσεων (5.13.1) ~ (5.13.3) θα µπορούσαµε να προσδιορί-

σουµε τις τρεις χαρακτηριστικές ρίζες της παραπάνω εξίσωσης εφόσον γνωρίζαµε το 
µέγεθος των παραµέτρων S και Τ. ∆εδοµένου ότι: 
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από το συνδυασµό των σχέσεων (5.13.1) ~ (5.13.3) , (6.18) και (6.19) προκύπτει ότι: 
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Η απόλυτη τιµή των µιγαδικών ριζών δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 

 
( ) ( ) 22  21  21  22 =+=ℜ           ( 6.22 ) 



Το γεγονός ότι 0 < λ1 < 1 και 0 < ℜ ≅ 0.707 < 1, το γεγονός δηλαδή ότι κατά απόλυτη 
τιµή οι χαρακτηριστικές ρίζες είναι µικρότερες της µονάδας, έρχεται να επιβεβαιώσει 
τα συµπεράσµατα στα οποία καταλήξαµε αναφορικά µε την ευστάθεια του υποδεί-
γµατος. 

Η συµπληρωµατική λύση της βασικής εξίσωσης διαφορών (6.12) θα προσδιο-
ρισθεί µε τη βοήθεια των σχέσεων (5.35), (6.20), (6.22) και (5.34). Το µέγεθος της 
γωνίας χae προσδιορίζεται µε τη βοήθεια των σχέσεων (5.34), (6.9), (6.18) και (6.19) 
από το συνδυασµό των οποίων προκύπτει ότι: 
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Συνδυάζοντας στη συνέχεια τις σχέσεις (5.35), (6.20), (6.22) και (6.23) προκύπτει η 
µορφή της συµπληρωµατικής λύσης η οποία και έχει ως ακολούθως: 
 
 

( ) [ ])4 tπ(sin  A  )4 tπ( cosA 22  )21(A Y 54

tt
1

c
t ++=           ( 6.24 ) 

 
 

όπου ( ) i AA  A & AA A 325324 −=+=  
 
 
Από το άθροισµα των σχέσεων (6.13) και (6.24) προκύπτει η γενική λύση της 

βασικής εξίσωσης διαφορών (6.12), η µαθηµατική µορφή της οποίας έχει ως εξής:  
 
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

+

4
 tπsin  A  

4
 tπ cosA 

2
2  

2
1A  

20
21 

221
50

15
4  Υ 54

tt

1

2t

t           ( 6.25 ) 

 
 
Με τη βοήθεια της παραπάνω σχέσης και των τριών αρχικών συνθηκών, της 

τιµής δηλαδή του εισοδήµατος κατά τις χρονικές στιγµές t = 0 , 1 και 2, θα προσδιο-
ρίσουµε στη συνέχεια τις τιµές των σταθερών Α1 , Α4 και Α5. Οι τιµές αυτών των 
σταθερών θα προσδιορισθούν επιλύοντας το σύστηµα των τριών εξισώσεων που 
σχηµατίζουν οι αρχικές συνθήκες ως προς τις άγνωστες σταθερές Α1 , Α4 και Α5. Πιο 
συγκεκριµένα έχουµε ότι:    
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Αντικαθιστώντας τις τιµές των παραπάνω σταθερών στη σχέση (6.25) προκύπτει 

η τελική µορφή της γενικής λύσης της βασικής εξίσωσης διαφορών η οποία και έχει 
ως εξής: 
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Στον πίνακα 6.1 που ακολουθεί παρουσιάζεται η διαχρονική εξέλιξη του εισο-

δήµατος ισορροπίας και του τρέχοντος εισοδήµατος, όπως αυτά περιγράφονται από 
τις σχέσεις (6.13) και (6.29) αντιστοίχως, της κατανάλωσης και των επενδύσεων. Σε 
γεωµετρικούς όρους, η ταλάντωση του εισοδήµατος και τελικώς η σύγκλισή του προς 
την τιµή ισορροπίας του παρουσιάζεται στο γράφηµα ∆ – 6.1. Όπως διαπιστώνουµε η 
σύγκλιση του εισοδήµατος επιτυγχάνεται σχετικά σύντοµα, κάτι που οφείλεται στο 
γεγονός ότι οι τιµές τόσο της πραγµατικής χαρακτηριστικής ρίζας (λ1), όσο και της 
απόλυτης τιµής των συζυγών µιγαδικών ριζών (ℜ), δεν εντοπίζονται πολύ κοντά στο 
άνω άκρο του διαστήµατος (0,1).    

Βάσει της ανάλυσης που πραγµατοποιείται στα πλαίσια του παραρτήµατος ΣΤ, 
το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας ( )ae

t∆R  αποτελεί συνάρτηση του 
χρόνου. Πιο συγκεκριµένα, το γεγονός ότι αφενός ο επιταχυντής κινείται εντός του 
διαστήµατος ( )ae

2
ae
1 v,v , όπου 3  v και 31  v ae

2
ae
1 == , και αφετέρου ότι η παράµετρος m~  

είναι µεγαλύτερη της ρίζας ae
1m~  ( )ae

1m~  0.5  1.05  m~ =>= , µας οδηγεί στο συµπέρασµα 
ότι το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας θα προσδιορίζεται µε τη 
βοήθεια της σχέσης (6.30):  
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Πίνακας 6.1: Η διαχρονική εξέλιξη του εισοδήµατος της κατανάλωσης και των 

επενδύσεων καθώς του µεγέθους του εισοδήµατος ισορροπίας. 
t  Yt Ct It 

0 0.516101 0.60 0.243438 0.356563 
1 0.528573 0.52 0.45 0.07 
2 0.541668 0.40 0.39 0.01 
3 0.555418 0.372464 0.30 0.072464 
4 0.569856 0.434949 0.279348 0.155601 
5 0.585015 0.530192 0.326212 0.203981 
6 0.600933 0.607867 0.397644 0.210222 
7 0.617646 0.649143 0.455900 0.193243 
8 0.635195 0.661801 0.486857 0.174944 
9 0.653621 0.663767 0.496351 0.167416 
10 0.672969 0.669455 0.497825 0.171630 
11 0.693284 0.684520 0.502091 0.182428 
12 0.714615 0.707518 0.513390 0.194129 
13 0.737012 0.734254 0.530639 0.203615 
14 0.760530 0.761297 0.550690 0.210607 
15 0.785223 0.787358 0.570973 0.216386 
16 0.811151 0.812897 0.590519 0.222378 
17 0.838375 0.839051 0.609673 0.229378 
18 0.866960 0.866762 0.629288 0.237474 
19 0.896975 0.896438 0.650071 0.246366 
20 0.928490 0.928052 0.672328 0.255724 
21 0.961582 0.961412 0.696039 0.265373 
22 0.996327 0.996377 0.721059 0.275318 
23 1.032810 1.032940 0.747282 0.285662 
24 1.071120 1.071230 0.774708 0.296519 
25 1.111340 1.111380 0.803420 0.307962 

 
 
Σύµφωνα µε τη σχέση (6.30) η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα αποτελεί ένα 

θετικό µέγεθος για t < 14. Για t = 14 η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα µηδενίζεται 
ενώ για t > 14 η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα συνιστά ένα αρνητικό µέγεθος. 
Το συµπέρασµα αυτό επιβεβαιώνεται και από το γράφηµα ∆ – 6.2 στο οποίο παρου-
σιάζεται, µέσω της συνεχούς καµπύλης, η διαχρονική εξέλιξη της επιτοκιακής 
διαφοράς ισορροπίας, όπως αυτή προσδιορίζεται για κάθε χρονική στιγµή βάσει της 
σχέσης53  
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53 Η συγκεκριµένη µορφή της σχέσης (6.31) προκύπτει από τη σχέση (ΣΤ.3) του έκτου παραρτήµατος 
θέτοντας όπου Ω4 = – 11/40 , Ω5 = 74/221 , Ω6 = 8/45 και 1 + m = 21/20. 



 
 
 

∆ – 6.1 
 
 
 

 
 

∆ – 6.2 
 



καθώς και η τρέχουσα τιµή της επιτοκιακής διαφοράς, το µέγεθος της οποίας προσδιο-
ρίζεται µε τη βοήθεια της ακόλουθης σχέσης54: 
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Σε αριθµητικούς όρους το µέγεθος της επιτοκιακής διαφοράς, όπως αυτή προσδιορί-
ζεται βάσει των σχέσεων (6.31) & (6.32), παρουσιάζεται στα πλαίσια του πίνακα 6.2.  

 
 

Πίνακας 6.2: ∆ιαχρονική εξέλιξη της τρέχουσας επιτοκιακής 
διαφοράς και του µεγέθους ισορροπίας της.  

t   
0    0.0183333  0.0856963 
1 – 0.1020830  0.0810923 
2 – 0.0732361  0.0762580 
3    0.0132757  0.0711820 
4    0.0826930  0.0658522 
5    0.1060500  0.0602559 
6    0.0917534  0.0543798 
7    0.0626865  0.0482099 
8    0.0375214  0.0417315 
9    0.0234808  0.0349292 
10    0.0184434  0.0277868 
11    0.0166681  0.0202873 
12    0.0134653  0.0124127 
13    0.0070066  0.0041445 
14 – 0.0022014       – 0.0045372 
15 – 0.0127482       – 0.0136529 
16 – 0.0234876       – 0.0232245 
17 – 0.0339901       – 0.0332746 
18 – 0.0444112       – 0.0438272 
19 – 0.0551337       – 0.0549075 
20 – 0.0664759       – 0.0665417 
21 – 0.0785788       – 0.0787577 
22 – 0.0914385       – 0.0915845 
23 – 0.1049960       – 0.1050530 
24 – 0.1192110       – 0.1191940 
25 – 0.1340870       – 0.1340430 

  
 
 
 

                                                 
54 Η συγκεκριµένη σχέση προκύπτει έπειτα από το συνδυασµό των σχέσεων (6.29) και (5.5) 



6.2   Αποτελέσµατα της διαδικασίας προσοµοίωσης στα πλαίσια του µηχανισµού 
των στατικών προσδοκιών.  

 
Στην τρέχουσα παράγραφο θα παρουσιάσουµε τα αποτελέσµατα της προσοµοίω-

σης που πραγµατοποιείται στα πλαίσια του µηχανισµού των στατικών προσδοκιών, 
θεωρώντας τις παρακάτω τιµές αναφορικά µε τις παραµέτρους και τις αρχικές 
συνθήκες του υποδείγµατος: c1 = 0.99 , v = 11/9 , b2 = – 0.75 , d1 = 4/3 , d2 = – 1/3 ,   
b0 = 0 , M0 = 1 , m = 0.1 , Y0 = 0.5 & Y1 = 0.9 . 

Προκειµένου να διευκολυνθούµε στην εξειδίκευση της βασικής εξίσωσης διαφο-
ρών και της γενικής της λύσης, θα χρησιµοποιήσουµε τις τιµές των παραµέτρων που 
µόλις παραθέσαµε προκειµένου να προσδιορίσουµε τις αριθµητικές τιµές µίας σειράς 
µεγεθών όπως: 
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Από το συνδυασµό των σχέσεων (5.128) , (6.37) , (6.38) και (6.43) προκύπτει η 

βασική εξίσωση διαφορών του υποδείγµατος η οποία και έχει την ακόλουθη µορφή: 
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Αντικαθιστώντας στη συνέχεια τις σχέσεις (6.34) , (6.36) , (6.41) & (6.44) στη σχέση 
(5.158) παίρνουµε τη µερική λύση της παραπάνω εξίσωσης διαφορών η µορφή της 
οποίας έχει ως εξής: 
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Με τη βοήθεια της παραπάνω σχέσης µπορούµε εύκολα να προσδιορίσουµε τις 

τιµές ισορροπίας του εισοδήµατος κατά τις χρονικές στιγµές t = 0 & t = 1. Το γεγονός 
ότι se

11
se
00 Y~  0.825  0.9 Y και Y~  0.75  0.5 Y =>==<= , µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι 

κατά τις χρονικές στιγµές t = 0 και t = 1 το σύστηµα βρίσκεται σε κατάσταση ανισορ-
ροπίας. Βάσει αυτής της διαπίστωσης προκύπτουν στο σηµείο αυτό δύο ερωτήµατα. 
Το πρώτο σχετίζεται µε την ευστάθεια της γενικής λύσης της βασικής εξίσωσης 
διαφορών (6.45). Το δεύτερο ερώτηµα σχετίζεται µε τη συγκεκριµένη µορφή που θα 
παρουσιάζει η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος, το εάν δηλαδή θα χαρακτηρίζεται 
από ταλαντώσεις ή θα είναι εκθετική. 

Προκειµένου να απαντήσουµε στο πρώτο ερώτηµα θα πρέπει να διερευνήσουµε 
κατά πόσο ικανοποιείται η συνθήκη ευστάθειας (5.187.2). Το γεγονός ότι v ≅ 1.222 < 
4.04 ≅ u = s

sev  µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η συνθήκη ευστάθειας, η οποία εξειδι-
κεύτηκε στα πλαίσια του µηχανισµού των στατικών προσδοκιών, ικανοποιείται. Αυτό 
σηµαίνει ότι το εισόδηµα θα συγκλίνει µε το πέρασµα του χρόνου προς την τιµή ισορ-
ροπίας του, όπως αυτή περιγράφεται από τη σχέση (6.46). 

Η µορφή που θα έχει η πορεία του εισοδήµατος θα εξαρτηθεί από το πρόσηµο 
της διακρίνουσας της χαρακτηριστικής εξίσωσης. Η µορφή της τελευταίας προκύπτει 
από το συνδυασµό των σχέσεων (5.133) , (6.37) και (6.38) και έχει ως εξής: 
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Με τη βοήθεια των σχέσεων (6.39) και (6.40) µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε 
ότι η τιµή του επιταχυντή κινείται εντός του διαστήµατος 14.091) , (0.071  )v,(v se

2
se
1 = . 

Αυτό σηµαίνει, βάσει της ανάλυσης που πραγµατοποιήσαµε στην παράγραφο 5.2.1, 
ότι η διακρίνουσα της χαρακτηριστικής εξίσωσης έχει αρνητικό πρόσηµο. Πράγµατι, 
το µέγεθος της τελευταίας έχει ως εξής: 
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∆εδοµένου του αρνητικού προσήµου της διακρίνουσας της χαρακτηριστικής 

εξίσωσης, η συµπληρωµατική λύση της βασικής εξίσωσης διαφορών (6.45) θα περι-
γράφεται από τη σχέση (5.155):  
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όπου: 
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Η αντικατάσταση των σχέσεων (6.37) και (6.49) στη σχέση (5.155) έχει ως συνέπεια 
την τροποποίηση της τελευταίας, η οποία και λαµβάνει την ακόλουθη µορφή: 
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Η γενική λύση της βασικής εξίσωσης διαφορών δίνεται από το άθροισµα των 

σχέσεων (6.46) και (6.50) και έχει την ακόλουθη µορφή: 
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Στη συνέχεια, και µε τη βοήθεια της παραπάνω σχέσης, θα προσδιορίσουµε τις 

τιµές των αυθαίρετων σταθερών Α3 και Α4, επιλύοντας το σύστηµα των εξισώσεων 
που συγκροτούν οι δύο αρχικές συνθήκες Y0 = 0.5 και Y1 = 0.9 ως προς τις δύο άγνω-
στες σταθερές. Πιο συγκεκριµένα: 
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Αντικαθιστώντας τις τιµές των δύο σταθερών που µόλις προσδιορίσαµε στη 

σχέση (6.51), παίρνουµε την τελική µορφή της γενικής λύσης της βασικής εξίσωσης 
διαφορών η οποία έχει ως ακολούθως: 
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Πίνακας 6.3: Η διαχρονική εξέλιξη του εισοδήµατος ισορροπίας, του τρέχοντος 
εισοδήµατος, της κατανάλωσης, των επενδύσεων, της επιτοκιακής 
διαφοράς ισορροπίας και της τρέχουσας επιτοκιακής διαφοράς. 

t  Yt Ct It  ∆Rt 

0 0.75 0.5 0.025 0.025 0 0.3 
1 0.825 0.9 0.495 0.405 0 0.4675 
2 0.9075 1.02438 0.891 0.133375 0 0.1663750 
3 0.99825 1.03984 1.01413 0.025713 0   – 0.04991250 
4 1.09808 1.08560 1.02945 0.056152 0   – 0.07778030 
5 1.20788 1.18844 1.07474 0.113697 0   – 0.02768060 
6 1.32867 1.32175 1.17655 0.145198 0      0.00830420 
7 1.46154 1.46361 1.30853 0.155081 0      0.01294070 
8 1.60769 1.61093 1.44898 0.161949 0      0.00460537 
9 1.76846 1.76961 1.59482 0.174795 0   – 0.00138161 
10 1.94531 1.94496 1.75192 0.193045 0   – 0.00215301 
11 2.13984 2.13930 1.92551 0.213787 0   – 0.0007662180 
12 2.35382 2.35363 2.11791 0.235723 0      0.0002298650 
13 2.58920 2.58926 2.33009 0.259167 0      0.0003582070 
14 2.84812 2.84821 2.56337 0.284845 0      0.0001274790 
15 3.13294 3.13297 2.81973 0.313237 0   – 0.0000382438 
16 3.44623 3.44622 3.10164 0.344582 0   – 0.0000595967 
17 3.79085 3.79084 3.41176 0.379080 0   – 0.0000212094 
18 4.16994 4.16993 3.75293 0.417003 0 6.36282 × 10 – 6 

19 4.58693 4.58693 4.12823 0.458700 0 9.91540 × 10 – 6

20 5.04562 5.04563 4.54106 0.504563 0 3.52871 × 10 – 6

21 5.55019 5.55019 4.99517 0.555017 0 – 1.05861 × 10 – 6

22 6.10521 6.10521 5.49469 0.610519 0 – 1.64967 × 10 – 6

23 6.71573 6.71573 6.04415 0.671573 0 – 5.87090 × 10 – 7

24 7.38730 7.38730 6.64857 0.738730 0 1.76127 × 10 – 7

25 8.12603 8.12603 7.31343 0.812603 0 2.74464 × 10 – 7

 
 

Στον παραπάνω πίνακα παρουσιάζεται, µεταξύ των άλλων, η διαχρονική εξέλιξη 
του µεγέθους του εισοδήµατος ισορροπίας ( )se

tY~  και του τρέχοντος εισοδήµατος (Υt), 
όπως αυτά προσδιορίζονται µέσω των σχέσεων (6.46) και (6.54) αντιστοίχως, της 
κατανάλωσης και των επενδύσεων. Η εξέλιξη του µεγέθους του εισοδήµατος ισορ-
ροπίας και του τρέχοντος εισοδήµατος παρουσιάζεται γραφικά στο διάγραµµα          
∆ – 6.3. Όπως διαπιστώνουµε το εισόδηµα ακολουθεί µία ηµιτονοειδή πορεία συγκλί-
νοντας προς την τιµή ισορροπίας του, ενώ η ταλάντωσή του γύρω από αυτό «σβήνει» 
αρκετά γρήγορα. Η υψηλή ταχύτητα σύγκλισης του τρέχοντος εισοδήµατος προς την 
τιµή ισορροπίας του οφείλεται στο γεγονός ότι η απόλυτη τιµή των µιγαδικών ριζών 
( 2011  δ 0 ==ℜ ) εντοπίζεται στο µέσο περίπου του διαστήµατος (0,1).  



 

 
 

∆ – 6.3 
 
 
Αξίζει να σηµειωθεί εδώ ότι καθώς το εισόδηµα θα συγκλίνει προς την τιµή ισορ-

ροπίας του, ο ρυθµός αύξησης του εισοδήµατος θα προσεγγίζει τον σταθερό ρυθµό 
µεγέθυνσης της ονοµαστικής προσφοράς χρήµατος. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι 
οι αυτόνοµες επενδύσεις είναι µηδενικές, κάτι που σηµαίνει ότι ο ρυθµός µεταβολής 
του εισοδήµατος ισορροπίας, όπως αυτό περιγράφεται από τη σχέση (5.158), 
προσδιορίζεται µε τη βοήθεια της ακόλουθης σχέσης55: 
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Η σύγκλιση του ρυθµού µεταβολής του εισοδήµατος προς το αριθµητικό µέγεθος 
του ρυθµού της νοµισµατικής επέκτασης (m = 0.1) παρουσιάζεται γραφικά στα 
πλαίσια του διαγράµµατος ∆ – 6.4 

 
 
 

                                                 
55 ∆εδοµένου ότι το εισόδηµα ισορροπίας το οποίο προσδιορίζεται στα πλαίσια των µηχανισµών των 
αναθεωρούµενων, των στατικών και των ορθολογικών προσδοκιών είναι ακριβώς το ίδιο, η σχέση 
(6.55) αναµένεται να περιγράφει το ρυθµό µεταβολής του εισοδήµατος ισορροπίας στα πλαίσια τόσο 
των αναθεωρούµενων όσο και των ορθολογικών προσδοκιών . 



 
 
 

∆ – 6.4 
 
 
Στην έκτη και έβδοµη στήλη του πίνακα 6.3 παρουσιάζονται αντιστοίχως οι τιµές 

της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας ( )se
t∆R  και της τρέχουσας επιτοκιακής δια-

φοράς. Η σχέση βάσει της οποίας προέκυψαν οι τιµές της πρώτης εξειδικεύτηκε στα 
πλαίσια του εβδόµου παραρτήµατος, όπου και διερευνήθηκαν οι συνθήκες που διέ-
πουν την εναλλαγή του προσήµου της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας µε το πέρα-
σµα του χρόνου. Η συγκεκριµένη σχέση έχει την ακόλουθη µορφή: 
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Η ικανοποίηση ωστόσο των σχέσεων 11/10 m~  m~ & 11/9 v  v se

3,4
se
2 ====  µας 

οδηγεί, βάσει της ανάλυσης που πραγµατοποιείται στα πλαίσια του εβδόµου 
παραρτήµατος, στο συµπέρασµα ότι το µέγεθος Ω9 ισούται µε το µηδέν. Με άλλα 
λόγια σε κατάσταση ισορροπίας η τιµή της επιτοκιακής διαφοράς θα ισούται µε το 
µηδέν. Όπως προκύπτει από την έβδοµη στήλη του πίνακα 6.3, το µέγεθος της 
επιτοκιακής διαφοράς, το οποίο προσδιορίζεται µε τη βοήθεια της σχέσης (5.169) ή 
ισοδύναµα µέσω της σχέσης: 
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τείνει προς το µηδέν καθώς το εισόδηµα κινείται προς την τιµή ισορροπίας του. Η 
σύγκλιση της επιτοκιακής διαφοράς προς την τιµή ισορροπίας της παρουσιάζεται 
γραφικά στα πλαίσια του διαγράµµατος ∆ – 6.5 . 
 

 

 
 

∆ – 6.5 
 
 
 

6.3   Αποτελέσµατα της διαδικασίας προσοµοίωσης στα πλαίσια του µηχανισµού 
των ορθολογικών προσδοκιών.  

 
Στην παρούσα παράγραφο θα παρουσιάσουµε τα αποτελέσµατα της προσοµοίω-

σης που προκύπτουν στα πλαίσια του µηχανισµού των ορθολογικών προσδοκιών. Πιο 
συγκεκριµένα, γνωρίζοντας ότι ( ) ( ) =−−=+==  d , 511  3 9 2   b , 23  1   v, 109  c 121  

14/5 Υ και 25  Y , )201 ( % 5  m , 43 M , 21 b , 4  d , 21 10002 ======−== , θα ξεκι-
νήσουµε εξειδικεύοντας τη βασική εξίσωση διαφορών. Στη συνέχεια θα προσδιορί-
σουµε τη γενική της λύση και θα διερευνήσουµε τη διαχρονική εξέλιξη των µακροοι-
κονοµικών µεταβλητών του υποδείγµατος. Τέλος, θα διερευνήσουµε την ισχύ της 
βασικής υπόθεσης που πραγµατοποιούµε στα πλαίσια του µηχανισµού των ορθολο-
γικών προσδοκιών, θα διερευνήσουµε δηλαδή το βαθµό επαλήθευσης των προσδο-
κιών που σχηµατίζουν τα άτοµα της οικονοµίας. 

Η εξειδίκευση της µορφής της βασικής εξίσωσης διαφορών και της γενικής της 
λύσης θα πραγµατοποιηθεί µε τη βοήθεια των ακόλουθων αριθµητικών µεγεθών:  
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Η βασική εξίσωση διαφορών, όπως αυτή προκύπτει από το συνδυασµό των 

σχέσεων (5.267), (6.61), (6.62) & (6.66), έχει την ακόλουθη µορφή:  
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Η γενική λύση της παραπάνω εξίσωσης διαφορών αποτελεί, όπως γνωρίζουµε, το 

άθροισµα µίας µερικής της λύσης µε τη γενική λύση της οµογενούς εξίσωσης 
διαφορών: 

 
0 Y Y 3  Y t1t2t =+− ++           ( 6.69 ) 

 
Η µερική λύση της (6.68) προκύπτει από το συνδυασµό των σχέσεων (5.270) ,  

(6.58) , (6.60) , (6.63) & (6.67) και έχει την ακόλουθη µορφή:  
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Η συγκεκριµένη µορφή της συµπληρωµατικής λύσης της βασικής εξίσωσης 

διαφορών, θα εξαρτηθεί από το πρόσηµο της διακρίνουσας της ακόλουθης  χαρακτη-
ριστικής εξίσωσης: 

 
0 1 λ 3  λ 2 =+−           ( 6.71 ) 
 

Το γεγονός ότι η τιµή του επιταχυντή [ 1.366  2)3  1(  v ≅+= ] εντοπίζεται στο 
διάστηµα ( ) 3.146) , (0.318   v, v ra

2
ra
1 = , µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η διακρίνουσα 

της χαρακτηριστικής εξίσωσης (∆5) θα έχει αρνητικό πρόσηµο. Πράγµατι, από το 
συνδυασµό των σχέσεων (5.135) , (6.61) και (6.62) προκύπτει ότι το αριθµητικό 
µέγεθος της διακρίνουσας έχει ως εξής: 
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Γίνεται λοιπόν φανερό ότι η συµπληρωµατική λύση της βασικής εξίσωσης 

διαφορών θα έχει την ακόλουθη γενική µορφή: 
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Το άθροισµα των σχέσεων (6.70) & (6.75) µας δίνει τη γενική λύση της βασικής 

εξίσωσης διαφορών η µορφή της οποίας έχει ως ακολούθως: 
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Οι τιµές των σταθερών τιµών Α3 και Α4 εξαρτώνται από το ύψος του εισοδήµατος 
κατά τις χρονικές στιγµές t = 0 και t = 1. Στην περίπτωση που ξεκινούµε από µία 
κατάσταση ισορροπίας, στην περίπτωση δηλαδή κατά την οποία ισχύει ότι ≅=  Y~ Y ra

00  

2.659  Y~ Y και 2.605 ra
11 ≅=≅ , οι τιµές των δύο αυθαίρετων σταθερών θα ήταν ίσες µε 

το µηδέν ( Α3 = Α4 = 0 ). Από τις αρχικές ωστόσο συνθήκες που έχουµε στη διάθεσή 
µας, γνωρίζουµε ότι δεν ξεκινούµε από µία κατάσταση ισορροπίας καθώς ισχύει ότι 

ra
11

ra
00 Y~  2.659  2.8 Y και Y~  2.605  2.5  Y ≅≠=≅≠= . Προκειµένου να προσδιορίσουµε 

τις, µη µηδενικές, τιµές των αυθαίρετων σταθερών Α3 και Α4, θα χρησιµοποιήσουµε 
τη σχέση (6.76) και θα επιλύσουµε το σύστηµα των δύο εξισώσεων που συγκροτείται 
βάσει αυτής και των δύο αρχικών συνθηκών, ως προς τις άγνωστες σταθερές. Έτσι 
βρίσκουµε ότι: 
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Από το συνδυασµό των σχέσεων (6.76) ~ (6.78) προκύπτει η τελική µορφή της 

γενικής λύσης της βασικής εξίσωσης διαφορών (6.67) η οποία και έχει ως εξής: 
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Στον πίνακα που ακολουθεί παρουσιάζονται οι τιµές του εισοδήµατος ισορροπίας 
και του τρέχοντος εισοδήµατος, όπως αυτές προσδιορίζονται από τις σχέσεις (6.70) 
και (6.79), καθώς και εκείνες της κατανάλωσης και των επενδύσεων. 

 
 

Πίνακας 6.4: Η διαχρονική εξέλιξη του εισοδήµατος ισορροπίας, του τρέχοντος 
εισοδήµατος, της κατανάλωσης και των επενδύσεων. 

t  Yt Ct It 

0 2.60504 2.5 2.00766 0.492340 
1 2.65940 2.8 2.25 0.55 
2 2.71648 3.06504 2.52 0.545044 
3 2.77641 3.23954 2.75854 0.481004 
4 2.83934 3.29294 2.91559 0.377355 
5 2.90542 3.22795 2.96365 0.264299 
6 2.97480 3.07983 2.90515 0.174681 
7 3.04765 2.90705 2.77185 0.135195 
8 3.12414 2.77557 2.61634 0.159232 
9 3.20446 2.74132 2.49802 0.243308 
10 3.28879 2.83519 2.46719 0.367995 
11 3.37734 3.05481 2.55167 0.503140 
12 3.47032 3.36528 2.74933 0.615952 
13 3.56794 3.70854 3.02875 0.679792 
14 3.67045 4.01901 3.33769 0.681325 
15 3.77808 4.24121 3.61711 0.624100 
16 3.89109 4.34470 3.81709 0.527605 
17 4.00976 4.33229 3.91023 0.422062 
18 4.13436 4.23939 3.89906 0.340332 
19 4.26518 4.12458 3.81545 0.309128 
20 4.40255 4.05398 3.71212 0.341863 
21 4.54679 4.08366 3.64859 0.435070 
22 4.69824 4.24463 3.67529 0.569345 
23 4.85726 4.53473 3.82017 0.714557 
24 5.02423 4.91920 4.08126 0.837940 
25 5.19955 5.34016 4.42728 0.912879 
26 5.38364 5.73221 4.80614 0.926067 
27 5.57693 6.04006 5.15899 0.881079 
28 5.77989 6.23349 5.43606 0.797433 
29 5.99299 6.31552 5.61014 0.705381 
30 6.21675 6.32179 5.68397 0.637818 
31 6.45170 6.31110 5.68961 0.621488 
32 6.69839 6.34983 5.67999 0.669840 
33 6.95742 6.49429 5.71484 0.779446 
34 7.22940 6.77580 5.84486 0.930940 
35 7.51498 7.19245 6.09822 1.094230 
36 7.81484 7.70981 6.47321 1.236600 
37 8.12970 8.27030 6.93883 1.331470 
38 8.46029 8.80886 7.44327 1.365590 
39 8.80741 9.27055 7.92797 1.342580 
40 9.17189 9.62550 8.34349 1.282010 



Η διαχρονική εξέλιξη του τρέχοντος εισοδήµατος και του εισοδήµατος ισορρο-
πίας παρουσιάζεται, σε γεωµετρικούς όρους, στα πλαίσια του γραφήµατος ∆ – 6.6 
που ακολουθεί. Όπως διαπιστώνουµε η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος χαρακτη-
ρίζεται από σταθερού εύρους ταλαντώσεις γύρω από την τιµή ισορροπίας του. Το 
συγκεκριµένο µοτίβο κίνησης οφείλεται στο γεγονός ότι η απόλυτη τιµή των συζυγών 
µιγαδικών χαρακτηριστικών ριζών ισούται µε τη µονάδα ( )1  δ  0 ==ℜ . Η περίοδος 
της ταλάντωσης, ο χρόνος δηλαδή που απαιτείται προκειµένου να ολοκληρωθεί µία 
ταλάντωση του εισοδήµατος γύρω από τη µακροχρόνια τιµή ισορροπίας του, δίνεται 
από την ακόλουθη σχέση: 
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∆ – 6.6 
 
 
Η χρήση του µηχανισµού των ορθολογικών προσδοκιών στα πλαίσια  προσδιορι-

στικών υποδειγµάτων, όπως το παρόν, υπονοεί την ύπαρξη τέλειας προβλεπτικής 
ικανότητας (perfect foresight). Αυτό σηµαίνει ότι τα οικονοµούντα άτοµα, αφού 
διαµορφώσουν τις προσδοκίες τους για το ύψος µίας οικονοµικής µεταβλητής (Χt) 
λαµβάνοντας υπόψη το σύνολο των διαθέσιµων πληροφοριών, δεν πραγµατοποιούν 
σφάλµατα πρόβλεψης (forecasting errors). Με άλλα λόγια, και σε µαθηµατικούς 
όρους, αναµένουµε την ικανοποίηση της ακόλουθης σχέσης: 

 
( ) 0  X  XE FE tt1tt =−= −           ( 6.81 ) 

 



Όπως θυµόµαστε, οι προσδοκώµενες τιµές του εισοδήµατος και της επιτοκιακής 
διαφοράς προσδιορίζονται µε τη βοήθεια των σχέσεων (5.265) και (5.266). Αναδιατά-
σοντας τους όρους που βρίσκονται στο δεξί µέλος αυτών των συναρτήσεων, οι δύο 
παραπάνω σχέσεις τροποποιούνται λαµβάνοντας, αντιστοίχως την ακόλουθη µορφή:  
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Όπως γίνεται αντιληπτό από τις δύο παραπάνω σχέσεις, απαραίτητη προϋπόθεση για 
τον προσδιορισµό των προσδοκώµενων τιµών του εισοδήµατος και της επιτοκιακής 
διαφοράς είναι η γνώση της γενικής λύσης της βασικής εξίσωσης διαφορών που 
αντιµετωπίζουµε. ∆εδοµένου ότι στα πλαίσια της προσοµοίωσης η διακρίνουσα της 
χαρακτηριστικής εξίσωσης ήταν αρνητική, η γενική µορφή της συνάρτησης που 
περιγράφει τη διαχρονική εξέλιξη του µεγέθους του εισοδήµατος έχει ως εξής: 
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Προκειµένου να διευκολυνθούµε στην ανάλυσή µας, θα προσδιορίσουµε στη 
συνέχεια και µε τη βοήθεια της σχέσης (6.82) τα µεγέθη των Yt – 1 και ∆Yt – 1. Πιο 
συγκεκριµένα έχουµε ότι: 
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Από το συνδυασµό των σχέσεων (5.265) , (6.83) και (6.84) παίρνουµε µε τον 

ακόλουθο τρόπο το µέγεθος της προσδοκώµενης τιµής του εισοδήµατος: 
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∆εδοµένου ότι : 
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η σχέση (6.85) τροποποιείται ως ακολούθως: 
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Σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση, η προσδοκία των οικονοµούντων ατόµων 

αναφορικά µε το ύψος του εισοδήµατος επαληθεύεται, ανεξάρτητα από το µέγεθος 
των επί µέρους σταθερών παραµέτρων που χρησιµοποιούνται στο υπόδειγµα. Το 
συµπέρασµα αυτό επιβεβαιώνεται και από το παρακάτω διάγραµµα, στο οποίο 
παρουσιάζεται η κατανοµή των συνδυασµών (Υt , Et–1(Υt)) που προκύπτουν στα πλαί-
σια της προσοµοίωσης, γύρω από τη γραµµή των 45ο. 

 
 

 
 

 
∆ – 6.7 

 
 
Η ισχύς της σχέσης (6.91) υπονοεί ότι το σφάλµα πρόβλεψης του εισοδήµατος θα 

είναι διαχρονικά µηδενικό. Στο διάγραµµα ∆ – 6.8 παρουσιάζεται η εξέλιξη του 
µεγέθους του σφάλµατος πρόβλεψης του εισοδήµατος, όπως αυτό προσδιορίζεται στα 
πλαίσια της πραγµατοποιηθείσας προσοµοίωσης, και όπως διαπιστώνουµε το ύψος 
του σφάλµατος πρόβλεψης το οποίο τελικά πραγµατοποιείται είναι ουσιαστικά ίσο µε 
το µηδέν.   



 
 
 

∆ – 6.8 
 
 
Συνδυάζοντας στη συνέχεια τις σχέσεις (5.266) , (6.83) και (6.84) θα προσδιορί-

σουµε τη συναρτησιακή µορφή της σχέσης βάσει της οποίας τα οικονοµούντα άτοµα 
διαµορφώνουν τις προσδοκίες αναφορικά µε την επιτοκιακή διαφορά. Πιο συγκε-
κριµένα βρίσκουµε: 
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Σε κατάσταση ισορροπίας το µέγεθος της επιτοκιακής διαφοράς προσδιορίζεται 

µε τη βοήθεια της ακόλουθης σχέσης56: 
 
 

t
12116t1t m~ Ω Ω  Ω  )∆R(E +=−           ( 6.93 ) 

 
 
Βάσει των δεδοµένων που χρησιµοποιούµε στα πλαίσια της προσοµοίωσης, οι 

τιµές των πολυωνύµων )m~(P και )m~(P 126  είναι ίσες µε 0.284 και 0.096 αντιστοίχως. 
Το γεγονός ότι τα δύο αυτά πολυώνυµα είναι οµόσηµα µας οδηγεί, βάσει της 
ανάλυσης που πραγµατοποιείται στο παράρτηµα, στο συµπέρασµα ότι η εναλλαγή 
του προσήµου της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας περιγράφεται από την ακόλουθη 
σχέση: 

 
                                                 
56 Ο ακριβής τρόπος εξαγωγής της συγκεκριµένης σχέσης καθώς και η διερεύνηση του προσήµου της 
επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας παρουσιάζονται αναλυτικά στα πλαίσια όγδοου παραρτήµατος. 
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Στο γράφηµα που ακολουθεί παρουσιάζεται διαγραµµατικά η διαχρονική εξέλιξη 
των µεγεθών της προσδοκώµενης επιτοκιακής διαφοράς [όπως αυτή προσδιορίζεται 
από τη σχέση (6.92)] και της προσδοκώµενης επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας 
[όπως αυτή προσδιορίζεται από τη σχέση (6.93)]. Όπως διαπιστώνουµε, η προσδο-
κώµενη επιτοκιακή διαφορά ακολουθεί µία πορεία που χαρακτηρίζεται από σταθερού 
εύρους ταλαντώσεις γύρω από την τιµή ισορροπίας της. Η τελευταία έχει θετικό 
πρόσηµο στο διάστηµα [0 , 27), τη χρονική στιγµή t = 27 µηδενίζεται και στη συνέ-
χεια παίρνει αρνητικές τιµές για κάθε t > 27, επιβεβαιώνοντας έτσι και τα συµπερά-
σµατα τα οποία εξάγαµε βάσει της σχέσης (6.94).      

 
 

 
 
 

∆ – 6.9 
 
 
Στον πίνακα που ακολουθεί παρουσιάζονται οι αριθµητικές τιµές του σφάλµατος 

πρόβλεψης που πραγµατοποιείται αναφορικά µε το ύψος του εισοδήµατος, καθώς και 
εκείνες της επιτοκιακής διαφοράς και της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας. 



 
 
Πίνακας 6.5: Η διαχρονική εξέλιξη του σφάλµατος πρόβλεψης, της προσδο-

κώµενης επιτοκιακής διαφοράς και της τιµής ισορροπίας της. 
t FEt   
0 4.44089 × 10-16 0.1250000 0.1381300 
1 4.44089 × 10-16 0.1531250 0.1355500 
2 – 1.33227 × 10-15 0.1764120 0.1328410 
3 0 0.1878880 0.1299970 
4 – 4.44089 × 10-16 0.1837110 0.1270100 
5 4.44089 × 10-16 0.1641910 0.1238740 
6 0 0.1337110 0.1205820 
7 – 2.22045 × 10-15 0.0995494 0.1171250 
8 0 0.0699238 0.1134950 
9 – 1.33227 × 10-15 0.0517915 0.1096830 
10 0 0.0489806 0.1056810 
11 0 0.0611624 0.1014790 
12 – 1.33227 × 10-15 0.0839368 0.0970663 
13 – 4.44089 × 10-16 0.1100090 0.0924334 
14 – 8.88178 × 10-16 0.1311400 0.0875687 
15 – 1.77636 × 10-15 0.1403520 0.0824609 
16 – 8.88178 × 10-16 0.1337980 0.0770977 
17 – 8.88178 × 10-16 0.1117830 0.0714662 
18 – 8.88178 × 10-16 0.0786828 0.0655533 
19 – 8.88178 × 10-16 0.0417694 0.0593446 
20 – 3.55271 × 10-15 0.0092548 0.0528256 
21 – 8.88178 × 10-16 – 0.0119110 0.0459806 
22 0 – 0.0179070 0.0387933 
23 – 3.55271 × 10-15 – 0.0090696 0.0312467 
24 1.77636 × 10-15 0.0101932 0.0233228 
25 – 3.55271 × 10-15 0.0325779 0.0150026 
26 8.88178 × 10-16 0.0498373 0.0062664 
27 – 2.66454 × 10-15 0.0549851 – 0.0029065 
28 0 0.0441622 – 0.0125381 
29 – 4.44089 × 10-15 0.0176650 – 0.0226513 
30 – 2.66454 × 10-15 – 0.0201407 – 0.0332702 
31 2.66454 × 10-15 – 0.0619953 – 0.0444200 
32 – 6.21725 × 10-15 – 0.0996981 – 0.0561273 
33 8.88178 × 10-16 – 0.1263110 – 0.0684199 
34 – 2.66454 × 10-15 – 0.1380280 – 0.0813272 
35 – 3.55271 × 10-15 – 0.1351960 – 0.0948798 
36 – 8.88178 × 10-16 – 0.1222400 – 0.1091100 
37 0 – 0.1064770 – 0.1240520 
38 – 5.32907 × 10-15 – 0.0961700 – 0.1397410 
39 0 – 0.0983226 – 0.1562140 
40 – 3.55271 × 10-15 – 0.1168110 – 0.1735110 



 
6.4   Αποτελέσµατα της διαδικασίας προσοµοίωσης στα πλαίσια του µηχανισµού 

των παλινδροµικών προσδοκιών. 
 

Στα πλαίσια της τρέχουσας παραγράφου θα παρουσιασθούν τα αποτελέσµατα 
της προσοµοίωσης, τα οποία προκύπτουν βάσει του µηχανισµού των παλινδροµικών 
προσδοκιών. Τα συγκεκριµένα αποτελέσµατα προσδιορίζονται γνωρίζοντας ότι η 
επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας συνιστά διαχρονικά ένα σταθερό µέγεθος, και ότι οι 
αριθµητικές τιµές των επί µέρους παραµέτρων του υποδείγµατος έχουν ως εξής: c1 = 

21 θ & 43 θ ,54 M ,52  d ,54 d , 1  b  0, b ,911   v,10099 2102120 ===−==−==== .  
Με βάση τα παραπάνω δεδοµένα, και κάνοντας χρήση των δύο αρχικών συνθη-

κών Υ0 = 0.8 και Υ1 = 1.2, θα προσδιορίσουµε τη συγκεκριµένη µορφή της βασικής 
εξίσωσης διαφορών, θα εξάγουµε τη γενική της λύση καθώς και τη συναρτησιακή 
µορφή του εισοδήµατος ισορροπίας και τέλος θα διερευνήσουµε τη διαχρονική εξέ-
λιξη του µεγέθους των επενδύσεων, της κατανάλωσης και της επιτοκιακής διαφοράς.  

Η βασική εξίσωση διαφορών την οποία εξειδικεύσαµε στα πλαίσια της παρα-
γράφου 5.3 είχε την ακόλουθη µορφή: 
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Όπως γίνεται αµέσως αντιληπτό, το ερώτηµα στο οποίο θα πρέπει να απαντήσουµε 
προκειµένου να προχωρήσουµε στην εξειδίκευση της γενικής λύσης της παραπάνω 
εξίσωσης διαφορών, έχει να κάνει µε το αριθµητικό µέγεθος της επιτοκιακής δια-
φοράς ισορροπίας ( )re

t∆R  και του σταθερού ρυθµού µεταβολής της ποσότητας του 
χρήµατος (m).     

Προκειµένου να απαντήσουµε στα παραπάνω ερωτήµατα, θα κάνουµε χρήση των 
δεδοµένων πληροφοριών ότι το µέγεθος των αυτόνοµων επενδύσεων είναι µηδενικό 
και ότι η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας είναι διαχρονικά ένα σταθερό µέγεθος. 
Βάσει της ανάλυσης που πραγµατοποιείται στα πλαίσια του ένατου παραρτήµατος, η 
επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα αποτελεί διαχρονικά ένα σταθερό µέγεθος εφόσον 
ικανοποιείται η ακόλουθη σχέση: 

 
 

0  η  m~ η m~  )m~(P 43
2

12 =++=           ( 6.95 ) 
 
 
Το γεγονός ότι η τιµή του επιταχυντή είναι ακριβώς ίση µε εκείνη για την οποία 

η διακρίνουσα (∆13) της παραπάνω εξίσωσης ισούται µε το µηδέν, η τιµή δηλαδή του 
επιταχυντή είναι εκείνη για την οποία ικανοποιείται η σχέση: 
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η εξίσωση 0  )m~(P12 =  θα έχει δύο πραγµατικές και ίσες ρίζες, το µέγεθος των οποίων 
έχει ως ακολούθως: 
 

2
v)(1c  m~ 1 +

=           ( 6.97 ) 

 
Από το συνδυασµό των σχέσεων (6.96) και (6.97) προκύπτει η σχέση βάσει της 

οποίας θα προσδιορισθεί το µέγεθος του σταθερού ρυθµού αύξησης της προσφοράς 
χρήµατος57: 
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Το γεγονός ότι m = 0.1 µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η επιτοκιακή διαφορά 

ισορροπίας θα προσδιορίζεται βάση της σχέσης (Θ.2) του ένατου παραρτήµατος, η 
οποία και έχει ως εξής:  
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Από την παραπάνω σχέση, και δεδοµένου ότι οι αυτόνοµες επενδύσεις είναι µηδε-
νικές, εύκολα προκύπτει ότι το µέγεθος της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας ισούται 
µε το µηδέν: 
 
 

 t     ,     0  ∆R
re
t ∀=           ( 6.100 ) 

 

                                                 
57 Το µέγεθος της διακρίνουσας ∆13 είναι ίσο µε το µηδέν στην περίπτωση που ισχύει ότι ==  v  v se

1  

( ) 1
2

1 cc  1  1 −−=  ή se
2v  v = . Θα πρέπει ωστόσο να σηµειωθεί ότι η αντικατάσταση του µεγέθους se

1v  
στη σχέση (6.97) οδηγεί στην εξειδίκευση µίας αρνητικής τιµής αναφορικά µε το ύψος του σταθερού 
ρυθµού µεταβολής της προσφοράς χρήµατος, το οποίο θα προσδιοριζόταν στη συγκεκριµένη περί-
πτωση µέσω της σχέσης 1c  1  m  −= − .  



Έχοντας προσδιορίσει το αριθµητικό µέγεθος του σταθερού ρυθµού µεταβολής 
της προσφοράς χρήµατος και της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας, θα στραφούµε 
στη συνέχεια στην εξειδίκευση της µορφής της βασικής εξίσωσης διαφορών, της 
γενικής λύσης της καθώς και της µορφής της διαχρονικής εξέλιξης του εισοδήµατος. 
Προκειµένου να διευκολυνθούµε στην ανάλυσή µας θα κάνουµε χρήση των παρα-
κάτω σχέσεων:  
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Η µορφή της βασικής εξίσωσης διαφορών, όπως αυτή προκύπτει από το συνδυα-
σµό των σχέσεων (5.191) , (6.107) , (6.108) και (6.114), έχει ως ακολούθως: 
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Βάσει της παραπάνω σχέσης προκύπτει η συγκεκριµένη µορφή της χαρακτηριστικής 
εξίσωσης η οποία και έχει ως ακολούθως:  
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Το γεγονός ότι η τιµή του επιταχυντή (1.222) εντοπίζεται εντός του διαστήµατος 

( ) ( )5.912 , 0.169   v, v re
2

re
1 =  σηµαίνει, βάσει της ανάλυσης που πραγµατοποιήθηκε στα 

πλαίσια της παραγράφου 5.3.1, ότι η διακρίνουσα της χαρακτηριστικής εξίσωσης (∆8) 
θα έχει αρνητικό πρόσηµο. Το αναµενόµενο αυτό αποτέλεσµα επιβεβαιώνεται από τη 
σχέση (6.109). Το αρνητικό πρόσηµο της διακρίνουσας αφενός µας οδηγεί στο συµπέ-
ρασµα ότι η διαχρονική πορεία του εισοδήµατος θα χαρακτηρίζεται από ταλαντώσεις 
και αφετέρου, σηµατοδοτεί την ύπαρξη δύο συζυγών µιγαδικών χαρακτηριστικών 
ριζών. Το µέγεθος αυτών των ριζών έχει ως ακολούθως: 

 
in k λ rere2,1 ±=           ( 6.118 ) 

 
όπου 

20
11  n k rere ==           ( 6.119 ) 

 
ενώ η απόλυτη τιµή των µιγαδικών ριζών έχει ως εξής: 
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Η συµπληρωµατική λύση της βασικής εξίσωσης διαφορών (6.116) προκύπτει 

από το συνδυασµό των σχέσεων (5.220) , (6.107) , (6.111) και έχει την ακόλουθη 
µορφή: 
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όπου )A (A i Α & Α  Α  Α 124213 −=+= . 
 



Η συνάρτηση που περιγράφει τη διαχρονική εξέλιξη του εισοδήµατος ισορροπίας, 
η συµπληρωµατική δηλαδή λύση της (6.116), προκύπτει από το συνδυασµό των 
σχέσεων58 (5.226) , (6.100) και (6.115) και έχει την ακόλουθη µορφή:   
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Η γενική λύση της βασικής εξίσωσης διαφορών (6.116) προκύπτει από το 

άθροισµα της συµπληρωµατικής και της µερικής λύσης και έχει ως ακολούθως:  
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Στην περίπτωση που κατά τις χρονικές στιγµές t = 0 και t = 1 βρισκόµαστε σε 

κατάσταση ισορροπίας, οι τιµές των αυθαίρετων σταθερών Α3 και Α4 θα είναι ίσες µε 
το µηδέν (Α3 = Α4 = 0) και επιπροσθέτως θα ισχύει ότι re

tt Y~  Y =  για t = 0 &1. Συγκρί-
νοντας  ωστόσο τις δύο αρχικές συνθήκες που έχουµε στη διάθεσή µας, µε τις τιµές 
που προκύπτουν από τη σχέση (6.122) για t = 0 και t = 1 διαπιστώνουµε ότι ≠=  1 Y~ re

0  

1
re

10 Y  1.2  1.1 Y~ και Y  0.8 =≠==≠ . Με άλλα λόγια διαπιστώνουµε ότι η υποθετική 
οικονοµία που διερευνούµε ξεκινά από µία κατάσταση ανισορροπίας. Ως εκ τούτου οι 
τιµές των δύο αυθαίρετων σταθερών Α3 και Α4 θα είναι διάφορες του µηδενός και 
προκειµένου να προσδιορίσουµε το αριθµητικό τους µέγεθος, θα επιλύσουµε ως προς 
Α3 και Α4 το σύστηµα των εξισώσεων που σχηµατίζεται βάσει των δύο αρχικών 
συνθηκών και της γενικής λύσης (6.123). Πιο συγκεκριµένα έχουµε ότι: 
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58 Υπενθυµίζεται ότι b0 = 0 και m = 0.1 
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Από το συνδυασµό των σχέσεων (6.123) , (6.124) και (6.125) προκύπτει η τελική 

µορφή της συνάρτησης η οποία περιγράφει τη διαχρονική εξέλιξη του εισοδήµατος 
και η οποία έχει ως ακολούθως: 
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Το γεγονός ότι η απόλυτη τιµή των συζυγών µιγαδικών ριζών είναι µικρότερη 

της µονάδας (Rre = 0.778 < 1), εγγυάται την επίτευξη ασυµπτωτικής ευστάθειας. Με 
άλλα λόγια το εισόδηµα θα συγκλίνει µε το πέρασµα του χρόνου προς την τιµή 
ισορροπίας του59, όπως αυτή προσδιορίζεται βάσει της σχέσης (6.122).  

Στο γράφηµα ∆ – 6.10 που ακολουθεί παρουσιάζεται η διαχρονική εξέλιξη του 
εισοδήµατος, όπως αυτό προσδιορίζεται βάσει της σχέσης (6.126), ενώ µέσω της 
συνεχούς καµπύλης παρουσιάζεται η εξέλιξη του εισοδήµατος ισορροπίας. Όπως 
διαπιστώνουµε, το εισόδηµα πράγµατι συγκλίνει µέσω ταλαντώσεων προς τη βραχυ-
χρόνια τιµή ισορροπίας του. Στο γράφηµα ∆ – 6.11 παρουσιάζεται η διαχρονική 
εξέλιξη του ρυθµού µεταβολής του εισοδήµατος, όπως αυτός προσδιορίζεται βάσει 
της σχέσης (6.126), ο οποίος και συγκλίνει προς το µέγεθος του ρυθµού µεταβολής 
της ονοµαστικής προσφοράς χρήµατος. Με άλλα λόγια σε κατάσταση ισορροπίας το 
εισόδηµα και η προσφορά χρήµατος µεταβάλλονται µε τον ίδιο σταθερό ρυθµό60. 

Ένα ερώτηµα που τίθεται στο σηµείο αυτό, έχει να κάνει µε το κατά πόσον η 
επιτοκιακή διαφορά συγκλίνει µε το πέρασµα του χρόνου προς την τιµή ισορροπίας 
της, δηλαδή προς το µηδέν. Όπως θυµόµαστε, το µέγεθος της επιτοκιακής διαφοράς 
προσδιορίζεται µέσω της σχέσης (5.190). Αν από τη σχέση αυτή κινηθούµε προς τα 
εµπρός κατά µία περίοδο και αντικαταστήσουµε στη συνέχεια το µέγεθος του εισοδή-
µατος µε εκείνο που προκύπτει από τη σχέση (6.126) παίρνουµε: 
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Από την παραπάνω σχέση, και δεδοµένου ότι 1  0.778 R re <≅ , γίνεται εύκολα 
αντιληπτό ότι µε το πέρασµα του χρόνου η επιτοκιακή διαφορά θα συγκλίνει προς το 
µηδέν. Το συµπέρασµα αυτό επιβεβαιώνεται γραφικά και από το διάγραµµα ∆ – 6.12. 
                                                 
59 Στο ίδιο συµπέρασµα θα καταλήγαµε εάν συγκρίναµε την τιµή του επιταχυντή µε το µέγεθος s

rev  

( s
re v 99200  911  v =<= ) 

60 Αυτό συµβαίνει µόνο στην περίπτωση που ισχύει ότι  t 0 R∆  b re
t0 ∀== .  
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Στον πίνακα 6.6 παρουσιάζεται η διαχρονική εξέλιξη των αριθµητικών µεγεθών 

του εισοδήµατος ισορροπίας [όπως αυτό προσδιορίζεται βάσει της σχέσης (6.122)], 
του τρέχοντος εισοδήµατος [όπως αυτό προσδιορίζεται βάσει της σχέσης (6.123)], 
της επιτοκιακής διαφοράς [όπως αυτό προσδιορίζεται βάσει της σχέσης (6.127)], της 
κατανάλωσης, των επενδύσεων. Οι µαθηµατική µορφή των συναρτήσεων της 
κατανάλωσης και των επενδύσεων οι οποίες προσδιορίζονται στα πλαίσια της 
προσοµοίωσης έχουν αντιστοίχως ως εξής:   
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Πίνακας 6.6: Η διαχρονική εξέλιξη του εισοδήµατος ισορροπίας, του τρέ-
χοντος εισοδήµατος, της κατανάλωσης, των επενδύσεων και 
της επιτοκιακής διαφοράς 

t  Yt Ct It ∆Rt 

0 1.0000 0.8000 0.3764 0.4236 0.4 
1 1.1000 1.2000 0.7920 0.4080 0.924 
2 1.2100 1.4410 1.1880 0.2530 0.7744 
3 1.3310 1.5246 1.4266 0.0980 0.29282 
4 1.4641 1.5373 1.5094 0.0280 – 0.146410 
5 1.6105 1.5739 1.5219 0.0520 – 0.338207 
6 1.7716 1.6870 1.5582 0.1288 – 0.283450 
7 1.9487 1.8779 1.6701 0.2077 – 0.107179 
8 2.1436 2.1168 1.8591 0.2577 0.0535897 
9 2.3580 2.3714 2.0956 0.2757 0.1237920 
10 2.5937 2.6247 2.3476 0.2771 0.1037500 
11 2.8531 2.8791 2.5984 0.2806 0.0392304 
12 3.1384 3.1482 2.8503 0.2980 – 0.0196152 
13 3.4523 3.4474 3.1168 0.3306 – 0.0453111 
14 3.7975 3.7862 3.4129 0.3733 – 0.0379750 
15 4.1773 4.1678 3.7483 0.4194 – 0.0143593 
16 4.5950 4.5914 4.1261 0.4653    0.0071796 
17 5.0545 5.0563 4.5455 0.5108    0.0165850 
18 5.5599 5.5641 5.0057 0.5584    0.0138998 
19 6.1159 6.1194 5.5084 0.6110    0.0052559 
20 6.7275 6.7288 6.0582 0.6706 – 0.00262793 
21 7.4003 7.3996 6.6615 0.7381 – 0.00607052 
22 8.1403 8.1388 7.3256 0.8132 – 0.00508767 
23 8.9543 8.9530 8.0574 0.8957 – 0.00192378 
24 9.8497 9.8493 8.8635 0.9858     0.00096199 
25 10.8347 10.8349 9.7508 1.0842     0.00222196 
26 11.9182 11.9187 10.7266 1.1921     0.00186222 
27 13.1100 13.1105 11.7995 1.3109     0.00070415 
28 14.4210 14.4212 12.9794 1.4418 – 0.000352075 
29 15.8631 15.8630 14.2770 1.5861 – 0.000813293 
30 17.4494 17.4492 15.7044 1.7448 – 0.000681617 
31 19.1943 19.1942 17.2747 1.9195 – 0.000257737 
32 21.1138 21.1137 19.0022 2.1115    0.000128868 
33 23.2252 23.2252 20.9026 2.3226     0.000297686 
34 25.5477 25.5477 22.9929 2.5548     0.000249489 
35 28.1024 28.1025 25.2923 2.8102     0.000094338 
36 30.9127 30.9127 27.8215 3.0912 – 0.0000471690 
37 34.0039 34.0039 30.6036 3.4004 – 0.0001089600 
38 37.4043 37.4043 33.6639 3.7404 – 0.0000913190 
39 41.1448 41.1448 37.0303 4.1145 – 0.0000345301 
40 45.2593 45.2592 40.7333 4.5259    0.0000172650 

 



7.   Συµπεράσµατα 
 
Στα πλαίσια της ανάλυσής µας επιχειρήθηκε η διερεύνηση των βραχυχρόνιων 

επιπτώσεων οι οποίες απορρέουν από την εισαγωγή του νοµισµατικού παράγοντα και 
από τη χρήση της έννοιας των προσδοκιών, πάνω στο υπόδειγµα επιχειρηµατικών 
κύκλων του Samuelson. 

Η δόµηση της αγοράς χρήµατος ακολουθεί εν πολλοίς την κεϋνσιανή οικονοµική 
θεώρηση, µε το επίπεδο τιµών να θεωρείται ως δεδοµένο και σταθερό και τη ζήτηση 
χρήµατος για συναλλακτικούς σκοπούς να αποτελεί συνάρτηση του εισοδήµατος. Η 
ζήτηση χρήµατος για κερδοσκοπία θεωρήθηκε, ωστόσο, ότι αποτελεί µία αρνητική 
συνάρτηση όχι του επιτοκίου αλλά της προσδοκώµενης επιτοκιακής µεταβολής. Και 
αυτό διότι τα οικονοµούντα άτοµα που ζητούν χρήµα για την άσκηση κερδοσκοπίας 
κατά την περίοδο t θεωρείται ότι στηρίζονται στις προσδοκίες που διαµορφώνουν 
κατά την περίοδο t – 1 αναφορικά µε την εξέλιξη της τιµής του επιτοκίου µεταξύ των 
δύο περιόδων. Τέλος η προσφορά χρήµατος θεωρείται ότι αυξάνεται διαχρονικά µε 
ένα σταθερό ρυθµό, το µέγεθος του οποίου ορίζεται εξωγενώς από την Κεντρική 
Τράπεζα. Πίσω από την τελευταία αυτή υπόθεση κρύβεται η βασική κεϋνσιανή 
παραδοχή, ότι το τρέχων επίπεδο των τιµών είναι µεγαλύτερο της τιµής ισορροπίας 
του. Με άλλα λόγια θεωρούµε ότι η πραγµατική ποσότητα χρήµατος κατά την 
περίοδο t είναι µικρότερη από την τιµή ισορροπίας της. ∆εδοµένης της υπόθεσης περί 
σταθερότητας των τιµών, η πραγµατική προσφορά χρήµατος θα ήταν δυνατό να 
πλησιάσει την τιµή ισορροπίας της εφόσον η ονοµαστική προσφορά χρήµατος αυξα-
νόταν µε το πέρασµα του χρόνου. 

Η δοµή της αγοράς του προϊόντος ακολουθεί σε πολύ µεγάλο βαθµό εκείνη του 
αρχικού υποδείγµατος του Samuelson. Πιο συγκεκριµένα η τρέχουσα κατανάλωση 
θεωρείται ως µία θετική συνάρτηση του εισοδήµατος της προηγούµενης περιόδου. Η 
συνάρτηση ωστόσο των επενδύσεων τροποποιείται, θεωρώντας ότι το τρέχων ύψος 
των επενδύσεων επηρεάζεται όχι µόνο από τις αυτόνοµες επενδύσεις και την µετα-
βολή του ύψους της κατανάλωσης µεταξύ των περιόδων t και t – 1, όπως στο αρχικό 
υπόδειγµα, αλλά και από τις προσδοκίες που διαµορφώνουν οι επιχειρηµατίες κατά 
την περίοδο t – 1 αναφορικά µε την εξέλιξη του ύψους του επιτοκίου µεταξύ των 
περιόδων t και t – 1. 

Οι παρεµβάσεις που πραγµατοποιήθηκαν στο αρχικό υπόδειγµα, είχαν ως συνέ-
πεια τον επηρεασµό τόσο των δυναµικών του ιδιοτήτων όσο και της φύσης του 
εισοδήµατος ισορροπίας. Πιο συγκεκριµένα, η παραδοχή ότι η ονοµαστική προσφορά 
χρήµατος αυξάνεται διαχρονικά µε ένα σταθερό ρυθµό, είχε ως συνέπεια το εισόδηµα 
ισορροπίας να µην αποτελεί ένα σταθερό και θετικό µέγεθος, όπως συνέβαινε στα 
πλαίσια του αρχικού υποδείγµατος, αλλά µία συνάρτηση του χρόνου. Το µέγεθος του 
εισοδήµατος ισορροπίας το οποίο εξειδικεύτηκε στα πλαίσια τεσσάρων διαφορετικών 
µηχανισµών διαµόρφωσης των προσδοκιών, και ειδικότερα των αναθεωρούµενων 
(Α.Ε.), των στατικών (S.E.), των ορθολογικών (RA) και των παλινδροµικών (R.E.) 
προσδοκιών, παρουσιάζεται στον πίνακα 7.1 που ακολουθεί, µαζί µε το µέγεθος του 
εισοδήµατος ισορροπίας που εξειδικεύτηκε στα πλαίσια του αρχικού υποδείγµατος 
του Samuelson (S). Να σηµειωθεί εδώ ότι το εισόδηµα ισορροπίας που προσδιορί-
ζεται στα πλαίσια του µηχανισµού των παλινδροµικών προσδοκιών, στηρίζεται στην 
υπόθεση ότι η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας συνιστά ένα µέγεθος ανεξάρτητο του 
χρόνου.    

 
 
 



Πίνακας 7.1: Το εισόδηµα ισορροπίας, όπως αυτό εξειδικεύεται στα πλαίσια του 
διευρυµένου µε τις προσδοκίες και το νοµισµατικό παράγοντα υπο-
δείγµατος του Samuelson, βάσει των διαφορετικών µηχανισµών 
διαµόρφωσης των προσδοκιών. 
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Σηµείωση: όπου i = RA , S.E. 
 

 
 
Όπως διαπιστώνουµε, το εισόδηµα ισορροπίας το οποίο προκύπτει, ανεξαρτήτως 

του µηχανισµού διαµόρφωσης των προσδοκιών, στα πλαίσια του διευρυµένου υποδεί-
γµατος, δεν συνιστά ένα σταθερό και θετικό µέγεθος, όπως συνέβαινε στο αρχικό 
υπόδειγµα του Samuelson, αλλά αποτελεί µία συνάρτηση του χρόνου. Η διαφορο-
ποίηση αυτή οφείλεται στην παραδοχή που κάναµε ότι η ονοµαστική προσφορά 
χρήµατος αυξάνεται διαχρονικά µε σταθερό ρυθµό. 

Το µέγεθος του εισοδήµατος ισορροπίας το οποίο προκύπτει στα πλαίσια των 
αναθεωρούµενων, των στατικών και των ορθολογικών προσδοκιών αποδεικνύεται ότι 
είναι ταυτόσηµο. Το µέγεθος του εισοδήµατος ισορροπίας που προκύπτει στα πλαίσια 
του µηχανισµού των παλινδροµικών προσδοκιών είναι διαφορετικό από εκείνο που 
προκύπτει στα πλαίσια των άλλων µηχανισµών, εφόσον το µέγεθος του συντελεστή ο 
οποίος εκφράζει την ταχύτητα προσαρµογής της επιτοκιακής διαφοράς της περιόδου  
t – 1 προς την τιµή ισορροπίας της, είναι διαφορετικό στις αγορές αγαθών και 
χρήµατος. Στην ειδική περίπτωση που ο συντελεστής ταχύτητας είναι ο ίδιος στις δύο 
αγορές, το εισόδηµα ισορροπίας που προσδιορίζεται στα πλαίσια του µηχανισµού των 
παλινδροµικών προσδοκιών είναι ταυτόσηµο µε εκείνο που προκύπτει στα πλαίσια 
των υπολοίπων µηχανισµών διαµόρφωσης των προσδοκιών. Με άλλα λόγια, εάν 
υπάρχει απόλυτη ταύτιση των µηχανισµών διαµόρφωσης των προσδοκιών στις 
αγορές αγαθών και χρήµατος, το εισόδηµα ισορροπίας που προκύπτει στα πλαίσια 
του διευρυµένου υποδείγµατος του Samuelson είναι το ίδιο ανεξάρτητα από το είδος 
του χρησιµοποιούµενου µηχανισµού διαµόρφωσης των προσδοκιών61. 

Στο αρχικό υπόδειγµα του Samuelson οι αυτόνοµες επενδύσεις (κρατικές 
δαπάνες) συνιστούν ένα θετικό και µη µηδενικό µέγεθος62. Στα πλαίσια ωστόσο του 
διευρυµένου υποδείγµατος που παρουσιάσαµε, ο µηδενισµός του εν λόγω µεγέθους, 

                                                 
61 Η συγκεκριµένη περίπτωση είναι δυνατό να υφίσταται µόνο εφόσον υπάρχει ταύτιση µεταξύ των 
ατόµων που δραστηριοποιούνται στις αγορές αγαθών και χρήµατος.   

62 Στην περίπτωση που στα πλαίσια του αρχικού υποδείγµατος του Samuelson θέταµε τις αυτόνοµες 
επενδύσεις ίσες µε το µηδέν, το εισόδηµα ισορροπίας που θα προέκυπτε θα ήταν ίσο µε το µηδέν. 



καθώς και εκείνου της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας το οποίο προσδιορίζεται στα 
πλαίσια του µηχανισµού των παλινδροµικών προσδοκιών, έχει ως συνέπεια το 
εισόδηµα ισορροπίας να αυξάνεται διαχρονικά µε τον ίδιο ρυθµό µε τον οποίο αυξά-
νεται η ποσότητα του χρήµατος. ∆εδοµένου ότι το µέγεθος του ρυθµού µεταβολής 
της ποσότητας χρήµατος καθορίζεται από την Κεντρική Τράπεζα, γίνεται αµέσως 
αντιληπτό ότι στην ειδική περίπτωση που 0∆R b

re

0 == , η Κεντρική Τράπεζα µπορεί 
να καθορίσει όχι µόνο το ρυθµό µεγέθυνσης της ποσότητας χρήµατος, αλλά και το 
ρυθµό µεγέθυνσης του εισοδήµατος ισορροπίας.     

  Η επίδραση πάνω στο επίπεδο του εισοδήµατος ισορροπίας, η οποία προκύπτει 
ως συνέπεια της απειροελάχιστης µεταβολής του µεγέθους µίας µόνο εκ των παραµέ-
τρων που το συνιστούν, παρουσιάζεται63 στα πλαίσια του πίνακα 7.2. Όπως διαπι-
στώνουµε, ανεξαρτήτως του µηχανισµού διαµόρφωσης των προσδοκιών στα πλαίσια 
του οποίου προσδιορίζεται το µέγεθος του εισοδήµατος ισορροπίας, η απειροελά-
χιστη µεταβολή του µεγέθους των παραµέτρων b0 , c1 , v και Μ0 επιδρά θετικά πάνω 
στο ύψος του εισοδήµατος ισορροπίας. Ακριβώς το αντίθετο συµβαίνει στην περί-
πτωση του συντελεστή d1, η απειροελάχιστη µεταβολή του οποίου επιδρά αρνητικά 
πάνω στο ύψος του εισοδήµατος ισορροπίας. Το πρόσηµο της επίδρασης πάνω στο 
εισόδηµα ισορροπίας είναι απροσδιόριστο στην περίπτωση των συντελεστών b2 , d2 , 
m , γ , θ1 και θ2. 

 
 
 

Πίνακας 7.2 : Επηρεασµός του εισοδήµατος ισορροπίας από µία απειροελάχιστη 
µεταβολή του µεγέθους µίας εκ των συνιστωσών παραµέτρων του. 

 Α.Ε. S.Ε. / RA R.E. 

b0 + + + 
c1 + + + 
v + + + 
b2 ? ? ? 
d1 – – – 
d2 ? ? ? 
m ? ? ? 
M0 + + + 
γ ? ~ ~ 
θ1 ~ ~ ? 
θ2 ~ ~ ? 

Σηµείωση: Με το σύµβολο “+” (“–”) επισηµαίνεται η θετική (αρνητική) επίδραση πάνω στο επίπεδο 
του εισοδήµατος ισορροπίας, µε το σύµβολο “?” επισηµαίνεται η αδυναµία προσδιορισµού 
του πρόσηµου της επίδρασης και τέλος µε το σύµβολο “~” επισηµαίνεται η µη διερεύνηση 
του πρόσηµου της επίδρασης λόγω µη χρήσης του συντελεστή στα πλαίσια των µηχανι-
σµών διαµόρφωσης των προσδοκιών. 

 

                                                 
63 Τα παρουσιαζόµενα στον πίνακα 7.2 αποτελέσµατα στηρίζονται στην παραδοχή ότι τα πολυώνυµα 
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σµένα, κάτι που διασφαλίζει και το θετικό πρόσηµο του εισοδήµατος ισορροπίας για κάθε t. 



Πέραν της εξέλιξης του εισοδήµατος ισορροπίας ενδιαφέρον παρουσιάζει και η 
εξέλιξη της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας, όπως αυτή προσδιορίζεται στα πλαίσια 
των διαφορετικών µηχανισµών διαµόρφωσης των προσδοκιών. Όπως είδαµε, η 
απαραίτητη προϋπόθεση που πρέπει να ικανοποιείται, ανεξαρτήτως του µηχανισµού 
διαµόρφωσης των προσδοκιών, προκειµένου το µέγεθος της επιτοκιακής διαφοράς 
ισορροπίας να ισούται µε το µηδέν, είναι οι αυτόνοµες επενδύσεις να συνιστούν ένα 
µηδενικό µέγεθος. Στην περίπτωση που ικανοποιείται η βασική αυτή προϋπόθεση, το 
εάν και κατά πόσον η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα συνιστά ένα µηδενικό µέγε-
θος εξαρτάται από το µέγεθος του επιταχυντή, της οριακής ροπής προς κατανάλωση 
και του σταθερού ρυθµού της νοµισµατικής επέκτασης. Στον πίνακα που ακολουθεί 
παρουσιάζονται οι προϋποθέσεις που πρέπει να ικανοποιούνται στα πλαίσια των 
διαφορετικών µηχανισµών των προσδοκιών. Όπως γίνεται αντιληπτό εάν οι αυτό-
νοµες επενδύσεις συνιστούν ένα µηδενικό µέγεθος, η Κεντρική Τράπεζα έχει την 
ευχέρεια να ορίσει, βάσει του µεγέθους του επιταχυντή και της οριακής ροπής προς 
κατανάλωση, το µέγεθος του ρυθµού µεταβολής της ποσότητας χρήµατος κατά 
τρόπο, ώστε το µέγεθος της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας να είναι διαχρονικά 
σταθερό και ίσο µε το µηδέν. 

 
 

Πίνακας 7.3: Προϋποθέσεις µηδενισµού της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας 
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Οι επιπτώσεις της εισαγωγής του νοµισµατικού παράγοντα και της έννοιας των 
προσδοκιών στο υπόδειγµα επιχειρηµατικών κύκλων του Samuelson, παρουσιάζονται 
συνοπτικά στα πλαίσια του πίνακα 7.4 . Όπως διαπιστώνουµε, το διευρυµένο υπόδει-
γµα το οποίο παρουσιάσθηκε στα πλαίσια της παρούσας διατριβής είναι πιο ευσταθές 
συγκριτικά µε το αρχικό υπόδειγµα του Samuelson. Και αυτό διότι ανεξάρτητα από 
το µηχανισµό διαµόρφωσης των προσδοκιών που χρησιµοποιείται, το διάστηµα τιµών 
του επιταχυντή για το οποίο επιτυγχάνεται σύγκλιση του εισοδήµατος προς την τιµή 
ισορροπίας του, διευρύνεται στα πλαίσια του διευρυµένου υποδείγµατος.  

Μεταξύ των διαφορετικών µηχανισµών διαµόρφωσης των προσδοκιών που 
χρησιµοποιούνται, οι µηχανισµοί των αναθεωρούµενων, των στατικών και των 
ορθολογικών προσδοκιών οδηγούν στην εξειδίκευση του ίδιου διαστήµατος τιµών 
του επιταχυντή, για το οποίο η γενική λύση του διευρυµένου υποδείγµατος χαρακτη-
ρίζεται ως ευσταθής. Στο ίδιο διάστηµα τιµών οδηγούµαστε και στα πλαίσια του 
µηχανισµού των παλινδροµικών προσδοκιών, εφόσον οι συντελεστές που περιγρά-
φουν την ταχύτητα προσαρµογής της επιτοκιακής διαφοράς προς την τιµή ισορροπίας 
της, έχουν τις ίδιες τιµές στις αγορές αγαθών και χρήµατος. Εάν το µέγεθος του 
συντελεστή ταχύτητας στην αγορά αγαθών είναι µικρότερο (µεγαλύτερο) από εκείνο 
της αγοράς χρήµατος, τότε ο µηχανισµός των παλινδροµικών προσδοκιών καθιστά το 
διευρυµένο υπόδειγµα περισσότερο (λιγότερο) ευσταθές, συγκριτικά µε τους υπόλοι-
πους µηχανισµούς διαµόρφωσης των προσδοκιών. Και αυτό διότι οδηγούµαστε στην 
εξειδίκευση ενός µεγαλύτερου (µικρότερου) διαστήµατος τιµών του επιταχυντή, για 
το οποίο η γενική λύση του διευρυµένου υποδείγµατος χαρακτηρίζεται ως ευσταθής.    

 
 

 
 
 
Τα θεωρητικά συµπεράσµατα της ανάλυσης µας επιβεβαιώθηκαν µε τη χρήση 

της µεθόδου της προσοµοίωσης, στα πλαίσια των οποίων εξειδικεύτηκε, για κάθε ένα 
από τους χρησιµοποιούµενους µηχανισµούς διαµόρφωσης των προσδοκιών, η 
συναρτησιακή µορφή των σχέσεων που περιγράφουν τη διαχρονική εξέλιξη του 
εισοδήµατος.  



Παράρτηµα Α 
 
 
Από τη σχέση (37) προκύπτει ότι: 
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Από τη σχέση τώρα (38) προκύπτει ότι: 
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Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (Α.1) και (Α.2) στη σχέση (36) βρίσκουµε το 

µέγεθος της διακρίνουσας D το οποίο και έχει ως ακολούθως: 
 
 

+−−+−−+−+

+−+−−−−++

+−++−−−+−

−−−++++−+

++−−−+−−−

−++−+−−−

−+−++−−=+=

 
u81
vh 4  

u81
vh 2  

u9
vh  

u27
vh  

u 9
hv  

u 27
hv  

u 9
hv  

u 27
hv      

 
u 27
vh  

u 27
vh 2  

u 81
vh 4  

u 81
vh 2  

u 972
vh  

u 243
vh 2  

u 1458
v13h   

u 729
vh 7      

 
u 54
vh  

u 27
vh  

u 162
hv 7  

u 81
hv 2  

u 972
vh  

u 243
vh 2  

u 54
hv 7  

u 27
hv 2      

 
u 243

vh  
u 243
vh 8  

u 486
vh 13  

u 243
vh 7  

u 486
vh 13  

u 243
vh 7  

u 54
vh  

u 27
vh      

 
u 54

hv 7  
u 27

hv 2  
u 162

vh  
u 81
vh 4  

u 162
hv 7  

u 81
hv 2  

u 243
vh  

u 243
vh 8      

 
u 27

v  
u 18

v  
u 27

 v2  
u 36

v  
u 27

v  
u 972

h  
u 243

h 2      

  
u 36

v  
u 27

v  
u 1458

h 13  
u 729

h 7  
u 972

h  
u 243

h   P  Q  D

2

23

2

23

2

22

2

22

3

3

3

3

3

2

3

2

3

22

3

22

2

3

2

3

2

24

2

24

3

33

3

33

3

32

3

32

4

4

4

4

4

42

4

42

4

3

4

3

4

32

4

32

3

23

3

23

3

3

3

3

3

2

3

2

4

2

4

2

4

22

4

22

444

2

4

2

3

3

4

3

4

3

4

4

4

4

2

4

2

4

4

2

4

2

3

3

3

3

4

2

4

2
23

 

 
 



 

(

)

( )(

)

( )[ ] ( ) ) A.3 (          
u

uh - hv h    v   1   vu 2  1 2   v 
108

1   D 

 uh 2  uh  h  hv 2                             

 vh 2  uvh 2  uvh 2  hv 2  vh  v uv 4   v2   v 1 
u 108

1   D 

 vuh 2  vuh 4  vuh 8 vuh 8                         

 huv 8  huv 8  uvh 4  vuh 8  vuh  uvh 2  uvh 2                         

  uvh 6  uvh 6  uvh 2  uv 4  uh uh 2  hv 2  vh                         

hv 6 vh 4 hv 6 vh 6  hv 2  vh 4   v2   v  v h 
u 108

1   D 

 
u 54
vh  

u 27
vh  

u 27
vh 2  

u 27
vh 2  

u 27
hv 2            

 
u 27

hv 2  
u 27
vh  

u 27
vh 2  

u 108
vh  

u 54
vh  

u 54
vh  

u 54
hv  

u 108
vh            

 
u 18

hv  
u 27
vh  

u 18
vh  

u 18
vh  

u 54
vh  

u 18
hv  

u 18
vh  

u 54
hv            

 
u 27
vh  

u 27
v  

u 54
v  

u 108
v  

u 108
h 

u 108
v  

u 54
h  

u 108
h   D 

   
u 486
vh  

u 243
vh 4  

u 81
vh 2  

u 81
vh            

4

22
2

3242

22322222
4

2434223222

3222232243332

23323243442

33222223422
4

2

44

2

23

2

22

3

3

3

2

3

22

2

3

2

24

3

33

3

32

4

4

4

42

4

3

4

32

3

23

3

3

3

2

4

2

4

22

4

4

2

3

3

4

3

4

4

2

4

4

2

3

3

4

2

2

4

2

444

++−
+−+−=⇒

⇒−++−

−++−−+−++−=⇒

⇒+−+−

−++−++−−

−−−−−+−−+

+−+−+−++++−=⇒

⇒−+−+−

−−+−−+++−

−+−++++−+

+−+−−−−+−=⇒

⇒−−++

 

 
 
 
 
 



Παράρτηµα Β 
 
Προκειµένου να θεµελιώσουµε τη σχέση (5.51) θα προσδιορίσουµε, µε τη 

βοήθεια των σχέσεων (5.29.1) ~ (5.29.3), το πρόσηµο των διαφορών 21 m~ m~ −  και 

31 m~ m~ − . Πιο συγκεκριµένα έχουµε ότι: 
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Στα πλαίσια της διερευνούµενης περίπτωσης ισχύει ότι: 
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Η σχέση (Β.2) ικανοποιείται για κάθε τόξο στο διάστηµα64 ( 0,π ). Με άλλα λόγια 
ισχύει ότι: 

 
 π θ~  0 <<           ( Β.3 ) 

 
Από την παραπάνω σχέση προκύπτει τώρα ότι: 
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Όπως προκύπτει και από το γράφηµα ∆ – Β.1, στο διάστηµα ( π/3,2π/3 ) η συνά-

ρτηση του ηµιτόνου παίρνει θετικές τιµές. Ως εκ τούτου οδηγούµαστε στο συµπέρα-
σµα ότι: 
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∆ – Β.1 
 
 
Ας δούµε τώρα τη σχέση µεταξύ των ριζών 31 m~ &m~ , προσδιορίζοντας το 

πρόσηµο της µεταξύ τους διαφοράς. Πιο συγκεκριµένα έχουµε ότι: 
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64 Στην πραγµατικότητα η σχέση (Β.2) ικανοποιείται για κάθε τόξο στο διάστηµα ( 0,2π ). Το γεγονός 
ωστόσο ότι το πεδίο τιµών της συνάρτησης arccos(x) είναι το ( 0,π ), µας υποχρεώνει να περιορί-
σουµε την ανάλυσή µας στο συγκεκριµένο πεδίο. 
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Από τη σχέση τώρα (Β.3) παίρνουµε ότι: 
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∆ – Β.2 



Όπως προκύπτει και από το γράφηµα ∆ – Β.2, η συνάρτηση του ηµιτόνου είναι 
θετικά ορισµένη για οποιοδήποτε τόξο στο διάστηµα ( 0,π/3 ). Έτσι οδηγούµαστε στο 
συµπέρασµα ότι: 
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Προκειµένου να διαπιστώσουµε τη σχέση που υπάρχει µεταξύ των ριζών &m~ 2  

3m~ , θα προσδιορίσουµε το πρόσηµο της διαφοράς τους. Αναλυτικότερα: 
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Από τη σχέση (Β.3) προκύπτει ότι: 
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Όπως έχουµε ήδη διαπιστώσει (βλέπε γράφηµα ∆ – Β.2), η συνάρτηση του 

ηµιτόνου είναι θετικά ορισµένη για οποιοδήποτε τόξο στο διάστηµα ( 0,π/3 ). Ως εκ 
τούτου θα ισχύει ότι: 



 

) Β.11 (          m~ m~                             

 0  m~ m~  0  
3
θ~sin  Q 3  2  0  

3
θ~sin 

23

32

(Β.9)

>⇒

⇒<−⇒<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⇒>⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

 

 
 

Από το συνδυασµό των σχέσεων (Β.5) , (Β.8) και (Β.11) εύκολα προκύπτει ότι: 
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Παράρτηµα Γ 
 
 
∆εδοµένου ότι a2 < 0, και κατά συνέπεια – a2/3 > 0, το πρόσηµο της περιγραφόµε-

νης µέσω της σχέσης (5.56) ρίζας m~  θα εξαρτάται από το πρόσηµο του αθροίσµατος 

των όρων S και T. ∆εδοµένου ότι 33 D  P  Τ και D  P  S −=+= , το µέγεθος του 
αθροίσµατος S + Τ έχει ως ακολούθως:  
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Από τη σχέση (Γ.1) γίνεται αµέσως αντιληπτό ότι το άθροισµα S + T, και κατά 

συνέπεια η ρίζα m~ , θα είναι οπωσδήποτε θετικά ορισµένο εφόσον ισχύει ότι P > 0 
και συγχρόνως έχουµε ότι Q > 0. Ας δούµε τώρα τις προϋποθέσεις υπό τις οποίες οι 
δύο αυτές παράµετροι είναι θετικά ορισµένες, ξεκινώντας από την παράµετρο Q. 

Η παράµετρος Q δίνεται όπως θυµόµαστε από τη σχέση (5.15) από την οποία µε 
ελαφρά αναδιάταξη των όρων παίρνουµε την ακόλουθη σχέση: 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, η παράµετρος Q θα είναι θετικά 
ορισµένη εφόσον ισχύει η ακόλουθη ανισότητα: 
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∆εδοµένου ότι το αριστερό σκέλος της παραπάνω ανισότητας αποτελεί ένα 

πολυώνυµο δευτέρου βαθµού ως προς h, θα µπορούσαµε να προσδιορίσουµε κάποια 
διαστήµατα τιµών της συγκεκριµένης παραµέτρου για τα οποία θα ικανοποιείται η 
ανισότητα (Γ.3). Για να το πετύχουµε αυτό θα πρέπει καταρχήν να προσδιορίσουµε 
τις ρίζες της ακόλουθης εξίσωσης: 
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Η διακρίνουσα της παραπάνω εξίσωσης έχει ως ακολούθως: 
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Όπως διαπιστώνουµε από τη σχέση (Γ.5), το πρόσηµο της διακρίνουσας της 
εξίσωσης (Γ.4) εξαρτάται από το µέγεθος ( ) 1v u21 2v  Ξ 2 +−+= , το πρόσηµο του 
οποίου όπως θυµόµαστε65 είναι αρνητικό στο διάστηµα ( )ae

2
ae
1 v,v . Με άλλα λόγια για       

( )ae
2

ae
1 v,v  v∈  έχουµε ότι Ξ < 0, κάτι που σηµαίνει ότι ∆ > 0 και ως εκ τούτου η 

εξίσωση (Γ.4) θα έχει δύο πραγµατικές και διακριτές ρίζες οι οποίες και έχουν ως 
ακολούθως:  
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Η ανισότητα (Γ.3) θα ικανοποιείται, και κατά συνέπεια θα έχουµε ότι Q > 0, 
µόνο στην περίπτωση που ισχύει ότι h ∈ ( h1,h2 ). Εάν αντιθέτως h ∉ ( h1,h2 ) τότε θα 
έχουµε Q < 0. 

Έχοντας διερευνήσει τις προϋποθέσεις υπό τις οποίες το Q θα συνιστά ένα θετικό 
µέγεθος, ας στραφούµε τώρα στον προσδιορισµό του προσήµου της παραµέτρου P το 
µέγεθος της οποίας δίνεται, όπως θυµόµαστε, από την ακόλουθη σχέση: 
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Από την παραπάνω σχέση γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι το πρόσηµο της παραµέ-

τρου P εξαρτάται από το πρόσηµο των εξής δύο όρων: 
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Ο όρος Κ συνιστά ένα θετικό (αρνητικό) µέγεθος για v > 2hu – 1 (v < 2hu – 1). 

∆εδοµένου ότι ο όρος Λ αποτελεί ένα πολυώνυµο δευτέρου βαθµού ως προς v, θα 
µπορούσαµε να προσδιορίσουµε εκείνα τα διαστήµατα τιµών της συγκεκριµένης 

                                                 
65 Το πρόσηµο του µεγέθους Ξ είχε διερευνηθεί στις σελίδες 19 & 20, στα πλαίσια του προσδιορισµού 
του προσήµου της διακρίνουσας D.  



παραµέτρου για τα οποία ισχύει ότι Λ > 0. Για να το πετύχουµε αυτό δεν έχουµε παρά 
να προσδιορίσουµε τις ρίζες της ακόλουθης δευτεροβάθµιας εξίσωσης: 
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Η διακρίνουσα της παραπάνω εξίσωσης έχει ως ακολούθως: 
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Εφόσον η διακρίνουσα είναι ένας θετικός αριθµός, η εξίσωση (Γ.11) θα έχει δύο 

πραγµατικές και διακριτές ρίζες οι οποίες και έχουν ως ακολούθως: 
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Ως εκ τούτου για v ∈ ( *
2

*
1 v,v ) θα έχουµε ότι Λ < 0, ενώ η παράµετρος Λ θα είναι 

θετική εκτός του συγκεκριµένου διαστήµατος.  
Όπως προκύπτει από την παραπάνω ανάλυση η παράµετρος P θα αποτελεί ένα 

θετικό µέγεθος εφόσον ισχύει ότι v > 2hu – 1 και v ∉ ( *
2

*
1 v,v ). Εάν πέραν αυτών των 

συνθηκών ισχύει επιπροσθέτως ότι h ∈ ( h1,h2 ), τότε θα έχουµε S + T > 0, κάτι που 
σηµαίνει ότι η σχέση (5.56) περιγράφει ένα θετικό µέγεθος. Στην περίπτωση που 
έχουµε ότι v < 2hu – 1 ή/και v ∈ ( *

2
*
1 v,v ) ή/και h ∉ ( h1,h2 ), η σχέση (5.56) θα περι-

γράφει οπωσδήποτε ένα θετικό µέγεθος µόνο εφόσον ισχύει ότι S + T > a2/3.     
  

 
 



Παράρτηµα ∆ 
 
 
Προκειµένου να αποδείξουµε ότι s

ae,3
s
ae,2  v v < , θα υπολογίσουµε τη διαφορά των 

δύο ριζών και στη συνέχεια θα προσδιορίσουµε το πρόσηµο της συγκεκριµένης διαφο-
ράς. Πιο συγκεκριµένα αφαιρώντας κατά µέλη τις σχέσεις (97.1) & (97.2) προκύπτει: 
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Όπως εύκολα διαπιστώνει κανείς από την παραπάνω σχέση, το πρόσηµο της 
διαφοράς s

ae,3
s
ae,2 vv −  εξαρτάται από το πρόσηµο του ακόλουθου δευτεροβάθµιου ως 

προς h πολυωνύµου: 
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Το παραπάνω ωστόσο πολυώνυµο συνιστά ένα θετικό µέγεθος για κάθε τιµή της 

παραµέτρου h. Και αυτό διότι η διακρίνουσα της εξίσωσης P(h) = 0, η οποία ισούται 
µε: 
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είναι µικρότερη από το µηδέν για κάθε u > 0, κάτι που σηµαίνει ότι το πολυώνυµο 
P(h) θα είναι οµόσηµο του συντελεστή (+1) του όρου h2.   

Το γεγονός ωστόσο ότι P(h) > 0 µας οδηγεί, βάσει τη σχέσης (∆.1), στο 
συµπέρασµα ότι: 
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Παράρτηµα Ε 
 
 
Για την κατασκευή του πίνακα 5.6 προσδιορίσαµε το πρόσηµο των ακόλουθων 
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Από τις σχέσεις (Ε.1) ~ (Ε.7) και βάσει του προσήµου της διαφοράς 1 – ω κατά-
σκευάσαµε τους πίνακες E.1, E.2 και Ε.3 στους οποίους και παρουσιάζονται τα 

πρόσηµα τόσο των πολυωνύµων ( ) 10 , 8 , 6  i ,m~Pi = , όσο και του όρου ( )
( ) ( )m~P m~P

m~P
86

9 . 

Στους ίδιους πίνακες και µέσω των σκιαγραφηµένων περιοχών παρουσιάζονται 
εκείνα τα διαστήµατα τιµών του επιταχυντή για τα οποία τα εν λόγω µεγέθη είναι είτε 
θετικά είτε αρνητικά. 

Όπως προκύπτει από τους παρακάτω πίνακες, ανεξάρτητα από το πρόσηµο της 
διαφοράς 1 – ω, ο όρος ( ) ( ) ( )m~P m~Pm~P 869  είναι οπωσδήποτε θετικός εφόσον ο 
επιταχυντής κινείται στο διάστηµα66 )v~,v~( 21 . 

 

                                                 
66 Ο όρος )m~(P )m~(P)m~(P 869  µπορεί να είναι θετικά ορισµένος και εκτός του διαστήµατος )v~,v~( 21 . 
Το εάν είναι ή όχι εξαρτάται από τα διαστήµατα τιµών της παραµέτρου m~ για τα οποία τα 
πολυώνυµα )m~(Pi , i = 6,8,9 , είναι έτσι ορισµένα ώστε να ισχύει ότι )m~(P )m~(P)m~(P 869  > 0.    



 
 
 
 

Παράρτηµα ΣΤ   
 
Το εισόδηµα ισορροπίας, όπως αυτό προσδιορίζεται στα πλαίσια του µηχανισµού 

των αναθεωρούµενων προσδοκιών, περιγράφεται από την ακόλουθη σχέση: 
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Βάσει της παραπάνω σχέσης προκύπτουν µε ευκολία τα παρακάτω µεγέθη: 
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Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (ΣΤ.1) και (ΣΤ.2) στη σχέση (5.5) προκύπτει η 

σχέση που περιγράφει το µέγεθος της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας )R~(∆ ae
t  ως 

συνάρτηση του χρόνου. Πιο συγκεκριµένα έχουµε ότι: 
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∆εδοµένου ότι Ω4 < 0 και Ω6 > 0, το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς ισορ-

ροπίας εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό από το πρόσηµο του όρου Ω5. Προκειµένου να 
προσδιορίσουµε το πρόσηµο του όρου αυτού, θα το εξισώσουµε αρχικά µε το µηδέν 



και στη συνέχεια επιλύοντας την προκύπτουσα εξίσωση ως προς m~ , θα προσδιορί-
σουµε τα διαστήµατα τιµών της εν λόγω παραµέτρου βάσει των οποίων επιτυγχάνεται 
η διαφοροποίηση του προσήµου του όρου Ω5. Πιο συγκεκριµένα θα έχουµε ότι: 
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Η τριτοβάθµια εξίσωση 0  )m~(P11 =  θα έχει τρεις ρίζες. Η φύση αυτών, το εάν 

δηλαδή θα είναι πραγµατικές ή συζυγείς µιγαδικές, εξαρτάται από το πρόσηµο του 
ακόλουθου µεγέθους: 
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Από το συνδυασµό των σχέσεων (ΣΤ.5) , (ΣΤ.6) και (ΣΤ.7) και έπειτα από την 

αντικατάσταση σ’ αυτές των σταθερών ηi , i = 0 , 1 , 2 , η σχέση (ΣΤ.5) τροποποιείται 
λαµβάνοντας την ακόλουθη µορφή: 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, το πρόσηµο της διακρίνουσας D1 

εξαρτάται από το πρόσηµο του εντός της αγκύλης µεγέθους. Εξισώνοντας το µέγεθος 
αυτό µε το µηδέν και επιλύοντας στη συνέχεια την εξίσωση που προκύπτει ως προς v, 
θα υπολογίσουµε τα διαστήµατα τιµών του επιταχυντή για τα οποία το πρόσηµο της 
διακρίνουσας D1 διαφοροποιείται. Πιο συγκεκριµένα έχουµε ότι: 
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Η διακρίνουσα της παραπάνω δευτεροβάθµιας εξίσωσης έχει ως ακολούθως: 
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Με τη βοήθεια της παραπάνω σχέσης µπορούµε εύκολα να προσδιορίσουµε τις ρίζες 
της εξίσωσης P3(v) = 0 το µέγεθος των οποίων έχει ως εξής: 
 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>
−+

=

>
−−

=

⇒

⇒
−±

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−±=−±−=

=−±−=
−±−−

=
±−−

=

) ΣΤ.12 (

) ΣΤ.11 (

          0  
c

 c  1  1 
  v

          0  
c

 c  1  1 
  v

                                      

          
c

 c  1  1 
  c  1  c  1 2  1 

c
1  c  1 2  c  2 

c
1            

 c  1 
c
2  1  

c
2  

2
c  1 c4  c2  1 2 

  
2

∆  c2  1 2 
  v     

1

2

1ae
2

1

2

1ae
1

1

2

12

11
1

11
1

1
11

111
(ΣΤ.10)

121ae
2,1

 

 



Βάσει των δύο παραπάνω ριζών θα διακρίνουµε στη συνέχεια µεταξύ τριών 
περιπτώσεων αναφορικά µε το πρόσηµο της διακρίνουσας D1 και κατ’ επέκταση το 
πρόσηµο του πολυωνύµου )m~(P11  και του µεγέθους Ω5.  
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Εάν ο επιταχυντής παίρνει µία τιµή στο ανοιχτό διάστηµα ( )ae

2
ae
1 v,v  το πολυώ-

νυµο P3(v) θα είναι αρνητικά ορισµένο. Το γεγονός ότι P3(v) < 0 µας οδηγεί, βάσει 
της σχέσης (ΣΤ.8), στο συµπέρασµα ότι D1 > 0, κάτι που σηµαίνει ότι η εξίσωση 

0  )m~(P11 =  θα έχει µία πραγµατική και δύο συζυγείς µιγαδικές ρίζες, το µέγεθος των 
οποίων έχει ως εξής: 
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Όπως διαπιστώνουµε, στην περίπτωση που ( )ae

2
ae
1 v,v  v∈  το πρόσηµο του 

µεγέθους Ω5, και κατά συνέπεια το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας, 
θα µπορούσε να διερευνηθεί µε τη βοήθεια της πραγµατικής ρίζας ae

1m~ . Βάσει αυτής 
θα διακρίνουµε στη συνέχεια µεταξύ των ακόλουθων τριών υποπεριπτώσεων: 
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Εάν η παράµετρος m~  πάρει µία τιµή ακριβώς ίση µε ae
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0 ) (Ω 5 == , οδηγώντας στην τροποποίηση της σχέσης (ΣΤ.3) η οποία και λαµβάνει 

την ακόλουθη µορφή: 
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Με άλλα λόγια στην περίπτωση κατά την οποία ( ) ae
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επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα αποτελεί διαχρονικά ένα σταθερό και θετικό 
µέγεθος. 
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Εάν η παράµετρος m~  κινείται στο διάστηµα ( )2 ,m~ ae

4 , εάν δηλαδή ισχύει ότι 
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1m~  m~ > , το πολυώνυµο )m~(P11 , και κατά συνέπεια το µέγεθος Ω5, θα είναι θετικά 

ορισµένο (Ω5 > 0). Σ’ αυτήν την περίπτωση, το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς 
ισορροπίας θα αποτελεί συνάρτηση του χρόνου καθώς από τη σχέση (ΣΤ.3) προκύ-
πτει ότι: 
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Σύµφωνα µε τη σχέση (ΣΤ.16), στην περίπτωση κατά την οποία ( )ae

2
ae
1 v,v  v∈  

και ae
1m  m ~~ >  η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα αποτελεί ένα θετικό µέγεθος για 

t < Ω7 . Για t = Ω7 η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας µηδενίζεται ενώ για t > Ω7 η 
επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας συνιστά ένα αρνητικό µέγεθος. Με άλλα λόγια η 
επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα αποτελεί αρνητική συνάρτηση του χρόνου. 

 
( iii )   ae

1m  m ~~ <  
 
Εάν η παράµετρος m~  παίρνει τιµές στο διάστηµα ( )ae

1m~ , 1 , εάν δηλαδή ισχύει ότι 
ae
1m~  m~ < , το πολυώνυµο )m~(P11 , και κατά συνέπεια το µέγεθος Ω5, θα είναι αρνητικά 

ορισµένο. Βάσει της σχέσης (ΣΤ.3) οδηγούµαστε συνεπώς στο συµπέρασµα ότι στην 
περίπτωση που ( ) ae

1
ae
2

ae
1 m  mκαι v,v  v ~~ <∈  η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα 

συνιστά διαχρονικά ένα θετικό µέγεθος. 
 
 

2η Περίπτωση: ae
2

ae
1 v v ή v v   ==  

 
Στην περίπτωση που επιταχυντής πάρει µία τιµή ίση µε µία εκ των δύο ριζών της 

εξίσωσης P3(v) = 0, η διακρίνουσα D1 θα ισούται µε το µηδέν και ως εκ τούτου η 
εξίσωση 0  )m~(P11 =  θα έχει τρεις πραγµατικές ρίζες, εκ των οποίων οι δύο θα είναι 
οπωσδήποτε ίσες. Το µέγεθος αυτών των ριζών έχει ως ακολούθως: 
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Όπως γίνεται αντιληπτό, το πρόσηµο του πολυωνύµου )m~(P11  θα µπορούσε να 
διερευνηθεί µε τη βοήθεια της ρίζας ae

4m~  διακρίνοντας και πάλι µεταξύ των παρακάτω 
τριών υποπεριπτώσεων: 

 
( i )   ae

4m  m ~~ <   
 

Εάν η παράµετρος m~  κινείται στο διάστηµα ( )ae
4m~ , 1 , εάν δηλαδή έχουµε ότι 

ae
4m~  m~ < , το πολυώνυµο )m~(P11 , και κατά συνέπεια το µέγεθος Ω5, θα είναι αρνητικά 

ορισµένο (Ω5 < 0). Βάσει λοιπόν της σχέσης (ΣΤ.3) καταλήγουµε στο συµπέρασµα 
ότι στην περίπτωση που ae

4
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2

ae
1 m  mκαι v v ή v v ~~   <==  το εισόδηµα ισορροπίας θα 

συνιστά διαχρονικά ένα θετικό µέγεθος. 
 

( ii )   ae
4m  m ~~ =   

 
Εάν η παράµετρος m~  παίρνει µία τιµή ακριβώς ίση µε ae

4m~  ( )ae
4m~  m~ =  θα έχουµε 

ότι 0 ) (Ω  )m~(P 511 ==  και η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα περιγράφεται από τη 
σχέση (ΣΤ.15). Με άλλα λόγια στην περίπτωση που ae

4
ae
2

ae
1 m  mκαι v v ή v v ~~   ===  η 

επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα συνιστά διαχρονικά ένα σταθερό και θετικό 
µέγεθος. 

 
( iii )   ae

4m  m ~~ >  
 
Εάν η παράµετρος m~  παίρνει τιµές στο διάστηµα ( )2 ,m~ ae

4  το πολυώνυµο 
)m~(P11 , και κατά συνέπεια το µέγεθος Ω5, θα είναι θετικά ορισµένο (Ω5 > 0). Ως εκ 

τούτου το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας θα αποτελεί, βάσει της 
σχέσης (ΣΤ.3), συνάρτηση του χρόνου. Πραγµατοποιώντας την ίδια ανάλυση µε 
εκείνη της υποπερίπτωσης (1.ii) µπορεί εύκολα να δειχτεί ότι: 
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Όπως γίνεται αντιληπτό, στην περίπτωση που ae

4
ae
2

ae
1 m  mκαι v v ή v v ~~   >==  η 

επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα αποτελεί ένα θετικό µέγεθος για t < Ω7 . Για t = 
= 0 η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας µηδενίζεται ενώ για t > Ω7 η επιτοκιακή 
διαφορά ισορροπίας συνιστά ένα αρνητικό µέγεθος. 

 



3η Περίπτωση: ( )ae
2
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1 v,v  v∉  

 
Εάν ο επιταχυντής παίρνει τιµές εκτός του διαστήµατος ( )ae

2
ae
1 v,v  το πολυώνυµο 

P3(v) θα είναι θετικά ορισµένο [P3(v) > 0] κάτι που σηµαίνει ότι η διακρίνουσα D1 θα 
συνιστά ένα αρνητικό µέγεθος. Το γεγονός ότι D1 < 0 µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι 
η εξίσωση 0  )m~(P11 =  θα έχει τρεις πραγµατικές και διακριτές ρίζες, το µέγεθος των 
οποίων έχει ως εξής: 
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Στη συνέχεια και βάσει της εναλλαγής προσήµου του πολυωνύµου )m~(P11  θα διακρί-
νουµε µεταξύ των παρακάτω τριών υποπεριπτώσεων: 
 
( i )   )m ,m (  )m , 1 (  m ae

7
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Εάν η παράµετρος m~  κινείται στο διάστηµα )m~ ,m~ (  )m~ , 1 ( ae

7
ae
9

ae
8 ∪  το πολυώ-

νυµο )m~(P11 , και κατά συνέπεια το µέγεθος Ω5, θα είναι αρνητικά ορισµένο (Ω5 < 0). 
Βάσει της σχέσης (ΣΤ.3) οδηγούµαστε συνεπώς στο συµπέρασµα ότι στην 
περίπτωση που ( ) )m ,m (  )m , 1 (  mκαι v,v  v ae

7
ae
9

ae
8

ae
2

ae
1

~~~~ ∪∈∉  η επιτοκιακή διαφορά 
ισορροπίας θα συνιστά διαχρονικά ένα θετικό µέγεθος. 

 
( ii )   )  2,m (  )m , m (  m ae
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Εάν η παράµετρος m~  παίρνει τιµές στο διάστηµα ) 2 ,m~ (  )m~ , m~ ( ae
7

ae
9

ae
8 ∪  τόσο 

το πολυώνυµο )m~(P11  όσο και το µέγεθος Ω5 θα είναι θετικώς ορισµένα (Ω5 > 0). 
Βάσει της σχέσης (ΣΤ.3) γίνεται συνεπώς αντιληπτό ότι το πρόσηµο της επιτοκιακής 
διαφοράς ισορροπίας θα συνιστά µία συνάρτηση του χρόνου. Πιο συγκεκριµένα, 
πραγµατοποιώντας την ίδια ανάλυση µε εκείνη που πραγµατοποιήσαµε στα πλαίσια 
της υποπερίπτωσης (1.ii) εύκολα µπορεί να δειχτεί ότι: 

 
 

                                                 
67 Η ισχύς της ανισότητας ae

7
ae
9
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8 m~  m~  m~ <<  στηρίζεται στην ανάλυση του παραρτήµατος Β. 
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Με άλλα λόγια εάν ( ) )  2,m (  )m , m (  mκαι v,v  v ae

7
ae
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8

ae
2

ae
1

~~~~ ∪∈∉  η επιτοκιακή 
διαφορά ισορροπίας θα αποτελεί ένα θετικό µέγεθος για t < Ω7 . Για t = 0 η 
επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας µηδενίζεται ενώ θα συνιστά ένα αρνητικό µέγεθος 
για t > Ω7. 
 
( iii )   ae
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Εάν η τιµή της παραµέτρου m~  είναι ακριβώς ίση µε µία εκ των πραγµατικών και 

διακριτών ριζών της εξίσωσης 0  )m~(P11 = , το µέγεθος Ω5 θα ισούται µε το µηδέν    
(Ω5 = 0). Ως εκ τούτου, στην περίπτωση που ( ) , 9 , 8 , 7  i , m  mκαι v,v  v ae

i
ae
2

ae
1 ==∉ ~~  

η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα συνιστά διαχρονικά ένα θετικό και σταθερό 
µέγεθος.  

 
Στο σηµείο αυτό αξίζει να σηµειωθεί ότι η διαδικασία προσδιορισµού του 

προσήµου της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας απλοποιείται στην περίπτωση κατά 
την οποία οι αυτόνοµες επενδύσεις είναι ίσες µε το µηδέν (b0 = 0). Στην ειδική αυτή 
περίπτωση η σχέση (ΣΤ.3) τροποποιείται λαµβάνοντας την ακόλουθη µορφή:   

 
t

54
0b

ae
t m~ Ω Ω ∆R

0

=
=

          ( ΣΤ.24 ) 

 
Όπως γίνεται φανερό από την παραπάνω σχέση, και δεδοµένου ότι Ω4 < 0, το 

πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας θα εξαρτάται από το πρόσηµο του 
όρου Ω5. Με άλλα λόγια, στην περίπτωση που οι αυτόνοµες επενδύσεις είναι µηδε-
νικές και το µέγεθος Ω5 είναι θετικά (αρνητικά) ορισµένο, η επιτοκιακή διαφορά 
ισορροπίας θα συνιστά διαχρονικά ένα αρνητικό (θετικό) µέγεθος. Η επιτοκιακή 
διαφορά ισορροπίας θα ισούται διαχρονικά µε το µηδέν, εφόσον η Κεντρική Τρά-
πεζα επιλέξει εκείνο το ρυθµό µεγέθυνσης της ονοµαστικής προσφοράς χρήµατος 
για τον οποίο µηδενίζεται το πολυώνυµο )m(P11

~ .  
 
 
 
 
 
 



Παράρτηµα Z 
 

Στα πλαίσια του µηχανισµού των στατιστικών προσδοκιών, η σχέση που περι-
γράφει τη διαµόρφωση του ύψους της επιτοκιακής διαφοράς προκύπτει από τη σχέση 
(5.169): 
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Η σχέση που περιγράφει την εξέλιξη του µεγέθους της επιτοκιακής διαφοράς 

ισορροπίας ( )se
t∆R  προκύπτει από τη σχέση (5.169), έπειτα από την αντικατάσταση 

σ’ αυτή του εισοδήµατος ισορροπίας: 
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Πιο συγκεκριµένα από το συνδυασµό των δύο παραπάνω σχέσεων προκύπτει: 
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∆εδοµένου ότι Ω6 > 0 και Ω8 < 0, το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς ισορ-
ροπίας εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό από το πρόσηµο του όρου Ω9. Προκειµένου να 
διερευνήσουµε το πρόσηµο του συγκεκριµένου όρου, θα τον εξισώσουµε µε το µηδέν 
και στη συνέχεια θα επιλύσουµε την προκύπτουσα εξίσωση ως προς m~ . Κατ’ αυτόν 
τον τρόπο θα προσδιορίσουµε τα διαστήµατα τιµών της παραµέτρου m~  βάσει των 
οποίων επιτυγχάνεται η διαφοροποίηση του προσήµου του µεγέθους Ω9. Ειδικότερα: 
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Το εάν οι ρίζες της παραπάνω εξίσωσης είναι πραγµατικές ή φανταστικές, 

εξαρτάται από το πρόσηµο της διακρίνουσας της εξίσωσης 0  )m~(P12 = , το µέγεθος της 
οποίας έχει ως εξής: 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, το πρόσηµο της διακρίνουσας ∆13 

εξαρτάται από το πρόσηµο του πολυωνύµου P3(v). Στα πλαίσια του έκτου παραρτή-
µατος προσδιορίσαµε τα διαστήµατα τιµών του επιταχυντή για τα οποία διαφορο-
ποιείται το πρόσηµο του πολυωνύµου P3(v). Τα άκρα αυτών των διαστηµάτων 
ορίζονται από τις δύο παρακάτω σχέσεις: 
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Βάσει των δύο παραπάνω σχέσεων θα διακρίνουµε στη συνέχεια µεταξύ των παρα-
κάτω τριών περιπτώσεων: 
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Εάν ο επιταχυντής παίρνει µία τιµή που εντοπίζεται εντός του διαστήµατος 

( )se
2

se
1 v,v , η διακρίνουσα της εξίσωσης P3(v) = 0 θα είναι αρνητική. Ως εκ τούτου 

τόσο το πολυώνυµο P3(v) όσο και η διακρίνουσα ∆13 θα είναι θετικώς ορισµένα 
µεγέθη (∆13 > 0). Αυτό σηµαίνει ότι η εξίσωση 0  )m~(P12 =  θα έχει δύο πραγµατικές 
και διακριτές ρίζες, το µέγεθος των οποίων έχει ως ακολούθως: 
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Βάσει των δύο παραπάνω σχέσεων θα διακρίνουµε στη συνέχεια µεταξύ τριών 

υποπεριπτώσεων αναφορικά µε το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας. 
Πιο συγκεκριµένα: 
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Εάν η παράµετρος m~  κινείται εντός του διαστήµατος )m~ ,m~( se

2
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1  το πολυώνυµο 

)m~(P12 , και κατά συνέπεια το µέγεθος Ω9, θα είναι αρνητικά ορισµένο. Με άλλα 
λόγια, στην περίπτωση που ( ) ( )se
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1 m ,m  m&v,v  v ~~~  ∈∈  η επιτοκιακή διαφορά 

ισορροπίας θα συνιστά διαχρονικά ένα θετικό µέγεθος. 
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Εάν η παράµετρος m~  είναι ακριβώς ίση µε µία εκ των δύο πραγµατικών ριζών 

της εξίσωσης 0  )m~(P12 = , το µέγεθος Ω9 θα ισούται µε το µηδέν. Από τη σχέση (Ζ.2) 
και για Ω9 = 0 προκύπτει ότι: 
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Με άλλα λόγια, στην περίπτωση που ( ) se
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1 m  m ή m  m&v,v  v ~~~~  ==∈  η επιτο-

κιακή διαφορά ισορροπίας θα συνιστά διαχρονικά ένα σταθερό και θετικό µέγεθος. 
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Εάν η παράµετρος m~  κινείται εκτός του διαστήµατος )m~ ,m~( se

2
se
1  τόσο το πολυώ-

νυµο )m~(P12  όσο και το µέγεθος Ω9 θα είναι θετικά ορισµένα (Ω9 > 0). Βάσει της 
σχέσης (Ζ.2), και δεδοµένου ότι Ω6 > 0 και Ω8 < 0, το πρόσηµο της επιτοκιακής δια-
φοράς ισορροπίας θα αποτελεί συνάρτηση του χρόνου ( t ). Ειδικότερα θα έχουµε ότι:  
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Με άλλα λόγια στην περίπτωση που ( ) ( )se

2
se
1
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2
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1 m ,m  m&v,v  v ~~~  ∉∈  η επιτοκιακή 

διαφορά ισορροπίας θα συνιστά ένα θετικό µέγεθος για t < Ω10. Η επιτοκιακή 
διαφορά ισορροπίας θα ισούται µε το µηδέν για t = Ω10 , ενώ για t > Ω10 θα συνιστά 
ένα αρνητικά ορισµένο µέγεθος. 

 
 

2η Περίπτωση: se
2
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Εάν η τιµή του επιταχυντή είναι ακριβώς ίση µε µία εκ των δύο πραγµατικών 

ριζών της εξίσωσης P3(v) = 0, η διακρίνουσα ∆13 θα είναι ακριβώς ίση µε το µηδέν 
(∆13 = 0). Ως εκ τούτου η εξίσωση 0  )m~(P12 =  θα έχει δύο πραγµατικές και ίσες ρίζες, 
το µέγεθος των οποίων έχει ως ακολούθως: 
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Βάσει της παραπάνω σχέσης θα διακρίνουµε στη συνέχεια µεταξύ δύο υποπερι-

πτώσεων αναφορικά µε το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας. Πιο 
συγκεκριµένα: 

 
( i ) se

3,4m  m ~~ =  
 
Εάν η παράµετρος m~  είναι ακριβώς ίση µε τη διπλή ρίζα της εξίσωσης = )m~(P12  

= 0, ο όρος Ω9 θα ισούται µε το µηδέν (Ω9 = 0) και το µέγεθος της επιτοκιακής 
διαφοράς ισορροπίας θα περιγράφεται από τη σχέση (Ζ.9). Με άλλα λόγια στην 
περίπτωση που se

3,4
se
2

se
1 m  mκαιv  v ή v  v ~~  === , η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα 

συνιστά διαχρονικά ένα σταθερό και θετικό µέγεθος. 
 

( ii )   se
3,4m  m ~~ ≠  

 
Εάν η τιµή της παραµέτρου m~  είναι διαφορετική από εκείνη της διπλής ρίζας 

se
3,4m~ , τόσο το πολυώνυµο )m~(P12  όσο και ο όρος Ω9 θα συνιστούν θετικά ορισµένα 

µεγέθη (Ω9 > 0). Ως εκ τούτου το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας θα 
αποτελεί συνάρτηση του χρόνου και θα προσδιορίζεται βάσει της σχέσης (Ζ.10). Με 



άλλα λόγια,  στην περίπτωση κατά την οποία ισχύει ότι se
3,4

se
2

se
1 m  m&v  v ή v  v ~~  ≠==  

η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα συνιστά ένα θετικό µέγεθος για t < Ω10. Η 
επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα ισούται µε το µηδέν για t = Ω10 , ενώ για t > Ω10 
θα αποτελεί ένα αρνητικά ορισµένο µέγεθος.  
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Εάν η τιµή του επιταχυντή κινείται εκτός του διαστήµατος ( )se

2
se
1 v,v  το πολυώ-

νυµο P3(v), και κατά συνέπεια η διακρίνουσα ∆13, θα είναι θετικά ορισµένο. Ως εκ 
τούτου η εξίσωση 0  )m~(P12 =  θα έχει δύο πραγµατικές και διακριτές ρίζες, το µέγεθος 
των οποίων περιγράφεται από τις σχέσεις (Ζ.7) και (Ζ.8). Βάσει αυτών, θα µπορού-
σαµε να διακρίνουµε µεταξύ τριών υποπεριπτώσεων αναφορικά µε το πρόσηµο της 
επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας, οι οποίες και ταυτίζονται µε εκείνες που αναπτύ-
χθηκαν στα πλαίσια της πρώτης περίπτωσης.        

 
Η διαδικασία προσδιορισµού του προσήµου της επιτοκιακής διαφοράς ισορρο-

πίας απλοποιείται στην περίπτωση κατά την οποία οι αυτόνοµες επενδύσεις είναι ίσες 
µε το µηδέν (b0 = 0). Στην ειδική αυτή περίπτωση η σχέση (Ζ.2) τροποποιείται 
λαµβάνοντας την ακόλουθη µορφή:   
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Όπως γίνεται φανερό από την παραπάνω σχέση, και δεδοµένου ότι Ω8 < 0, το 

πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας θα εξαρτάται από το πρόσηµο του 
όρου Ω9. Με άλλα λόγια, στην περίπτωση που οι αυτόνοµες επενδύσεις είναι µηδε-
νικές και το µέγεθος Ω9 είναι θετικά (αρνητικά) ορισµένο, η επιτοκιακή διαφορά 
ισορροπίας θα συνιστά διαχρονικά ένα αρνητικό (θετικό) µέγεθος. Η επιτοκιακή 
διαφορά ισορροπίας θα ισούται διαχρονικά µε το µηδέν, εφόσον η Κεντρική Τρά-
πεζα επιλέξει εκείνο το ρυθµό µεγέθυνσης της ονοµαστικής προσφοράς χρήµατος 
για τον οποίο µηδενίζεται το πολυώνυµο )m(P12

~ . 
 
 

Παράρτηµα Η 
 
Στα πλαίσια του µηχανισµού των ορθολογικών προσδοκιών είδαµε ότι οι προσδο-

κώµενες τιµές του εισοδήµατος και της επιτοκιακής διαφοράς και το εισόδηµα 
ισορροπίας προσδιορίζονται αντιστοίχως µέσω των σχέσεων: 

 
 

( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−++

+
−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−++

+
=

−−−

−−−

) 5.266 (

)5.265  (

          
d

m~M
  Y vcY  v) 1(c  b 

)φ  1(b
φ   )∆R(E

                  m~M 
d
φ  Y vcY  v) 1(c  b 

φ  1
1  YE

1

t
0

2t11t10
2

t1t

t
0

1
2t11t10t1t

 



 
και 

 
 

)m~(P
m~ 

d
M

 
φ  1

φ  
φ  c  1

b
  Y~

6

2t

1

0

1

0ra
t

+

+
+

+−
=           ( 5.270 ) 

 
 

όπου 01
2

6 δ  m~δ  m~  )m~(P ++=  
 
Η σχέση η οποία περιγράφει την επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας προκύπτει από 

το συνδυασµό των σχέσεων (5.266) και (5.270) και προσδιορίζεται ως εξής: 
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∆εδοµένου ότι Ω6 > 0 και Ω11 < 0, το πρόσηµο της επιτοκιακής διαφοράς ισορ-

ροπίας αποτελεί συνάρτηση του χρόνου και του προσήµου του όρου Ω12, το οποίο µε 
τη σειρά του επηρεάζεται από το πρόσηµο των πολυωνύµων68 )m~(P & )m~(P 126 . Με 
βάση το πρόσηµο των πολυωνύµων )m~(P και )m~(P 126  θα διακρίνουµε στη συνέχεια 
µεταξύ των παρακάτω τριών περιπτώσεων:  

 
 1η Περίπτωση: 0  )m(P12 =~   

 
Στην περίπτωση που το πολυώνυµο )m~(P12  ισούται µε το µηδέν η σχέση (Η.1) 

παίρνει την ακόλουθη µορφή: 
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68 Το πρόσηµο του πρώτου πολυωνύµου διερευνάται στα πλαίσια των παραγράφων 5.2.1 και 5.2.2 ενώ 

το πρόσηµο του δεύτερου πολυωνύµου διερευνάται στα πλαίσια του έβδοµου παραρτήµατος. 



 
Με άλλα λόγια στην περίπτωση που ισχύει ότι 0  )m(P12 =~ , η προσδοκώµενη επιτο-
κιακή διαφορά ισορροπίας θα αποτελεί διαχρονικά ένα σταθερό και θετικά ορι-
σµένο µέγεθος. 

 
 

2η Περίπτωση: 0 )(  )m(P &0  )(  )m(P 612 <><> ~~  
 
Εάν τα δύο πολυώνυµα )m~(P και )m~(P 126  είναι οµόσηµα, ο όρος Ω12 θα είναι 

θετικά ορισµένος. Ως εκ τούτου το πρόσηµο της προσδοκώµενης επιτοκιακής διαφο-
ράς ισορροπίας θα αποτελεί συνάρτηση του χρόνου και θα προσδιορίζεται µε τη βοή-
θεια της ακόλουθης σχέσης:  
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Σύµφωνα µε την παραπάνω σχέση, η προσδοκώµενη επιτοκιακή διαφορά ισορ-

ροπίας θα είναι θετικά ορισµένη στο χρονικό διάστηµα )Ω ,0  [ 13 , θα µηδενίζεται 
όταν t = Ω13 και θα ορίζεται αρνητικά στο διάστηµα ) , Ω ( 13 ∞+ .  

 
 

3η Περίπτωση: 0 )(  )m(P &0  )(  )m(P 612 ><<> ~~  
 
Εάν τα πολυώνυµα )m~(P και )m~(P 126  είναι ετερόσηµα ο όρος Ω12 θα είναι 

αρνητικά ορισµένος ενώ το γινόµενο των όρων Ω11 Ω12 θα αποτελεί ένα θετικό 
µέγεθος. Βάσει λοιπόν της σχέσης (Η.1), στην περίπτωση που τα πολυώνυµα )m(P6

~  
και )m(P12

~  είναι ετερόσηµα η προσδοκώµενη επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα 
συνιστά διαχρονικά ένα θετικό µέγεθος. 

 
 
Η διερεύνηση του προσήµου της προσδοκώµενης επιτοκιακής διαφοράς ισορρο-

πίας απλοποιείται στην περίπτωση που οι αυτόνοµες επενδύσεις είναι ίσες µε το 
µηδέν. Στην ειδική αυτή περίπτωση θα ισχύει ότι Ω6 = 0 και η προσδοκώµενη επιτο-
κιακή διαφορά ισορροπίας θα συνιστά διαχρονικά ένα θετικό (αρνητικό) µέγεθος 
εφόσον οι όροι Ω11 και Ω12 είναι ετερόσηµοι (οµόσηµοι). Εάν και ο όρος Ω12 ισούται 
µε το µηδέν, εάν δηλαδή ισχύει ότι 0  )m(P12 =~ , η προσδοκώµενη επιτοκιακή δια-
φορά ισορροπίας θα ισούται µε το µηδέν. 



Παράρτηµα Θ 
 
Στα πλαίσια της παραγράφου (5.3) θεωρήσαµε ότι η βραχυχρόνια τιµή ισορ-

ροπίας της επιτοκιακής διαφοράς αποτελούσε ένα σταθερό και απροσδιόριστου 
προσήµου µέγεθος. Η συναρτησιακή µορφή της σχέσης βάσει της οποίας προσδιορί-
ζεται το µέγεθος αυτό, προκύπτει από το συνδυασµό των σχέσεων (5.190) και (5.226). 
∆εδοµένου ότι σε κατάσταση ισορροπίας θα ισχύει ότι re

ttt Y~ Υ και ∆R ∆R == , από 
τη σχέση (5.190) προκύπτει ότι: 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση, η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα 

αποτελεί ένα σταθερό µέγεθος, θα είναι δηλαδή ανεξάρτητη του χρόνου, εφόσον 
ισχύει ότι 0  )m~(P12 = . Οι προϋποθέσεις που θα πρέπει να ικανοποιούνται προκειµένου 
να ισχύει κάτι τέτοιο διερευνώνται στα πλαίσια του έβδοµου παραρτήµατος. Γίνεται 
λοιπόν φανερό ότι σ’ αυτή την περίπτωση η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα απο-
τελεί ένα σταθερό, και επιπροσθέτως θετικό, µέγεθος η αριθµητική τιµή του οποίου 
θα προσδιορίζεται µε τη βοήθεια της ακόλουθης σχέσης: 
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Στην ειδική περίπτωση που και οι αυτόνοµες επενδύσεις είναι µηδενικές (b0 = 0), 

η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα ισούται µε το µηδέν, θα έχουµε δηλαδή ότι: 
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Ένα ερώτηµα που τίθεται εδώ έχει να κάνει µε τις επιπτώσεις της εξάρτησης της 

επιτοκιακής διαφοράς ισορροπίας από το χρόνο. Η πρώτη επίπτωση σχετίζεται µε τη 
συναρτησιακή µορφή του εισοδήµατος ισορροπίας η οποίο προκύπτει στα πλαίσια 
του µηχανισµού των παλινδροµικών προσδοκιών. Σχετίζεται δηλαδή µε τη µορφή της 
µερικής λύσης της βασικής εξίσωσης διαφορών του υποδείγµατος. 



Αν βάσει της σχέσης (5.191) κινηθούµε δύο περιόδους προς τα πίσω και θέσουµε 
όπου ( )0 ∆R b )m~(P 012 === , παίρνουµε την ακόλουθη τροποποιηµένη µορφή της 
βασικής εξίσωσης διαφορών: 
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Η µερική λύση της παραπάνω δευτεροβάθµιας εξίσωσης διαφορών µε σταθερούς 

συντελεστές, η οποία προκύπτει µε τη χρήση των τελεστών της προς τα πίσω (L) και 
προς τα εµπρός µετατόπισης ( )1L  F −= , έχει ως ακολούθως: 
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Όπως διαπιστώνουµε, το ευρισκόµενο εντός της παρενθέσεως µέγεθος που 
εντοπίζεται στον παρονοµαστή του κλάσµατος της σχέσης (Θ.5), αποτελεί ένα 
πολυώνυµο δευτέρου βαθµού ως προς τον τελεστή F. ∆εδοµένου ότι το πολυώνυµο 

01
2 ζ  F ζ  F ++  είναι ακριβώς της ίδιας µορφής µε εκείνη του χαρακτηριστικού πολυω-

νύµου, το οποίο προσδιορίσαµε στα πλαίσια της παραγράφου 5.3.1. Αν λοιπόν υποθέ-
σουµε ότι οι λ1 και λ2 συνιστούν δύο διακριτές ρίζες της εξίσωσης 0ζ  F ζ  F 01

2 =++  
και ότι λi ∈ ( – 1 , 1 ) , i = 1 , 2 , η σχέση (Θ.5) θα µπορούσε να τροποποιηθεί ως ακο-
λούθως: 
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Στην περίπτωση που οι ρίζες της εξίσωσης 0ζ  F ζ  F 01

2 =++  δεν είναι διακριτές 
αλλά ίσες, στην περίπτωση δηλαδή που ισχύει ότι λ1 = λ2 = λ, η µερική λύση της 
εξίσωσης διαφορών (Θ.4) θα έχει την ακόλουθη µορφή69: 
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Η µορφή της συνάρτησης που περιγράφει την εξέλιξη της επιτοκιακής διαφοράς 

ισορροπίας µε το πέρασµα του χρόνου µπορεί να προσδιορισθεί συνδυάζοντας κατάλ-
ληλα τις σχέσεις (5.190) και (Θ.5), έχοντας υπόψη ότι σε κατάσταση ισορροπίας θα 
ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: ttttt Y Υ και ∆R  ∆R , ∆R ∆R === . Ειδικότερα:   
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69 Για τον ακριβή τρόπο προσδιορισµού της συγκεκριµένης αυτής µορφής της µερικής λύσης βλέπε 

Gandolfo G. (1997), Economic Dynamics , Study Edition, Springer – Verlag, Berlin, ch. 5, § 5.2.1, 
pp. 61 – 62. 
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Όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας 

αποτελεί συνάρτηση του χρόνου και το πρόσηµό της προσδιορίζεται µε τη βοήθεια 
της ακόλουθης σχέσης: 
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Αξίζει να παρατηρήσουµε στο σηµείο αυτό ότι η επιτοκιακή διαφορά ισορροπίας θα 
αποτελεί διαχρονικά ένα αρνητικά µέγεθος στην ειδική περίπτωση που οι αυτόνοµες 
επενδύσεις είναι µηδενικές (b0 = 0). 
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