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Περίληψη 

Οι αριθμητικές παραστάσεις είναι ένα σημαντικό αντικείμενο των μαθηματικών, αφού 

είναι η βάση για τις αλγεβρικές παραστάσεις, εξισώσεις και προβλήματα. Ωστόσο, είναι 

ένας τομέας που δυσκολεύει τους μαθητές, ιδιαίτερα αυτούς με ήπιες εκπαιδευτικές 

ανάγκες (ΗΕΑ). Η παρούσα έρευνα πραγματοποιήθηκε με στόχο την ποιοτική διερεύνηση 

των συστηματικών λαθών που κάνουν οι μαθητές της Α΄ και Β΄ γυμνασίου με ΗΕΑ στις 

αριθμητικές παραστάσεις. Ζητήθηκε από 43 μαθητές της Α΄ και Β΄ γυμνασίου με ΗΕΑ να 

λύσουν τρεις αριθμητικές παραστάσεις μιας αυτοσχέδιας δοκιμασίας, που βασίστηκε στο 

Αναλυτικό Πρόγραμμα Σπουδών του Γυμνασίου. Οι αριθμητικές παραστάσεις της 

δοκιμασίας εξέταζαν τις τέσσερις βασικές πράξεις και την αλγοριθμική ιεραρχία 

εκτέλεσής τους. Η εξέταση περιλάμβανε και συνέντευξη, που είχε στόχο την καλύτερη 

κατανόηση του τρόπου σκέψης των μαθητών. Τα λάθη που επισημάνθηκαν 

κατηγοριοποιήθηκαν με βάση τα γνωστικά χαρακτηριστικά τους. Διαπιστώθηκε ότι η 

πλειονότητα των συμμετεχόντων δυσκολεύτηκε στην επίλυση των αριθμητικών 

παραστάσεων. Τα αποτελέσματα έδειξαν πως στο σύνολο των λαθών των συμμετεχόντων 

τα περισσότερα αφορούσαν στην προτεραιότητα των πράξεων. Βρέθηκε ότι από τις 

τέσσερις πράξεις οι μαθητές της Α΄ και Β΄ γυμνασίου με ΗΕΑ έκαναν τα λιγότερα λάθη 

στην πρόσθεση και τα περισσότερα στον πολλαπλασιασμό. Επίσης, πολλοί μαθητές 

έκαναν διάφορα λάθη στη σειρά εκτέλεσης των πράξεων των αριθμητικών παραστάσεων, 

παρά το ότι προφορικά είχαν δώσει σωστές απαντήσεις σε σχετικές ερωτήσεις. Η ποιοτική 

ανάλυση λαθών κατέδειξε μαθησιακές ελλείψεις σε διάφορες προϋποθέσεις εύρεσης 

αποτελεσμάτων αριθμητικών παραστάσεων, όπως: η προπαίδεια, οι βασικές πράξεις, τα 

πρόσημα, η προτεραιότητα των πράξεων και η επιμεριστική ιδιότητα. Τα αποτελέσματα 

της έρευνας έχουν διάφορες επιπτώσεις στην οργάνωση και υλοποίηση μαθηματικών 
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διδακτικών προγραμμάτων. Τα τελικά συμπεράσματα τέτοιου είδους αναλύσεων είναι 

δυνατόν να χρησιμοποιηθούν ως σημεία αναφοράς κατά τον σχεδιασμό υποστηρικτικών 

προγραμμάτων για τη διδασκαλία των αριθμητικών παραστάσεων. 

 

Λέξεις κλειδιά: Ποιοτική ανάλυση λαθών, αριθμητική παράσταση, ήπιες εκπαιδευτικές 

ανάγκες, προτεραιότητα πράξεων 
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Abstract 

Numerical expressions are an important subject of mathematics, since they are the basis for 

algebraic expressions, equations and problems. However, evaluating numerical expressions 

is an area that most students find difficult and makes it an unpleasant task, especially those 

with mild disabilities (MD). The present research was conducted with the aim of 

qualitatively investigating the systematic mistakes of A΄ and B΄ secondary school students 

with MD in numerical expressions. Forty-three students of A΄ and B΄ secondary school 

with MD were asked to solve three numerical expressions of an improvised test, based on 

the Secondary School Curriculum. The numerical expressions of the test examined the four 

basic operations and their algorithmic execution hierarchy. The examination included an 

interview aimed at a better understanding of students' way of thinking. The highlighted 

mistakes were categorized based on their cognitive characteristics. The qualitative error 

analysis has shown a reduced ability of the students to arrive at a numerical expression on 

the right outcome. The results demonstrate that most of the participants' mistakes involved 

were mostly on the order of operations. It was found that out of the four actions, students 

of A΄ and B΄ secondary school with MD did the least mistakes in addition and the most in 

multiplication. Also, many students also, while verbally answering the order of the 

operations, were not able to use it in exercises in numerical expressions. It has been 

difficult to withdraw prerequisite knowledge from primary education, which suggests that 

systematically teaching the basic operations and focus on the order in which they are 

executed. The qualitative error analysis has demonstrated learning deficiencies in various 

prerequisites for finding results of numerical expressions, such as: multiplication table, 

basic operations, negative – positive signs, priority of operations and distributive property. 

The results of the research have various implications for the organization and 
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implementation of mathematical curricula. The final conclusions of such analyses can be 

used as a reference point when designing support programs for the teaching of numerical 

expressions.  

 

Key words: Qualitative error analysis, numerical expression, mild disabilities, order of 

operations  
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Εισαγωγή 

Η έλλειψη μαθηματικής ευχέρειας μπορεί να περιορίσει σημαντικά τις ευκαιρίες που έχει 

ένας μαθητής για να επιτύχει στο σχολείο και στην ζωή (Watson, Lopes, Oliveira, & 

Judge, 2018). Οι μαθητές πολύ συχνά δυσκολεύονται στα μαθηματικά και ειδικότερα στα 

προβλήματα – μια ομάδα από τα οποία περιέχει τις τέσσερις βασικές αριθμητικές πράξεις.  

 Οι αριθμητικές παραστάσεις περιέχουν τις βασικές πράξεις, σε συνδυασμό με 

κλάσματα, δυνάμεις, παρενθέσεις και αγκύλες και εμφανίζονται στην σχολική ζωή ενός 

μαθητή στην Στ΄ δημοτικού και τον συντροφεύουν μέχρι την αποφοίτηση από το γυμνάσιο 

με την μορφή αλγεβρικών παραστάσεων. Υπάρχουν αριθμητικές παραστάσεις για όλα τα 

επίπεδα τάξεων και ικανοτήτων των μαθητών. Οι μαθηματικές πράξεις και οι αριθμητικές 

παραστάσεις είναι μια από τις προαπαιτούμενες δεξιότητες για την κατάκτηση ανώτερων 

αλγεβρικών γνώσεων.  

 Όσον αφορά στους μαθητές με ΗΕΑ, δυσκολεύονται περισσότερο στα μαθηματικά 

από τους μαθητές τυπικής ανάπτυξης (Lewis, 2017). Μέσω της ποιοτικής ανάλυσης λαθών 

είναι δυνατόν να γίνει μια αξιόπιστη προσπάθεια κατηγοριοποίησης των λαθών, που θα 

βοηθήσει αμφότερους τους μαθητές και τους εκπαιδευτικούς στην υλοποίηση 

εξατομικευμένων διδακτικών παρεμβάσεων. 

 Με την χρήση των λέξεων κλειδιών και μέσω της ανασκόπησης της υπάρχουσας 

βιβλιογραφίας, βρέθηκαν έρευνες σχετικές με την ποιοτική ανάλυση λαθών στην 

ανάγνωση, γραφή και εκμάθηση δεύτερης γλώσσας (Amoakohene, 2017 ⸱ Avitia κ.ά., 

2017 ⸱ Hatcher κ.ά., 2016 ⸱ Jabeen, Kazemian, & Mustafai, 2015 ⸱ O’Brien κ.ά., 2017). 

Σχετικά με τον τομέα των μαθηματικών, στις μελέτες των θεωρητικών αλλά και 

ερευνητικών δεδομένων, αναδύθηκε ένα έλλειμμα αναφορικά με τις αριθμητικές 
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παραστάσεις. Η πραγματοποίηση της παρούσας έρευνας είναι σημαντική γιατί γίνεται μια 

προσπάθεια μέσω της ποιοτικής ανάλυσης λαθών να καταγραφούν και να ταξινομηθούν τα 

λάθη που εκτελούν οι μαθητές της Α΄ και Β΄ γυμνασίου με ΗΕΑ στις αριθμητικές 

παραστάσεις. 

 Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, σχεδιάστηκε η παρούσα μελέτη με σκοπό να 

απαντηθούν τα ερευνητικά ερωτήματα και να δοθούν τεκμηριωμένες απαντήσεις. Για την 

διερεύνηση των ερωτημάτων, οργανώθηκε και διεξήχθη μια ποιοτική έρευνα, ώστε να 

προσπαθήσει σε κάποιο βαθμό η ερευνήτρια να περιγράψει και να ερμηνεύσει το παρόν 

επιστημονικό ζήτημα. Το εργαλείο διεξαγωγής ήταν μια αυτοσχέδια δοκιμασία, που 

δόθηκε προσωπικά και ξεχωριστά σε κάθε μαθητή σε συνδυασμό με την συζήτηση μαζί 

του. 

 Στην θεωρητική θεμελίωση της έρευνας του 1ου κεφαλαίου, γίνεται αναφορά στην 

χρησιμότητα των μαθηματικών και παρέχονται ορισμοί που σχετίζονται με την αριθμητική 

παράσταση. Παρουσιάζονται τα χαρακτηριστικά και οι δυσκολίες των μαθητών με ΗΕΑ. 

Γίνεται ανασκόπηση της ερευνητικής βιβλιογραφίας που αφορά στην κατηγοριοποίηση 

των λαθών που εκτελούν οι μαθητές (Ali Rahman, Shahrill, Abbas, & Tan, 2017 ⸱ Guce, 

2017 ⸱ Kingsdorf & Krawec, 2014 ⸱ O'Connor & Norton, 2016 ⸱ Roberts, 1968). Τέλος, 

παρατίθενται στοιχεία τα οποία αφορούν στη σημαντική θέση που κατέχει η ποιοτική 

ανάλυση λαθών και διατυπώνονται τα ερευνητικά ερωτήματα της παρούσας έρευνας.  

 Στην μεθοδολογία της έρευνας (2ο κεφάλαιο), γίνεται αναλυτική παρουσίαση της 

διαδικασίας συλλογής των ευρημάτων. Η ερευνήτρια σύνταξε μια αυτοσχέδια δοκιμασία, 

σύλλεξε προσωπικά και με συνέντευξη στον κάθε συμμετέχοντα τα δεδομένα που 

χρειάζονταν για να απαντηθούν τα ερευνητικά ερωτήματα του 1ου κεφαλαίου. 
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 Στο 3ο κεφάλαιο αναφέρονται αναλυτικά τα αποτελέσματα που προέκυψαν από την 

στατιστική ανάλυση των δεδομένων και από την συνέντευξη. Η ερευνήτρια χρησιμοποιεί 

εικόνες από τα γραπτά των μαθητών για να δείξει τα λάθη τους, τα οποία ταξινόμησε σε 

επτά κατηγορίες. 

 Στο τελευταίο κεφάλαιο αναλύονται τα αποτελέσματα με αναφορές στην διεθνή 

βιβλιογραφία και παρουσιάζονται τα συμπεράσματα της έρευνας. Επιπρόσθετα, 

αναφέρονται οι περιορισμοί της έρευνας, οι εκπαιδευτικές προεκτάσεις και οι προτάσεις 

για μελλοντική μελέτη. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

Θεωρητική θεμελίωση – Ανασκόπηση της έρευνας 

1.1. Η αριθμητική παράσταση 

1.1.1. Οι τέσσερις βασικές αριθμητικές πράξεις 

Οι αριθμοί 1, 2, 3, 4, 5, 6, … ονομάζονται φυσικοί αριθμοί (Κασώτη, Κλιάπης, & 

Οικονόμου, 2014). Το σύνολο των φυσικών αριθμών συμβολίζεται με ℕ. Με τους 

φυσικούς αριθμούς γίνονται οι τέσσερις βασικές αριθμητικές πράξεις, οι οποίες από 

άποψη αλγεβρικών ιδιοτήτων έχουν ως εξής: 

 Πρόσθεση είναι η πράξη με την οποία από δύο φυσικούς αριθμούς α και β , τους 

προσθετέους, βρίσκουμε έναν τρίτο φυσικό αριθμό γ, που είναι το άθροισμά τους και 

γράφεται: 

α + β = γ 

Οι προσθετέοι α και β λέγονται όροι του αθροίσματος (Μπάρλας, 2007α).  

 Αφαίρεση είναι η πράξη με την οποία, όταν δίνονται δύο αριθμοί, β (μειωτέος) και 

α (αφαιρετέος) βρίσκουμε έναν αριθμό γ (διαφορά), ο οποίος όταν προστεθεί στον α δίνει 

τον β (Βανδουλάκης, Καλλιγάς, Μαρκάκης, & Φερεντίνος, 2007). Δηλαδή ισχύει: 

β – α = γ διότι γ + α = β 

 Πολλαπλασιασμός είναι η πράξη με την οποία από δυο φυσικούς αριθμούς α και β, 

τους παράγοντες, βρίσκουμε έναν τρίτο φυσικό αριθμό γ, που είναι το γινόμενο τους και 

γράφεται 
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α ⸱ β = γ 

Όταν υπάρχουν δυο φυσικοί αριθμοί Δ και δ, με Δ ≥ δ > 0, τότε μπορούν να βρεθούν δυο 

άλλοι φυσικοί αριθμοί π και υ τέτοιοι, ώστε 

Δ = δ ⸱ π + υ με 0 ≤ υ < δ 

 Ο αριθμός Δ λέγεται διαιρετέος, ο δ λέγεται διαιρέτης, ο αριθμός π λέγεται πηλίκο 

και το υ υπόλοιπο της διαίρεσης (Κανάκης κ.ά., 2017α). Η διαίρεση είναι από τις τέσσερις 

πράξεις αυτή που δυσκολεύει περισσότερο τους μαθητές του γυμνασίου (Yorulmaz & 

Önal, 2017). 

 Οι στρατηγικές που μπορούν να διδαχτούν οι μαθητές για την επίλυση των 

τεσσάρων βασικών πράξεων είναι: (α) η χρήση συγκεκριμένου υλικού, (β) η μέτρηση των 

δαχτύλων, (γ) η νοερή μέτρηση, (δ) τα παραγόμενα δεδομένα και (ε) η ανάκληση 

δεδομένων από την μνήμη (Αγαλιώτης, 2012α). 

1.1.2. Οι αλγεβρικές ιδιότητες των αριθμητικών πράξεων 

Οι βασικές ιδιότητες των τεσσάρων αριθμητικών πράξεων είναι τρεις: (α) η επιμεριστική, 

(β) η αντιμεταθετική και (γ) η προσεταιριστική. 

 Στην επιμεριστική ιδιότητα ο παράγοντας α έξω από την παρένθεση, 

πολλαπλασιάζεται ξεχωριστά με κάθε όρο β και γ του αθροίσματος που είναι μέσα στην 

παρένθεση (Μπάρλας, 2007β). Η σημαντικότητα της συγκεκριμένης ιδιότητας είναι ότι 

συνδέει την πράξη του πολλαπλασιασμού ή της διαίρεσης, με την πράξη της πρόσθεσης ή 

της αφαίρεσης.  

α ⸱ (β + γ) = α ⸱ β + α ⸱ γ  και α ⸱ (β –  γ) = α ⸱ β – α ⸱ γ 
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(β + γ) : α = β : α + γ : α  και  (β – γ) : α = β : α – γ : α 

 Η αντιμεταθετική ιδιότητα της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού  

α + β = β + α  και  α ⸱ β = β ⸱ α 

όπως και η επιμεριστική ιδιότητα, είναι μια προϋποτιθέμενη γνώση από το δημοτικό, που 

υπενθυμίζεται στα σχολικά εγχειρίδια της Α΄ και Β΄ γυμνασίου. Η αντιμεταθετική ιδιότητα 

δείχνει ότι δεν έχει σημασία με ποια σειρά θα γίνει η πρόσθεση των όρων του αθροίσματος 

ή ο πολλαπλασιασμός των παραγόντων του γινομένου. 

 Η προσεταιριστική ιδιότητα δίνει την δυνατότητα αντικατάστασης των 

παραγόντων με το γινόμενό τους ή την ανάλυση ενός παράγοντα σε γινόμενο 

(Βανδουλάκης κ.ά., 2007).  

α ∙ (β ∙ γ) = (α ∙ β) ∙ γ 

1.1.3. Η πράξη της πρόσθεσης θετικών και αρνητικών αριθμών 

Η απόλυτη τιμή ενός ρητού αριθμού α εκφράζει την απόσταση του σημείου με τετμημένη 

α από την αρχή Ο του άξονα και συμβολίζεται με │α│ (Βανδουλάκης κ.ά., 2007). Ως προς 

την πρόσθεση ισχύει: 

o Για να προστεθούν δύο ομόσημοι ρητοί αριθμοί, γίνεται πρόσθεση των απόλυτων 

τιμών τους και στο άθροισμα παραμένει το κοινό τους πρόσημο. 

o Για να προστεθούν δύο ετερόσημοι ρητοί αριθμοί, γίνεται αφαίρεση της 

μικρότερης από την μεγαλύτερη απόλυτη τιμή και στη διαφορά μπαίνει το 

πρόσημο του ρητού με τη μεγαλύτερη απόλυτη τιμή (Βανδουλάκης κ.ά., 2007). 

Οι αρνητικοί αριθμοί και η πράξη της πρόσθεσης ομόσημων και ετερόσημων αριθμών 

διδάσκονται στην Α΄ γυμνασίου. Είναι ένα πεδίο των μαθηματικών που δυσκολεύει τους 
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μαθητές και δημιουργεί σύγχυση στην χρήση των προσήμων.  

1.1.4. Η έννοια και ο ορισμός της αριθμητικής παράστασης 

Οι αριθμητικές παραστάσεις είναι αναγκαίες στην καθημερινότητα, αφού αυτές 

χρησιμοποιούνται από όλους στις καθημερινές δραστηριότητες και συναλλαγές. Επιπλέον, 

σε πιο σύνθετη μορφή οι αριθμητικές παραστάσεις είναι απαραίτητες για διάφορους 

επιστημονικούς ή οικονομικούς υπολογισμούς (Syrett & Musolino, 2013). Είναι 

σημαντικό να οριστεί τι είναι μια αριθμητική παράσταση η οποία παρουσιάζει τέτοια 

συχνότητα στη χρήση της και ποιες οι δυσκολίες που παρουσιάζονται σε πολλούς μαθητές 

στην εκμάθησή της. 

 Σύμφωνα με τον Μπάρλα (2007α), παράσταση λέγεται μια σειρά αριθμών και 

μεταβλητών που συνδέονται με τα σύμβολα των πράξεων, πρόσθεση ( + ), αφαίρεση ( – ), 

πολλαπλασιασμός ( ⸱ ) και διαίρεση ( : ). Αριθμητική παράσταση λέγεται κάθε σειρά 

αριθμών που συνδέονται μεταξύ τους με τα σύμβολα των πράξεων (Βανδουλάκης κ.ά., 

2007). Το αποτέλεσμα που βρίσκεται, αν εκτελεστούν οι πράξεις, είναι ένας και μοναδικός 

αριθμός που λέγεται τιμή της αριθμητικής παράστασης (Μπάρλας, 2007α). 

 Στο Αναλυτικό Πρόγραμμα Σπουδών, στην Στ΄ δημοτικού ο μαθητής έρχεται 

πρώτη φορά σε επαφή με την προτεραιότητα των πράξεων και την χρήση παρενθέσεων, οι 

οποίες είναι οι βασικές αρχές για την επίλυση των αριθμητικών παραστάσεων. Οι μαθητές 

των μεγαλύτερων τάξεων μαθαίνουν αριθμητικές παραστάσεις με χρήση κλασμάτων αλλά 

και αρνητικών αριθμών. Το επίπεδο των απλών αριθμητικών παραστάσεων στην Β΄ 

γυμνασίου πλέον γίνεται με μεταβλητές (γράμματα δηλαδή που παριστάνουν αριθμούς) 

και ονομάζονται αλγεβρικές παραστάσεις με πιο σύνθετες πράξεις (Βλάμος, Δρούτσας, 

Πρέσβης, & Ρεκούμης, 2007). Στην Γ΄ γυμνασίου γίνεται μια επανάληψη στην 
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προτεραιότητα των πράξεων επειδή πλέον οι μαθητές διδάσκονται τις ρητές αλγεβρικές 

παραστάσεις (Δ.Ε.Π.Π.Σ. – Α.Π.Σ., 2003).  

1.1.5. Τα στάδια επίλυσης της αριθμητικής παράστασης 

Ο τρόπος λύσης ενός προβλήματος μπορεί να εκφραστεί με την κατάλληλη αριθμητική 

παράσταση. Στις αριθμητικές παραστάσεις, οι πράξεις γίνονται από τα αριστερά προς τα 

δεξιά (Κανάκης κ.ά., 2017α) και η σειρά με την οποία πρέπει να εκτελεστούν οι πράξεις 

(προτεραιότητα των πράξεων) είναι η ακόλουθη: 

o Υπολογισμός δυνάμεων 

o Εκτέλεση πολλαπλασιασμών και διαιρέσεων 

o Εκτέλεση προσθέσεων και αφαιρέσεων 

 Αν υπάρχουν παρενθέσεις, εκτελούμε πρώτα τις πράξεις μέσα στις παρενθέσεις με 

την παραπάνω σειρά (Βανδουλάκης κ.ά., 2007). Η χρήση των παρενθέσεων ξεκίνησε από 

τον 17ο αιώνα με στόχο να υποδείξει την προτεραιότητα των πράξεων (Βανδουλάκης κ.ά., 

2007). Για την αποφυγή λαθών, καλό είναι να γίνονται οι ενδιάμεσες πράξεις χωριστά στο 

πρόχειρο. Οι πράξεις γράφονται με την σωστή αλληλουχία, η μια κάτω από την άλλη. 

 Σύμφωνα με τους Ki Lee, Licwinko, & Taylor – Buckner (2013) και Taff (2017), οι 

μαθηματικοί στην δευτεροβάθμια εκπαίδευση χρησιμοποιούν για την διδασκαλία της 

προτεραιότητας των πράξεων στις αριθμητικές παραστάσεις το ακρωνύμιο PEMDAS 

(Parenthesis, Exponents, Multiplication, Division, Addition, Subtraction) ή με τον 

μνημονικό κανόνα ως Please Excuse My Dear Aunt Sally, ενώ κατά τους Ali Rahman κ.ά. 

(2017) το τρίγωνο της Εικόνας 1 είναι πιο λειτουργικό.  

 Το εναλλακτικό ακρωνύμιο που έρχεται σε αντιπαράθεση με το προηγούμενο και 

διδάσκεται στον Καναδά, το Ηνωμένο Βασίλειο και άλλες αγγλόφωνες χώρες είναι το 
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BODMAS (Brackets, Orders, Division or Multiplication, Addition or Subtraction) το οποίο 

τονίζει ότι στα ζεύγη των πράξεων (α) πολλαπλασιασμός – διαίρεση και (β) πρόσθεση – 

αφαίρεση, δεν παίζει ρόλο η σειρά που θα εκτελεστούν οι πράξεις (Ali Rahman κ.ά., 

2017). 

 

Εικόνα 1 

1.1.6. Η εμφάνιση των αριθμητικών παραστάσεων στα ελληνικά διδακτικά 

εγχειρίδια 

Στο Κεφάλαιο 8 της ενότητας 1 στο σχολικό βιβλίο της Στ΄ Δημοτικού, οι μαθητές 

διδάσκονται μεικτές αριθμητικές παραστάσεις και την προτεραιότητά τους. Στο Μέρος Α΄, 

του Κεφαλαίου 1, στην ενότητα 1.3 «Δυνάμεις φυσικών αριθμών», στο Θυμόμαστε – 

Μαθαίνουμε γίνεται αναφορά στην αριθμητική παράσταση, ώστε ο μαθητής να κάνει 

επανάληψη.  

 Οι αριθμητικές παραστάσεις είναι ένας τρόπος να ελεγχθεί εάν οι μαθητές 

γνωρίζουν να επιλύουν πράξεις. Μέσω των αριθμητικών παραστάσεων οι μαθητές 

έρχονται σταδιακά σε επαφή με την άλγεβρα, στην οποία αυτές κατέχουν σημαντικό ρόλο, 

αφού αποτελούν την κύρια βάση για την κατανόησή της. Συνδέονται με την κατάκτηση 

απαραίτητων δεξιοτήτων για την επίλυση εξισώσεων και άλλων ανώτερων γνώσεων, 

χρήσιμων σε όλες τις τάξεις του γυμνασίου και λυκείου. 

 Ωστόσο, υπάρχουν μαθητές που κάνουν λάθος στον αλγόριθμο των τεσσάρων 
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πράξεων (πρόσθεση, αφαίρεση, πολλαπλασιασμός και διαίρεση). Στην παρούσα έρευνα θα 

ελεγχθεί η ικανότητα επίλυσης αριθμητικών παραστάσεων, οι οποίες χρειάζονται την 

γνώση των τεσσάρων πράξεων. Σύμφωνα με το Αναλυτικό Πρόγραμμα Σπουδών, για την 

Στ΄ δημοτικού, οι μαθητές αναμένεται να μπορούν: 

o Να εκτελούν με ευχέρεια τις τέσσερις βασικές πράξεις με ακέραιους, δεκαδικούς 

και κλασματικούς αριθμούς. 

o Να πολλαπλασιάζουν και να διαιρούν έναν ακέραιο ή δεκαδικό αριθμό με 10, 100, 

1.000 και με 0.1, 0.01, 0.001. 

o Να εκτελούν πράξεις με μεικτές αριθμητικές παραστάσεις φυσικών και δεκαδικών. 

o Να χρησιμοποιούν τις ιδιότητες των πράξεων, για να λύνουν σύνθετα προβλήματα 

τεσσάρων πράξεων. 

Για Α΄ γυμνασίου: 

o Να προσθέτουν, να αφαιρούν και να πολλαπλασιάζουν φυσικούς αριθμούς. 

o Να προσθέτουν, να αφαιρούν και να πολλαπλασιάζουν φυσικούς αριθμούς με 

υπολογιστή τσέπης (κομπιουτεράκι). 

o Να γνωρίζουν τις ιδιότητες των πράξεων και να τις χρησιμοποιούν στον 

υπολογισμό της τιμής μιας παράστασης. 

o Να εκτελούν τις πράξεις σε μια αριθμητική παράσταση με την προβλεπόμενη 

προτεραιότητα. (Με τη βοήθεια ή μη του υπολογιστή τσέπης) (Δ.Ε.Π.Π.Σ. – 

Α.Π.Σ., 2003). 
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1.2. Ορισμός και χαρακτηριστικά των μαθητών με ήπιες εκπαιδευτικές 

ανάγκες 

1.2.1. Οριοθέτηση των ήπιων εκπαιδευτικών αναγκών 

Μαθητές με ΗΕΑ μπορούν να χαρακτηριστούν οι μαθητές οι οποίοι αν και παρουσιάζουν 

περιορισμούς και ιδιαιτερότητες στην επεξεργασία εξειδικευμένων πληροφοριών, στη 

γενική νοητική λειτουργία ή στην κοινωνική προσαρμογή και επικοινωνία, είναι ωστόσο 

σε θέση να κατακτήσουν τους στόχους του προγράμματος σπουδών του γενικού σχολείου 

διδασκόμενοι αποκλειστικά, ή έστω κατά κύριο λόγο, στη γενική τάξη, με την προϋπόθεση 

ότι θα δεχτούν κατάλληλη εκπαιδευτική στήριξη διαμέσου τροποποιήσεων και 

προσαρμογών των διδακτικών μεθόδων, μέσων και διαδικασιών που χρησιμοποιούνται για 

τους τυπικής ανάπτυξης μαθητές. Επιμέρους κατηγορίες των ΗΕΑ είναι: 

1. Ειδικές μαθησιακές δυσκολίες (αναπηρίες), όπως δυσλεξία, δυσαριθμησία, 

δυσπραξία 

2. Ήπια νοητική αναπηρία 

3. Ήπια προβλήματα συμπεριφοράς 

4. Διάσπαση προσοχής με ή χωρίς υπερκινητικότητα (ΔΕΠ – Υ) 

5. Ήπιες περιπτώσεις του αυτιστικού φάσματος 

6. Ήπιες αισθητηριακές αναπηρίες (Αγαλιώτης, 2017). 

1.2.2. Χαρακτηριστικά των μαθητών με ήπιες εκπαιδευτικές ανάγκες 

Οι μαθητές με ΗΕΑ έχουν σωματικές ή γνωστικές διαφορές που συχνά οδηγούν σε 

ποιοτικά διαφορετικούς τρόπους ανάπτυξης. Αυτό υποδηλώνει ότι η διδακτική προσέγγιση 



 

26 

που έχει σχεδιαστεί για τους τυπικής ανάπτυξης μαθητές μπορεί να είναι ανεπαρκής για 

μαθητές με ΗΕΑ. Η κατανόηση του τρόπου δημιουργίας μια αποτελεσματικής 

διδασκαλίας για αυτούς τους μαθητές παραμένει ανεξερεύνητη και αντιπροσωπεύει μια 

μοναδική διδακτική σχεδιαστική πρόκληση (Lewis, 2016). 

 Οι μαθητές αυτοί παρουσιάζουν ποικιλία αναποτελεσματικών μαθηματικών 

συμπεριφορών, λόγω του μεγάλου φάσματος των ιδιαιτεροτήτων που παρουσιάζουν σε 

βασικά γνωστικά συστήματα, στις ψυχοσυναισθηματικές διαστάσεις της μάθησης των 

μαθηματικών και στις οπτικό-κινητικές λειτουργίες που συμμετέχουν στη δόμηση της 

μαθηματικής γνώσης (Αγαλιώτης, 2011α). Στην σχέση ανάμεσα στις οπτικό-κινητικές 

λειτουργίες των μαθητών με ΗΕΑ και την δόμηση της γνώσης των μαθηματικών 

συμφωνούν οι έρευνες των Pagani, Fitzpatrick, Archambault, & Janosz (2010) και Pieters, 

Roeyers, Rosseel, van Waelvelde, & Desoete (2015). Οι δυσκολίες αυτές επηρεάζουν 

καταρχάς την ποιότητα, δηλαδή το μέγεθος, την ακρίβεια και την αναγνωσιμότητα, αλλά 

επίσης και την ταχύτητα γραφής των αριθμών και γενικότερα των μαθηματικών 

συμβόλων. Ακόμη, αποτελούν σημαντικό εμπόδιο στην κατάκτηση δεξιοτήτων όπως η 

μέτρηση και η απαρίθμηση (Κυργιώτη, 2014). 

 Η εκτιμώμενη επικράτηση των μαθητών με ΗΕΑ κυμαίνεται μεταξύ 3% και 14% 

στον πληθυσμό σχολικής ηλικίας, ανάλογα την χώρα σπουδών και τα κριτήρια της (Pieters 

κ.ά., 2015). Άλλοι ερευνητές εκτιμούν ότι κατά προσέγγιση το 4% με 8% των μαθητών 

έχουν μια κατηγορία ΗΕΑ, μερικές φορές αναφερόμενη ως δυσαριθμησία (dyscalculia), 

(Berch & Mazzocco, 2007) η οποία παρεμβαίνει στην ικανότητά τους να μαθαίνουν 

έννοιες ή διαδικασίες σε έναν ή περισσότερους μαθηματικούς τομείς (Geary, 2004). 

 Οι δυσκολίες διατήρησης προσοχής ή και προβλήματα υπερκινητικότητας 

εκδηλώνονται αρκετά συχνά σε αυτούς τους μαθητές (Lambert & Spinath, 2018). Οι 
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δυσκολίες αυτές μπορεί να επηρεάσουν αρνητικά την εκτέλεση δραστηριοτήτων και 

δεξιοτήτων, όπως τη παρακολούθηση του μαθήματος, τη εφαρμογή αλγορίθμων και 

στρατηγικών επίλυσης προβλημάτων. Αυτή η αδυναμία τους επηρεάζει επίσης την 

ποιότητα, αλλά και την ποσότητα των πληροφοριών που προσλαμβάνουν κατά τη διάρκεια 

του μαθήματος και την επίδοσή τους (Κυργιώτη, 2014).  

 Σύμφωνα με τους Reid & Lienemann (2006) ανάμεσα στα χαρακτηριστικά των 

μαθητών γυμνασίου με ΗΕΑ είναι: (α) προβλήματα με την μνήμη, επεξεργασία της 

πληροφορίας και προσοχής, (β) αναποτελεσματική χρήση των στρατηγικών, (γ) σπάνια 

συμμετοχή σε διαδικασίες αυτορρύθμισης και (δ) συχνά η ανάγνωση, γραφή και 

μαθηματικά είναι σε χαμηλότερο βαθμό σε σχέση με τους συνομηλίκους τους χωρίς ΗΕΑ. 

 Όσον αφορά στην κατανόηση των μεγεθών (πχ. μέτρο, όγκος, διάστημα) των 

παιδιών με ΗΕΑ βρέθηκε ότι συγχέουν περισσότερο την αναπαράσταση ενός μεγέθους σε 

σχέση με τους μαθητές τυπικής ανάπτυξης (Tobia, Fasola, Lupieri, & Marzocchi, 2016) 

και πιθανόν μπορεί να βοηθήσει η υιοθέτηση στρατηγικών με βάση εφαρμογών με 

αναπαραστάσεις ποσοτήτων. 

1.3. Δυσκολίες στις αριθμητικές παραστάσεις 

1.3.1. Οι δυσκολίες στις αριθμητικές παραστάσεις μαθητών τυπικής 

ανάπτυξης 

Οι μαθητές όλων των τάξεων έρχονται αντιμέτωποι με τα μαθηματικά, που παίζουν 

σημαντικό ρόλο τόσο στη μαθητική ζωή ενός ατόμου όσο και στην μετέπειτα πορεία του 

(Τζώτζου, 2014) και είναι ένας από τους τομείς που δυσκολεύει αρκετά τους μαθητές. 

 Οι προϋποτιθέμενες γνώσεις που πρέπει να έχει ένας μαθητής Α΄ και Β΄ γυμνασίου 
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για την επίλυση μιας αριθμητικής παράστασης είναι να: 

o Γνωρίζει τους αλγορίθμους των τεσσάρων πράξεων με ακέραιους αριθμούς και την 

προτεραιότητα τους 

o Ξεχωρίζει τα σύμβολα συν ( + ), πλην ( – ), επί ( ⸱ ), δια ( : ) 

o Γνωρίζει την προπαίδεια ή κάνει σωστά χρήση του υπολογιστή τσέπης 

o Αναγνωρίζει τα σύμβολα ( ), [ ] , = 

o Γνωρίζει τα βασικά αριθμητικά δεδομένα 

 Ωστόσο υπάρχουν μαθητές που δυσκολεύονται σε μια ή περισσότερες κατηγορίες, 

όπως στην έρευνα των Παπαδόπουλου & Ελευθεριάδη (2018), όπου φαίνεται η δυσκολία 

χρήσης των παρενθέσεων στις αριθμητικές παραστάσεις από μαθητές δημοτικού. Επίσης, 

αρκετοί μαθητές δυσκολεύονται στον αλγόριθμο επίλυσης των τεσσάρων αριθμητικών 

πράξεων, όπως φαίνεται στην έρευνα των Yorulmaz & Önal (2017). 

 Κατά την εκμάθηση της προτεραιότητας των πράξεων στις αριθμητικές 

παραστάσεις οι μαθητές καλούνται να τηρούν μια ιεραρχία εκτέλεσης των πράξεων. 

Υπάρχουν δημοφιλείς μνημονικοί κανόνες στις αγγλόφωνες χώρες, όπως οι PEDMAS και 

BODMAS (βλ. 1.1.5. Τα στάδια επίλυσης της αριθμητικής παράστασης), ωστόσο δεν 

ενθαρρύνουν την εννοιολογική κατανόηση της σειράς των πράξεων και κατά συνέπεια ο 

μαθητής οδηγείται στην αποστήθιση (Ameis, 2011).  

1.3.2. Οι δυσκολίες στις αριθμητικές παραστάσεις μαθητών με ήπιες 

εκπαιδευτικές ανάγκες 

Είναι πολλοί οι μαθητές του γενικού πληθυσμού που δυσκολεύονται στα μαθηματικά, 

ειδικότερα οι μαθητές με ΗΕΑ (Costa, Nicholson, Donlan, & van Herwegen, 2018 ⸱ 

Kingsdorf & Krawec, 2014 ⸱ Lewis, 2017).  
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 Ένας μαθητής πρέπει να έχει ευχέρεια των παραπάνω γνώσεων (βλ. 1.3.1. Οι 

δυσκολίες στις αριθμητικές παραστάσεις μαθητών τυπικής ανάπτυξης) ώστε να λύσει 

σωστά μια αριθμητική παράσταση. Ωστόσο ένας μαθητής με ΗΕΑ δεν θεωρείται δεδομένο 

ότι έχει γνώση των αριθμών, των συμβόλων ή των αλγορίθμων που απαιτούνται, όπως για 

παράδειγμα στην έρευνα των Piazza κ.ά. (όπως αναφέρεται στην Lewis, 2016) όπου 

εκτελεί περισσότερα λάθη από τους συνομήλικούς τους τυπικής ανάπτυξης κατά την 

επεξεργασία συμβόλων (πχ. του αριθμού 3 = ♦♦♦).  

 Η κατανόηση των δυσκολίων που αντιμετωπίζουν οι μαθητές με ΗΕΑ στις 

αριθμητικές παραστάσεις είναι εξαιρετικά σημαντική γιατί η επάρκεια σε αυτές είναι 

απαραίτητη για την μετέπειτα κατανόηση των μαθηματικών. 

1.4. Η ποιοτική διερεύνηση των λαθών 

1.4.1. Αξιολόγηση των ακαδημαϊκών δεξιοτήτων μέσω της ποιοτικής ανάλυσης 

λαθών 

Η ανάλυση λάθους παρέχει μια βαθιά γνώση για την κατανόηση της διαδικασίας μάθησης 

(Jabeen κ.ά., 2015). Μέσω της βιβλιογραφικής ανασκόπησης, βρέθηκαν μελέτες ανάλυσης 

λαθών στην αναγνωστική ικανότητα (Avitia κ.ά., 2017 ⸱ O’Brien κ.ά., 2017), στην 

εκμάθηση δεύτερης γλώσσας (Hatcher κ.ά., 2016 ⸱ Jabeen κ.ά., 2015) και στον γραπτό 

λόγο (Amoakohene, 2017). 

 Η ανάλυση λαθών είναι μια μέθοδος αξιολόγησης που ενδείκνυται για την 

ανίχνευση της ποιότητας των γνώσεων και των μαθησιακών στρατηγικών που διαθέτουν 

οι μαθητές (Pike & Salend, όπως αναφέρεται στον Γκλαβέρη, 2017) και χρησιμοποιείται 

συνήθως για τον εντοπισμό της αιτίας των μαθητικών λαθών όταν είναι συστηματικά. 

Είναι μια διαδικασία ανασκόπησης του έργου ενός μαθητή και αναζήτησης προτύπων 
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ερμηνείας. Οι εκπαιδευτικοί, χωρίς αμφιβολία, θα πρέπει να αναγνωρίζουν, κατατάσσουν 

και διορθώνουν μεθοδικά τα λάθη των μαθητών τους (McCloskey, 2017). 

 Η ποιοτική ή γνωστική ανάλυση λαθών που εμφανίζονται στην εργασία του 

μαθητή, προσφέρει πολύτιμες πληροφορίες για την ποιότητα των γνώσεων του μαθητή – 

το μαθηματικό του υπόβαθρο –  και ειδικά για τις διαδικασίες με τις οποίες επιχειρείται η 

αξιοποίηση των γνώσεων (Αγαλιώτης, 2011β). Μια αντιπροσωπευτική σύνθεση της 

διενέργειας της ανάλυσης λαθών, περιλαμβάνει τα εξής στάδια σύμφωνα με τον Αγαλιώτη 

(2011β): 

o Συγκέντρωση επαρκούς δείγματος εργασίας του μαθητή από την περιοχή στην 

οποία εμφανίζονται τα λάθη. 

o Προσδιορισμός λαθών, διατύπωση υποθέσεων για τους μηχανισμούς παραγωγής 

τους και έλεγχος των υποθέσεων διαμέσου συνέντευξης με τον μαθητή. 

o Ακριβής περιγραφή και κατηγοριοποίηση των λαθών με βάση τη φύση τους ή τη 

διαδικασία παραγωγής τους. 

o Καταγραφή των τελικών συμπερασμάτων της ανάλυσης και διατύπωση προτάσεων 

για την υποστήριξη του μαθητή. 

 Στην έρευνα των Howell, Fox, & Morehead (όπως αναφέρεται στον Lai, 2012) τα 

στάδια της ποιοτικής ανάλυσης λαθών είναι: 

1. Συλλογή ενός δείγματος εργασίας μαθητών για κάθε τύπο προβλήματος (π.χ. 

πρόσθεση μονοψήφιων αριθμών, πολλαπλασιασμός διψήφιων αριθμών), με τουλάχιστον 

τρία έως πέντε δείγματα για κάθε τύπο προβλήματος. 

2. Ζήτηση από τον μαθητή να λέει φωναχτά ή να σκέφτεται δυνατά, καθώς λύνει τα 
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προβλήματα χωρίς την παροχή οποιουδήποτε είδους νύξεων ή προτροπής. 

3. Καταγραφή όλων των απαντήσεων των μαθητών σε γραπτή και προφορική μορφή. 

4. Ανάλυση των απαντήσεων και αναζήτηση προτύπων στις απαντήσεις μεταξύ των 

κοινών τύπων προβλημάτων. 

5. Αναζήτηση παραδείγματα «εξαιρέσεων» σε ένα προφανές μοτίβο (οι ακριβείς 

«εξαιρέσεις» μπορεί να σηματοδοτήσουν ότι ο μαθητής δεν κατανοεί πλήρως τη 

διαδικασία ή την έννοια). 

6. Περιγραφή των προτύπων που παρατηρούνται σε απλή γλώσσα και τους πιθανούς 

λόγους για τα προβλήματα του μαθητή (π.χ. εάν ένας μαθητής δεν ταξινόμησε τους 

διψήφιους αριθμούς, θα μπορούσε να είναι ένα σημάδι ότι δεν κατανοεί την έννοια της 

θεσιακής αξίας του αριθμού). 

7. Συνέντευξη με τον μαθητή ζητώντας του να εξηγήσει πώς έλυσε το πρόβλημα και 

επιβεβαίωση των πιθανών πρότυπων σφάλματος. 

1.4.2. Αξιολόγηση για την αντιμετώπιση δυσκολίων στα μαθηματικά μέσω της 

ποιοτικής ανάλυσης λαθών 

Τα λάθη είναι αναπόφευκτα στην εκμάθηση των μαθηματικών, καθώς ο ανθρώπινος 

εγκέφαλος δεν είναι γενετικά προγραμματισμένος για να απομνημονεύσει τα γεγονότα 

πολλαπλασιασμού, να εκτελέσει λειτουργίες πολλαπλών βημάτων ή να εκτελέσει ακριβείς 

μαθηματικούς υπολογισμούς (Sousa, 2008). Το ιστορικό της ανάλυσης στην εκπαίδευση 

των μαθηματικών χρονολογείται από το έργο του Radatz (1979). 

 Πολλοί μαθητές δυσκολεύονται με τα μαθηματικά, αλλά όχι όλοι για τους ίδιους 

λόγους (Lewis, 2014). Η κατανόηση της φύσης των δυσκολιών που αντιμετωπίζουν οι 
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μαθητές είναι ένα ουσιαστικό πρώτο βήμα προς το σχεδιασμό εξατομικευμένων εργαλείων 

και εναλλακτικής διδακτικής προσέγγισης (Lewis, 2016). Οι πράξεις είναι μια σημαντική 

ακαδημαϊκή δεξιότητα στην οποία πολλοί μαθητές παρουσιάζουν δυσκολίες και μια από 

τις πιθανές αιτίες είναι η μη αναγνώριση και κατάταξη των λαθών τους (Watson κ.ά., 

2018). 

 Τα λάθη στα μαθηματικά μπορούν να παρέχουν πολύτιμα στοιχεία σε όλους τους 

εκπαιδευτικούς σχετικά με τον τρόπο σκέψης των μαθητών (El – khateeb, 2016 ⸱ Magen – 

Nagar, 2016), ενώ επιπλέον οι αρχάριοι εκπαιδευτικοί εφοδιασμένοι με τη γνώση των 

πιθανών λαθών που κάνουν οι μαθητές, μπορούν να βελτιώσουν την ποιότητα της 

διδασκαλίας τους στα μαθηματικά (Χαιρέτη, 2009). Είναι ένα ανεκτίμητο εργαλείο 

αξιολόγησης που δείχνει τον βαθμό κατανόησης των μαθηματικών και παρέχει ίσες 

ευκαιρίες στους μαθητές να πετύχουν στην μετέπειτα πορεία τους (Luneta & Makonye, 

2010). 

 Τα αποτελέσματα υποδεικνύουν ότι οι μαθητές με διαφορετικά γνωστικά μοτίβα 

των προφίλ δυνατοτήτων και αδυναμιών, διέφεραν επίσης στα είδη των λαθών που κάνουν 

στα μαθηματικά τεστ (Koriakin κ.ά., 2017). Το 2016 οι Karagiannakis, Baccaglini – Frank, 

& Roussos παρατήρησαν ότι οι δυσκολίες στην μάθηση των μαθηματικών μπορούν να 

έχουν πολλαπλές προελεύσεις και να παρέχουν ένα μέσο για να σκιαγραφούν τα 

μαθηματικά προφίλ μάθησης των μαθητών. Τα λάθη στα μαθηματικά μπορεί να είναι 

πραγματικά, διαδικαστικά ή εννοιολογικά και μπορεί να προκύψουν για διάφορους λόγους 

(Lai, 2012). 

 Διάφορες αιτίες λαθών που αφορούν μαθηματικά θέματα, μπορούν να 

προσδιοριστούν με την εξέταση των μηχανισμών που χρησιμοποιούνται για την απόκτηση, 

επεξεργασία, διατήρηση και αναπαραγωγή των πληροφοριών που περιέχονται στα 
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μαθηματικά καθήκοντα (Radatz, 1979). 

 Η σημαντικότητα της ποιοτικής ανάλυσης λαθών φαίνεται και στην έρευνα που 

διεξήχθη από την Rushton (2018) σχετικά με την παρέμβαση σε δυο ομάδες μαθητών στις 

εξισώσεις – ανισώσεις. Βρέθηκε πως τόσο η μέθοδος διδασκαλίας που χρησιμοποιεί 

ανάλυση λάθους όσο και η παραδοσιακή μέθοδος παρουσίασης της άσκησης 

αποδείχτηκαν εξίσου επιτυχημένες. Ωστόσο, η δοκιμή που δόθηκε 6 εβδομάδες μετά την 

παρέμβαση έδειξε ότι η διατήρηση της γνώσης ήταν σημαντικά υψηλότερη για την ομάδα 

που είχε διδαχτεί από τα λάθη της σε σχέση με την ομάδα που είχε διδαχθεί παραδοσιακά. 

 Αν το εσφαλμένο σκεπτικό ενός λάθους δεν αναγνωρισθεί, το αποτέλεσμα μπορεί 

να είναι η μείωση των προσδοκιών του εκπαιδευτικού σχετικά με την αναμενόμενη 

επίδοση του μαθητή ή η συνεχής επανάληψη ανώφελων ασκήσεων που ίσως συμβάλλουν 

στην εδραίωση και παγίωση των λαθεμένων τρόπων σκέψης (Αγαλιώτης, 2011α). 

1.5. Κατηγοριοποίηση των λαθών 

1.5.1. Βασικές κατηγορίες λαθών στις μαθηματικές πράξεις 

Στην ποιοτική ανάλυση λαθών ο ερευνητής δημιουργεί κατηγορίες και υποκατηγορίες, 

θέματα και υποθέματα, μεμονωμένες αναλύσεις κειμένου και σύνθετες αναλύσεις 

κειμένου και ούτω καθεξής, όλα μεταξύ τους συνδεδεμένα με ακεραιότητα και συνοχή 

κάθε ξεχωριστής ποιοτικής διαφοράς (Chenail, 2012). 

 Σε πολλές από τις κατηγορίες που αναφέρονται στα λάθη, είναι συχνά δύσκολο να 

γίνει ένας ακριβής διαχωρισμός μεταξύ των πιθανών αιτιών ενός δεδομένου λάθους επειδή 

υπάρχει μια τόσο στενή αλληλεπίδραση μεταξύ των αιτιών (Radatz, 1979). 

 Η κατηγοριοποίηση των λαθών στα μαθηματικά απασχολεί τους ερευνητές από την 
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δεκαετία του 1960, όπου ο Roberts (1968) χώρισε τα λάθη σε τέσσερις κατηγόριες: (α) 

λάθος πράξη, (β) προφανές υπολογιστικό λάθος, (γ) ελλιπής αλγόριθμος και (δ) τυχαίες 

απαντήσεις. Το 1977 ο Engelhardt υπέδειξε οχτώ κατηγορίες λαθών: 

1. Βασικά δεδομένα των αριθμών 

2. Ελλιπής αλγόριθμος 

3. Λάθη ομαδοποίησης 

4. Ακατάλληλη αναστροφή 

5. Λάθος πράξη 

6. Ατελής αλγόριθμος 

7. Λάθη ταυτότητας 

8. Λάθη σχετικά με το μηδέν 

Το 2012 ο Lai υπέδειξε έξι κατηγορίες λαθών της πρόσθεσης και αφαίρεσης: 

1. Σωστή πρόσθεση των μονάδων αλλά δεν γίνεται πρόσθεση του κρατούμενου στην 

στήλη δεκάδων 

2. Πρόσθεση της στήλης των μονάδων και ξεχωριστή πρόσθεση της στήλης των 

δεκάδων 

3. Λανθασμένη πρόσθεση της στήλης των μονάδων με σωστή ακολουθία του 

αλγορίθμου 

4. Αφαίρεση του μικρότερου αριθμού από τον μεγαλύτερο ανεξάρτητα αν ο μειωτέος 

είναι μικρότερος ή μεγαλύτερος από τον αφαιρετέο (λανθασμένη χρήση της 

αντιμεταθετικής ιδιότητας) 

5. Πρόσθεση όλων των ψηφίων μαζί 

6. Πρόσθεση των ψηφίων από αριστερά προς τα δεξιά 
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1.5.2. Οι κατηγορίες λαθών στην μαθηματική γραφή 

 Η Guce (2017), μέσω της ποιοτικής ανάλυσης λαθών, κατηγοριοποίησε τα λάθη 

των μαθητών στην μαθηματική γραφή. Βρήκε εννέα κατηγορίες λαθών σχετικά με τα λάθη 

των μαθητών στην γραφή κατά την εκτέλεση μαθηματικών πράξεων: (α) κακή χρήση των 

μαθηματικών όρων, (β) κατάχρηση των μαθηματικών συμβόλων, (γ) λανθασμένη 

σημείωση, (δ) λανθασμένη γραμματική, (ε) εσφαλμένη χρήση κεφαλαίων, (στ) καθόλου ή 

λανθασμένη στίξη, (ζ) ασαφής όρος, (η) λάθος όρος και (θ) έλλειψη όρου ή φράσης. 

Πρότεινε ότι τα προγράμματα παρέμβασης στα γραπτά των μαθηματικών, μέσω 

γλωσσικών μαθημάτων και της ορθής χρήσης γραμματικής, θα φέρουν ευνοϊκά 

αποτελέσματα για τους μαθητές.  

1.5.3. Κατηγοριοποίηση λαθών στα προβλήματα 

 Στην έρευνα των O'Connor & Norton (2016) τα ευρήματα έδειξαν ότι η επιτυχία 

των μαθητών να φέρουν σε πέρας τα μαθηματικά προβλήματα παρεμποδίστηκε από λάθη 

που προέκυψαν από την έλλειψη κατανόησης του αλγορίθμου επίλυσης και την ανεπαρκή 

κατανόηση των αλγεβρικών εννοιών. 

 Το 2014 οι Kingsdorf & Krawec παρατήρησαν τρεις κατηγορίες λαθών στα 

μαθηματικά προβλήματα που μελέτησαν: (α) λανθασμένη επιλογή του αριθμού (σχετικός, 

άσχετος και κενό), (β) λάθος στους αλγορίθμους των τεσσάρων βασικών πράξεων και (γ) 

τυχαίο λάθος, με τις υποκατηγορίες, λάθος με δεκαδικό αριθμό, κατά την αντιγραφή και 

χωρίς αιτιολόγηση. 

1.5.4. Κατηγοριοποίηση των λαθών στις αριθμητικές παραστάσεις 

 Τα λάθη στις τέσσερις βασικές πράξεις, σύμφωνα με τους Ali Rahman κ.ά. (2017), 

κατηγοριοποιούνται ως εξής: (α) επίλυση της αριθμητικής παράστασης πραγματοποιώντας 
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τις πράξεις από αριστερά προς τα δεξιά, (β) πολλαπλασιασμός οποιουδήποτε αριθμού με 

το μηδέν και (γ) λάθη με τους εκθέτες.  

1.6. Τα ερευνητικά ερωτήματα της μελέτης 

Λαμβάνοντας υπόψη όσα εκτέθηκαν παραπάνω για τις αριθμητικές παραστάσεις και τους 

μαθητές με ΗΕΑ, τα διερευνητικά ερωτήματα της παρούσας μελέτης διαμορφώθηκαν ως 

εξής: 

1. Ποια είναι τα συχνότερα λάθη των μαθητών Α΄ – Β΄ γυμνασίου με ΗΕΑ κατά την 

επίλυση αριθμητικών παραστάσεων; 

2. Μαθητές Α΄ – Β΄ γυμνασίου με ΗΕΑ οι οποίοι αναφέρουν προφορικά την ορθή 

προτεραιότητα των πράξεων σε αριθμητικές παραστάσεις, την τηρούν κατά τη γραπτή 

επίλυση των αριθμητικών παραστάσεων; 

3. Ποιες είναι οι πιθανότερες ελλείψεις σε προϋποτιθέμενες γνώσεις που οδηγούν τους 

μαθητές Α΄ – Β΄ γυμνασίου με ΗΕΑ σε λάθη κατά την επίλυση αριθμητικών 

παραστάσεων; 

4. Ποιο δομικό στοιχείο της διαδικασίας επίλυσης αριθμητικών παραστάσεων 

δυσκολεύει περισσότερο τους μαθητές Α΄ – Β΄ γυμνασίου με ΗΕΑ; 

5. Σε ποιο επίπεδο του προγράμματος σπουδών μαθηματικών της υποχρεωτικής 

εκπαίδευσης αντιστοιχούν τα λάθη των μαθητών Α΄ – Β΄ γυμνασίου με ΗΕΑ κατά την 

επίλυση αριθμητικών παραστάσεων; 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

Μεθοδολογία της έρευνας 

2.1. Ερευνητική στρατηγική 

Η παρούσα έρευνα αποσκοπεί να απαντήσει ερωτήματα, μέσω της περιγραφικής έρευνας 

επισκόπησης. Η ερευνητική διαδικασία επικεντρώνεται στη συγκέντρωση, επεξεργασία 

και ανάλυση δεδομένων, με σκοπό την επαλήθευση, την απόρριψη ή ακόμα και τον πιθανό 

μετασχηματισμό των διερευνητικών ερωτημάτων, των οποίων η ερμηνεία συνήθως οδηγεί 

σε μια γενίκευση (Φίλιας, 2000). Καθώς ο σκοπός της παρούσας έρευνας ήταν η 

συγκέντρωση πληροφοριών στα λάθη που εκτέλεσαν οι μαθητές μέσω μιας αυτοσχέδιας 

δοκιμασίας και συζήτησης και στην συνέχεια η επεξεργασία τους, επιλέχθηκε η παραπάνω 

μέθοδος. 

2.2. Συμμετέχοντες 

Οι συμμετέχοντες της έρευνας ήταν 43 μαθητές που φοιτούσαν σε 4 γενικά γυμνάσια του 

νομού Κιλκίς και 3 γενικά γυμνάσια και 1 ειδικό γυμνάσιο του νομού Θεσσαλονίκης. Η 

κατανομή των μαθητών ανά φύλο, περιοχή και τάξη φαίνεται στον Πίνακα 1. 

 Οι συμμετέχοντες ήταν μαθητές οι οποίοι είχαν επίσημα διαγνωσμένες ΗΕΑ (είτε 

από κρατικούς είτε από ιδιωτικούς φορείς) και δυσκολίες στα μαθηματικά. Οι μαθητές 

παρακολουθούσαν τμήματα ένταξης ή ενισχυτική διδασκαλία, λόγω έλλειψης τμήματος 

ένταξης στο γυμνάσιο που φοιτούσαν. 
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Πίνακας 1 

Κατανομή του φύλου των μαθητών ανά περιοχή και τάξη 

 Α΄ γυμνασίου Β΄ γυμνασίου 

 Κορίτσια Αγόρια Κορίτσια Αγόρια 

 Ν % Ν % Ν % Ν % 

Νομός Κιλκίς 7 16.4 2 4.6 13 30.2 10 23.2 

Νομός Θεσ/νίκης  2 4.6 5 11.7 1 2.3 3 7 

Σύνολο  9 21 7 16.3 14 32.5 13 30.2 

 

2.3. Το ερευνητικό εργαλείο και διαδικασία συλλογής δεδομένων 

2.3.1. Ερευνητικό εργαλείο 

Καθώς δεν υπήρχε ένα σταθμισμένο εργαλείο για την αξιολόγηση μαθητών με ΗΕΑ στην 

επίλυση αριθμητικών παραστάσεων, η εξέταση των μαθητών διεξήχθη με αυτοσχέδια 

δοκιμασία, η οποία αποτελούνταν από τρεις αριθμητικές παραστάσεις. 

 Για να γίνει σωστότερη δόμηση της δοκιμασίας, πριν την έναρξη της μελέτης 

διεξήχθη πιλοτική έρευνα σε 7 μαθητές με ΗΕΑ. Αναλυτικότερα σε 2 μαθητές της Στ΄ 

δημοτικού, 2 μαθητές της Α΄ γυμνασίου, 2 μαθητές της Β΄ γυμνασίου και 1 μαθητή της Γ΄ 

γυμνασίου. Η πιλοτική έρευνα αποτελεί το πιο βασικό εργαλείο πριν την σύσταση μιας 

προκαταρκτικής έρευνας (Ζαφειρόπουλος, 2017). 

 Στην τελική μορφή της δοκιμασίας με βάση τα ευρήματα από την πιλοτική έρευνα, 

αφαιρέθηκε μια αριθμητική παράσταση με δεκαδικό αποτέλεσμα, με σκοπό την ύπαρξη 

μόνο ακέραιων αριθμών κατά την διαδικασία επίλυσης. Μέσω της πιλοτικής έρευνας, 

έγινε ο ορισμός της διάρκειας που θα είχαν στην διάθεσή τους οι μαθητές να 
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ολοκληρώσουν την δοκιμασία και οι τάξεις οι οποίες θα συμμετείχαν. 

 Οι επιλεγμένες αριθμητικές παραστάσεις (βλ. Παράρτημα I) προέρχονταν από το 

Αναλυτικό Πρόγραμμα Σπουδών του δημοτικού. Συγκεκριμένα οι δυο περιλαμβάνονται 

στο σχολικό εγχειρίδιο της Στ΄ δημοτικού (Κασώτη, Κλιάπης, & Οικονόμου, 2014) και η 

τρίτη σε σχολικό βοήθημα των μαθηματικών της Στ΄ τάξης (Παπαθανάση & Παπαθανάση, 

2011), ώστε να υπάρχει διαβάθμιση δυσκολίας και διαφοροποίηση των πράξεων και 

συμβόλων.  

 

Εικόνα 2 

 Οι τρεις αριθμητικές παραστάσεις σκόπιμα αποτελούνταν από τις τέσσερις 

αριθμητικές πράξεις χωρίς την χρήση δυνάμεων, ώστε η αξιολόγηση να εστιαζόταν στην 
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εξέταση της ικανότητας εφαρμογής της προτεραιότητας των πράξεων και όχι της 

ικανότητας επίλυσης πράξεων με δυνάμεις (Zazkis & Rouleau, 2018). Οι δυνάμεις 

εξαιρέθηκαν από την πυραμίδα της ιεραρχίας των πράξεων (βλ. Εικόνα 2) για να 

αξιολογηθεί η σειρά των βασικών πράξεων για τους μαθητές της Α΄ και Β΄ γυμνασίου πριν 

εισαχθούν οι πρώτες. 

Πίνακας 2 

Οι διαφορετικοί τύποι πράξεων σε κάθε στοιχείο της δοκιμασίας 

Αριθμητική παράσταση Είδη πράξεων 

1η. 10 + 7 ⸱ (6 + 12) : 9 – 8 Πρόσθεση, πολλαπλασιασμός, παρένθεση, 

διαίρεση, αφαίρεση 

2η. 5 + 3 ⸱ [17 – 5 ⸱ (8 – 6 )] – 7 Πρόσθεση, πολλαπλασιασμός, αγκύλη, 

παρένθεση, αφαίρεση 

3η. 8 · (2 · 3 + 4 · 6) + 5 · (7 + 7 · 9) + 10 Πολλαπλασιασμός, παρένθεση, πρόσθεση 

 

 Πιο συγκεκριμένα, στην 1η παράσταση εμφανίζονταν με την σειρά οι πράξεις 

πρόσθεση, πολλαπλασιασμός, διαίρεση και αφαίρεση, στην 2η οι πράξεις πρόσθεση, 

πολλαπλασιασμός και αφαίρεση και στην τελευταία οι πράξεις πολλαπλασιασμός και 

πρόσθεση (βλ. Πίνακα 2). Στην αυτοσχέδια δοκιμασία έγινε χρήση ακέραιων και φυσικών 

αριθμών. 

 Στην 2η αριθμητική παράσταση υπήρχαν αγκύλες ενώ παρενθέσεις υπήρχαν σε 

όλες τις παραστάσεις. Όλες οι αριθμητικές παραστάσεις λύνονταν με την προτεραιότητα 

των πράξεων, η μια κάτω από την άλλη (βλ. Παράρτημα ΙΙ). Στην αυτοσχέδια δοκιμασία, 

οι αφαιρέσεις που χρειάζονταν μέσα στις αριθμητικές παραστάσεις ήταν με τον μειωτέο 
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μεγαλύτερο από τον αφαιρετέο. Έτσι το αποτέλεσμα ήταν θετικός αριθμός και δεν έγινε 

χρήση αρνητικών αριθμών. 

2.3.2. Διαδικασία συλλογής δεδομένων 

Η αξιολογική διαδικασία έγινε εξολοκλήρου από την ερευνήτρια κατά τους μήνες 

Φεβρουάριο με Μάρτιο του 2018. Κάθε συμμετέχοντας, μετά την λήψη αναλυτικών 

οδηγιών, εξεταζόταν μαζί με 3 το πολύ συμμαθητές τους στο τμήμα ένταξης ή ενισχυτικής 

διδασκαλίας 

 Οι συμμετέχοντες, είχαν στην διάθεση τους 20 λεπτά για να λύσουν 3 αριθμητικές 

παραστάσεις. Η ερευνήτρια περιοριζόταν στην ενθάρρυνση των μαθητών και δεν παρείχε 

κανενός είδους βοήθεια. 

 Μόλις ο μαθητής ολοκλήρωνε την διαδικασία, η ερευνήτρια συζητούσε μαζί του 

σχετικά με τα λάθη, τον τρόπο σκέψης και την σειρά των πράξεων. Η ερευνήτρια 

σημείωνε σε προσωπικό τετράδιο τα κύρια σημεία της συζήτησης. 

2.4. Στατιστικές μέθοδοι – Ανάλυση δεδομένων 

Όταν ολοκληρώθηκε η συλλογή των δοκιμασιών, ξεκίνησε η επεξεργασία τους από άποψη 

στατιστικής και διερευνητικής. Οι στατιστικές αναλύσεις της παρούσας μελέτης έγιναν με 

το πακέτο λογισμικού IBM SPSS 23 (Statistical Package for the Social Science) για 

Windows. 

 Κάθε λάθος σε κάθε γραπτό κωδικοποιήθηκε και περάστηκε στο εργαλείο SPSS 

ανάλογα με τον τύπο του. Οι ομάδες που δημιουργήθηκαν ήταν οι ακόλουθες: 

o Προτεραιότητα των πράξεων 

o Πρόσθεση 
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o Αφαίρεση 

o Πολλαπλασιασμός 

o Διαίρεση 

o Επιμεριστική ιδιότητα 

o Αποτέλεσμα 

 Τα λάθη σε κάθε ομάδα προστέθηκαν και δημιουργήθηκαν οι αντίστοιχες 

ποσοτικές μεταβλητές. Στις τέσσερις βασικές πράξεις, σωστή θεωρούνταν μια πράξη που 

εκτελέστηκε σωστά, ανεξάρτητα με την σειρά που έγινε. Η επιμεριστική ιδιότητα ήταν 

σωστή εάν είχαν γίνει με την σωστή σειρά τα βήματα εκτέλεσής της. Το αποτέλεσμα ως 

υπολογισμός, θεωρούνταν σωστό εάν ήταν σωστή η επίλυση μέχρι το τελευταίο βήμα. Οι 

αριθμητικές παραστάσεις που ο μαθητής δεν είχε εκτελέσει καμία πράξη, λήφθηκαν ως 

κενές. 

 Αρχικά έγινε η ανάλυση των περιγραφικών στατιστικών στοιχείων. Βρέθηκαν οι 

πίνακες συχνοτήτων για τις ποιοτικές μεταβλητές και οι μέσοι όροι (M) και τυπικές 

αποκλίσεις (SD) για τις ποσοτικές μεταβλητές. 

 Στην συνέχεια ακολούθησε η επαγωγική – συνδυαστική στατιστική, όπου έγινε 

έλεγχος αξιοπιστίας μέσω του α του Cronbach. Καθώς το μέγεθος του δείγματος ήταν 

μικρότερο του 50, πραγματοποιήθηκε έλεγχος κανονικότητας με το στατιστικό κριτήριο 

των Shapiro – Wilk, όπου βρέθηκε ότι οι εξαρτημένες μεταβλητές της έρευνας 

ακολουθούν κανονική κατανομή (Κολυβά – Μαχαίρα & Μπόρα – Σέντα, 1998). 

 Με την χρήση των t – test εξαρτημένων μεταβλητών και t – test ανεξάρτητων 

μεταβλητών, που ακολουθεί την κατανομή του t του Student και με βάση αυτόν φαίνεται 

αν υπάρχει στατιστικά σημαντική διαφορά των μέσων τιμών, ελέγχθηκαν οι ποσοτικές 
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μεταβλητές για την τεκμηρίωση των διερευνητικών ερωτημάτων. 

 Ταυτόχρονα με την στατιστική ανάλυση, έγινε η καταγραφή και ανάλυση των 

λαθών με σκοπό την προσπάθεια κατηγοριοποίησης τους. Η ταξινόμηση των λαθών που 

έκαναν οι συμμετέχοντες αναφέρεται στο επόμενο κεφάλαιο των αποτελεσμάτων. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

Αποτελέσματα της έρευνας 

Αρχικά εξετάστηκε ο βαθμός εσωτερικής αξιοπιστίας της αυτοσχέδιας δοκιμασίας με 

χρήση του α του Cronbach (α = .93), ο οποίος ήταν αποδεκτός και ικανοποιητικός ( > .70). 

Ξεχωριστά σε κάθε ποσοτική μεταβλητή που δημιουργήθηκε, το α του Cronbach είναι 

μεγαλύτερο του αριθμού .80.  

 Στην συνέχεια έγινε t – test έλεγχος ανεξαρτησίας ώστε να ελεγχθεί εάν το φύλο ή 

η τάξη έχει επίδραση στο σύνολο των λαθών. Βρέθηκε πως τα αγόρια δεν απάντησαν 

διαφορετικά από τα κορίτσια (t = .197, df = 41, p = .844) και η τάξη με το σύνολο των 

λαθών ήταν στατιστικά ανεξάρτητες (t = .308, df = 41, p = .760). 

3.1. Λάθη στις αριθμητικές παραστάσεις 

 Σύμφωνα με τον t – test έλεγχο εξαρτημένων δειγμάτων, βρέθηκε στατιστικά 

σημαντική διαφορά μεταξύ της γραπτής εφαρμογής της προτεραιότητας εκτέλεσης 

πράξεων μέσα σε αριθμητική παράσταση και της προφορικής απάντησης σε σχετική 

ερώτηση (t = – 5.706, df = 42, p = .000). Με άλλα λόγια, αρκετοί μαθητές απαντούσαν 

προφορικά σωστά, αλλά δεν τηρούσαν στη γραπτή εκτέλεση την προτεραιότητα των 

πράξεων. 

 Στον Πίνακα 3 παρουσιάζονται οι μέσοι όροι και οι τυπικές αποκλίσεις των λαθών 

των μαθητών ανά τύπο λάθους σε σχέση με την τάξη και το φύλο σε κάθε αριθμητική 

παράσταση. Σύμφωνα με τον οπτικό τους έλεγχο (βλ. Πίνακα 3), δεν παρατηρήθηκε 

διαφορά στους μέσους όρους στους τύπους λάθους σε σχέση με την τάξη ή το φύλο των 

μαθητών. Ο έλεγχος t – test κατέδειξε ότι οι μέσοι όροι των τριών παραστάσεων δεν 
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διαφέρουν (1η: t = - .80, df = 41, p = .936, 2η: t = .384, df = 41, p = .703, 3η: t = .261, df = 

41, p = .796). 

Πίνακας 3 

Μέσοι όροι και τυπικές αποκλίσεις λαθών σε κάθε αριθμητική παράσταση ανά τάξη και 

φύλο 

 Α΄ γυμνασίου Β΄ γυμνασίου 

 Αγόρια Κορίτσια Αγόρια Κορίτσια 

Λάθη M SD M SD M SD M SD 

1η αριθμητική παράσταση 7.44 3.67 6.44 3.50 7.05 3.07 7.43 3.52 

2η αριθμητική παράσταση 7.15 3.98 6.52 3.52 6.10 3.03 5.83 2.94 

3η αριθμητική παράσταση 6.62 2.72 6.33 2.84 6.80 2.07 6.30 2.56 

 

 Στον Πίνακα 4 παρουσιάζεται το σύνολο των λαθών σε κάθε αριθμητική 

παράσταση. Φαίνεται πως η τελευταία αριθμητική παράσταση είχε το χαμηλότερο 

ποσοστό λάθους (30.9 %).  

Πίνακας 4 

Κατανομή των λαθών ανά αριθμητική παράσταση 

Αριθμητική παράσταση Ν % 

1η  116 33.1 

2η  126 36 

3η 108 30.9 

Σύνολο 350 100 
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3.2. Ποσοτική ανάλυση λαθών  

Οι επτά κατηγορίες – προτεραιότητα, τέσσερις βασικές πράξεις, επιμεριστική ιδιότητα 

αποτέλεσμα – που προέκυψαν είναι αυτές που συγκέντρωσαν τα περισσότερα λάθη και 

αναλύθηκαν στο SPSS. Στον Πίνακα 5 παρουσιάζονται οι μέσοι όροι και οι τυπικές 

αποκλίσεις, όπου από τον οπτικό τους έλεγχο, δεν φαίνεται να υπάρχει διαφορά ανάμεσα 

στις 2 τάξεις και στο φύλο. Συγκεκριμένα, σε όλους τους ενδιάμεσους ελέγχους του 

Levene το p ≥ .05 και στον έλεγχο t – test ανεξάρτητων μεταβλητών το p > .05, άρα οι 

μέσοι όροι δεν διαφέρουν. 

Πίνακας 5 

Μέσοι όροι και τυπικές αποκλίσεις στον τύπο λάθους ανά τάξη και ανά φύλο 

 Α΄ γυμνασίου Β΄ γυμνασίου 

 Αγόρια Κορίτσια Αγόρια Κορίτσια 

Λάθη  M SD M SD M SD M SD 

Προτεραιότητα 8.35 4.50 7.43 3.82 8.25 3.42 7.63 3.00 

Πρόσθεση 5.70 2.34 4.43 2.76 5.94 1.61 4.48 1.67 

Αφαίρεση 3.90 1.11 3.09 1.24 3.06 1.23 3.70 1.91 

Πολλαπλασιασμός 5.90 2.31 6.04 2.94 6.13 2.60 5.89 2.81 

Διαίρεση  1.95 1.74 2.09 2.67 1.75 .56 2.19 .77 

Επιμεριστική 7.40 2.53 7.65 2.54 8.19 2.82 7.15 3.34 

Αποτέλεσμα 7.40 2.80 7.57 3.68 8.38 3.94 6.96 2.55 

 

 Όπως φαίνεται στον Πίνακα 6, τα λάθη των μαθητών κατηγοριοποιήθηκαν σε 

σχέση με τον τύπο τους. Από τον ίδιο πίνακα προκύπτει ότι τα υψηλότερα ποσοστά λαθών 

ήταν σχετικά με την προτεραιότητα με 147 λάθη και ακολουθούσαν τα λάθη στο 
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αποτέλεσμα με 76. Στην πρόσθεση βρέθηκαν 18 λάθη, στην αφαίρεση 17, στον 

πολλαπλασιασμό 35 και στην διαίρεση 9. Ως προς την επιμεριστική ιδιότητα, το σύνολο 

των λαθών ήταν 48. Να σημειωθεί ότι από τις 21 διαιρέσεις που εκτελέστηκαν σωστά, οι 9 

ήταν διαιρέσεις με τον αριθμό 1. Επίσης από τις 50 αφαιρέσεις που εκτελέστηκαν σωστά, 

οι 11 ήταν η αφαίρεση των διαδοχικών αριθμών 9 – 8, που διαφέρουν κατά μια μονάδα. 

Πίνακας 6 

Κατανομή στο σύνολο των λαθών ανά αριθμητική παράσταση 

Αριθμητική παράσταση Τύπος λάθους Ν % 

1η Προτεραιότητα 48 32.6 

 Πρόσθεση 5 27.8 

 Αφαίρεση 4 23.6 

 Πολλαπλασιασμός 12 34.3 

 Διαίρεση 9 100 

 Επιμεριστική 11 22.9 

 Αποτέλεσμα 27 35.5 

2η Προτεραιότητα 53 36.1 

 Πρόσθεση 6 33.4 

 Αφαίρεση 13 76.4 

 Πολλαπλασιασμός 8 22.9 

 Επιμεριστική 20 41.7 

 Αποτέλεσμα 26 34.32 

3η Προτεραιότητα 46 31.3 

 Πρόσθεση 7 38.8 

 Πολλαπλασιασμός 15 42.8 
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 Επιμεριστική 17 35.4 

 Αποτέλεσμα 23 30.3 

 

 Στο Πίνακα 7 φαίνεται ότι όσον αφορά στην προτεραιότητα των πράξεων, το 

υψηλότερο ποσοστό συναντάται στην 1η και 3η αριθμητική παράσταση. Επιπλέον 

διακρίνεται πως το υψηλότερο ποσοστό που άφησε κενή την αριθμητική παράσταση 

συναντάτε στην 2η και 3η. 

Πίνακας 7 

Κατανομή των μαθητών ανά αριθμό λαθών στην προτεραιότητα και αριθμητική παράσταση 

 1η παράσταση 2η παράσταση 3η παράσταση 

Λάθη Ν % Ν % Ν % 

0 10 23.3 6 14 10 23.3 

1 10 23.3 9 20.9 10 23.3 

2 9 20.9 8 18.6 5 11.6 

3 5 11.6 6 14 1 2.3 

4 0 0 1 2.3 2 4.7 

5 1 2.3 1 2.3 3 7 



 

49 

Κενό 8 18.6 12 27.9 12 27.9 

Σύνολο  43 100 43 100 43 100 

 

 Στον Πίνακα 8 φαίνεται η κατανομή των μαθητών σε σχέση με τα λάθη τους στην 

πρόσθεση. Γίνεται αντιληπτό ότι στην πρόσθεση υπήρχαν τα υψηλότερα ποσοστά σωστών 

απαντήσεων συγκριτικά με τις άλλες τρεις βασικές πράξεις (βλ. Πίνακα 8 – 11). 

Πίνακας 8 

Κατανομή των μαθητών ανά αριθμό λαθών στην πρόσθεση και αριθμητική παράσταση 

 1η παράσταση 2η παράσταση 3η παράσταση 

Λάθη Ν % Ν % Ν % 

0 31 72.1 26 60.5 23 53.5 

1 5 11.6 3 7 7 16.3 

2 0 0 0 0 0 0 

3 0 0 1 2.3 0 0 

4 0 0 0 0 0 0 

5 0 0 0 0 0 0 
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Κενό 7 16.3 13 30.2 13 30.2 

Σύνολο  43 100 43 100 43 100 

 

 Η πράξη της αφαίρεσης συναντάτε στην 1η και 2η αριθμητική παράσταση (βλ. 

Πίνακα 9), όπου στην 1η αριθμητική παράσταση το 69.8 % εκτέλεσε σωστά τις 

αφαιρέσεις. Στην 2η αριθμητική παράσταση το ποσοστό μειώνεται στο 46.5 %. Στον ίδιο 

πίνακα καλό είναι να αναφερθεί ότι από το ποσοστό 69.8 % που είναι σωστές οι 

αφαιρέσεις, το 25.5 % των μαθητών εκτέλεσε την αφαίρεση 9 – 8.  

Πίνακας 9 

Κατανομή των μαθητών ανά αριθμό λαθών στην αφαίρεση και αριθμητική παράσταση 

 1η παράσταση 2η παράσταση 

Λάθη Ν % Ν % 

0 30 69.8 20 46.5 

1 4 9.3 7 16.3 

2 0 0 3 7 

3 0 0 0 0 

4 0 0 0 0 
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5 0 0 0 0 

Κενό 9 20.9 13 30.2 

Σύνολο  43 100 43 100 

 

 Όπως εμφανίζονται στο Πίνακα 10, τα λάθη στον πολλαπλασιασμό είναι 

περισσότερα στην 1η αριθμητική παράσταση. Στην 2η αριθμητική παράσταση 

παρατηρήθηκε το υψηλότερο ποσοστό σωστών πολλαπλασιασμών (53.5 %). 

Πίνακας 10 

Κατανομή των μαθητών ανά αριθμό λαθών στον πολλαπλασιασμό και αριθμητική 

παράσταση 

 1η παράσταση 2η παράσταση 3η παράσταση  

Λάθη Ν % Ν % Ν % 

0 22 51.2 23 53.5 20 46.5 

1 10 23.3 4 9.3 6 14 

2 1 2.3 2 4.7 3 7 

3 0 0 0 0 1 2.3 

4 0 0 0 0 0 0 
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5 0 0 0 0 0 0 

Κενό 10 23.3 14 32.6 13 30.2 

Σύνολο  43 100 43 100 43 100 

 

 Διακρίνεται στον Πίνακα 11 πως δεν μπορούν να εξαχθούν έγκυρα αποτελέσματα 

για την διαίρεση καθώς, πέρα από το ότι υπήρχε μόνο στην 1η αριθμητική παράσταση, 

πολλοί μαθητές για να την αποφύγουν, εκτελούσαν λάθος την προτεραιότητα των πράξεων 

ώστε να καταλήξουν να διαιρέσουν με τον αριθμό 1. Από τις 21 σωστές διαιρέσεις (48.8 

%), οι 9 (με ποσοστό 20.9 %) ήταν η διαίρεση ενός αριθμού με τον αριθμό 1. Το ποσοστό 

των σωστών διαιρέσεων, εάν αφαιρεθούν οι διαιρέσεις με τον αριθμό 1, γίνεται 27.9 %. 

Πίνακας 11 

Κατανομή των μαθητών ανά αριθμό λαθών στην διαίρεση και αριθμητική παράσταση 

 1η παράσταση 

Λάθη Ν % 

0 21 48.8 

1 9 20.9 

2 0 0 

3 0 0 
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4 0 0 

5 0 0 

Κενό 13 30.2 

Σύνολο  43 100 

 

 Στον Πίνακα 12 παρουσιάζονται τα λάθη στην επιμεριστική ιδιότητα. Στην σωστή 

εκτέλεση της επιμεριστικής ιδιότητας στην 1η αριθμητική παράσταση έφτασε το 46.5 %. 

Πίνακας 12 

Κατανομή τον μαθητών ανά αριθμό λαθών στην επιμεριστική ιδιότητα και αριθμητική 

παράσταση 

 1η παράσταση 2η παράσταση 3η παράσταση  

 Ν % Ν % Ν % 

0 20 46.5 9 20.9 16 37.2 

1 9 20.9 15 34.9 5 11.6 

2 1 2.3 1 2.3 6 14 

3 0 0 1 2.3 0 0 
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4 0 0 0 0 0 0 

5 0 0 0 0 0 0 

Κενό 13 30.2 17 39.5 16 37.2 

Σύνολο  43 100 43 100 43 100 

 

 Τέλος, στο σωστό αποτέλεσμα έφτασε το 11.6 % στην 3η αριθμητική παράσταση 

και το 9.3 % στην 1η (βλ. Πίνακα 13). Τα ποσοστά του λάθους έφτασαν το 62.8 % στην 1η 

αριθμητική παράσταση και 60.5 % στην 2η. Οι αριθμητικές παραστάσεις που έμειναν 

κενές ήταν σε ποσοστό 34.9 % στην 3η αριθμητική παράσταση. 

Πίνακας 13 

Κατανομή των μαθητών ανά αριθμό λαθών στο αποτέλεσμα και αριθμητική παράσταση 

 1η παράσταση 2η παράσταση 3η παράσταση  

 Ν % Ν % Ν % 

0 4 9.3 3 7 5 11.6 

1 27 62.8 26 60.5 23 53.5 

2 0 0 0 0 0 0 

3 0 0 0 0 0 0 
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4 0 0 0 0 0 0 

5 0 0 0 0 0 0 

Κενό 12 27.9 14 32.6 15 34.9 

Σύνολο  43 100 43 100 43 100 

 

3.3. Ποιοτική ανάλυση λαθών 

Σε αυτήν την ενότητα θα γίνει μια προσπάθεια να κατηγοριοποιηθούν τα λάθη που 

συναντήθηκαν στην παρούσα έρευνα. Μέσα από τις επτά κατηγορίες προέκυψαν 

υποκατηγορίες, ανάλογα με το είδος του λάθους. Θα παρουσιαστούν χαρακτηριστικές 

απαντήσεις των μαθητών με στόχο την μεγαλύτερη κατανόηση του τρόπου σκέψης τους 

στην επίλυση των αριθμητικών παραστάσεων. Το ποσοστό των μαθητών που απάντησαν 

σωστά στην ερώτηση «Γνωρίζεις την προτεραιότητα των πράξεων;» ήταν 60.5 %. Η 

μειονότητα των συμμετεχόντων (39.5 %) απάντησε λανθασμένα την σειρά των πράξεων. 

3.3.1. Προτεραιότητα πράξεων 

Τα υψηλότερα ποσοστά λάθους (βλ. Πίνακα 7) αφορούσαν στην προτεραιότητα των 

πράξεων. Στις αριθμητικές παραστάσεις ο αλγόριθμος της προτεραιότητας των πράξεων 

είναι: παρενθέσεις, πολλαπλασιασμός και διαίρεση, πρόσθεση και αφαίρεση.  

1. Λάθη λόγω εκτέλεσης των πράξεων με την σειρά που ήταν γραμμένες από 

αριστερά προς τα δεξιά. 

 Το συνηθέστερο λάθος της πλειονότητας των μαθητών ήταν η εκτέλεση των 
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αριθμητικών πράξεων από τα αριστερά προς τα δεξιά με την σειρά που ήταν γραμμένες, 

χωρίς την χρήση της ιεραρχίας των πράξεων, με ποσοστό 38.7 % στην 1η, 37.2 % στην 2η 

και 30.1 % στην 3η αριθμητική παράσταση. 

 Στην Εικόνα 3 είναι η λύση της μαθήτριας Ι.Κ., όπου στην 2η παράσταση εκτέλεσε 

τις πράξεις από τα αριστερά στα δεξιά με την σειρά που ήταν γραμμένες. Εκτέλεσε τις 

πράξεις μέσα στην αγκύλη από αριστερά προς τα δεξιά και στην συνέχεια τις υπόλοιπες 

πράξεις από τα αριστερά προς τα δεξιά, όπως ήταν γραμμένες. 

– Ερευνήτρια: Γνωρίζεις την προτεραιότητα των πράξεων; 

– Μαθήτρια Ι.Κ.: Ναι, πρώτα παρενθέσεις, μετά πολλαπλασιασμοί – διαιρέσεις και μετά 

προσθέσεις – αφαιρέσεις. 

– Ερευνήτρια: Γιατί δεν το εφάρμοσες κατά την επίλυση της παράστασης; 

– Μαθήτρια Ι.Κ.: Τώρα το θυμήθηκα. 

 

Εικόνα 3 

 Ένα άλλο παράδειγμα στην λανθασμένη εκτέλεση των πράξεων από αριστερά προς 

τα δεξιά είναι οι πράξεις: 7 + 7 ⸱ 9, όπου το 25.6 % των μαθητών έγραψαν 14 ⸱ 9 = 126, 

ενώ η σωστή απάντηση είναι 7 + 63 = 70. Εκτέλεσαν τις πράξεις με την σειρά που ήταν 

γραμμένες, πρώτα την πρόσθεση και μετά τον πολλαπλασιασμό. 
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Εικόνα 4 

 Στην Εικόνα 4 φαίνεται πως η μαθήτρια Δ.Κ. στην 3η αριθμητική παράσταση έχει 

εκτελέσει σωστά τις παρενθέσεις, τους πολλαπλασιασμούς και τις προσθέσεις, όμως 

εκτελεί από αριστερά προς τα δεξιά την πράξη μέσα στην 2η παρένθεση.  

– Ερευνήτρια: Μπράβο Δ., καλή προσπάθεια! Θα ήθελες να δεις ίσως καλύτερα τις πράξεις; 

– Μαθήτρια Δ.Κ.: Όχι, τις εκτέλεσα με την σειρά. Πρώτα παρενθέσεις, μετά 

πολλαπλασιασμοί και τέλος προσθέσεις. 

2. Λάθη στην σειρά των πράξεων κατά βούληση 

 Στην 1η αριθμητική παράσταση υπήρχε μια διαίρεση και στην συνέχεια μια 

αφαίρεση. Ενώ οι πράξεις ήταν γραμμένες με την σειρά που είναι η σωστή διαδικασία 

(διαίρεση – αφαίρεση), 10 μαθητές επέλεξαν να κάνουν πρώτα την αφαίρεση. Η επιλογή 

γινόταν για να βγει μια διαίρεση με τον αριθμό 1, που είναι μια εύκολη διαίρεση, καθώς ο 

αλγόριθμος της διαίρεσης είναι αυτός που δυσκολεύει περισσότερο τους μαθητές. Στην 

Εικόνα 5 φαίνεται ένα παράδειγμα μαθητή της συγκεκριμένης κατηγορίας. 
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Εικόνα 5 

– Ερευνήτρια: Έκανες πρώτα την αφαίρεση και μετά την διαίρεση. Πώς σκέφτηκες; 

– Μαθητής Σ.Π.: Με βόλευε για να κάνω ευκολότερα την διαίρεση με τον αριθμό 1. 

3.3.2. Λάθη στις τέσσερις βασικές πράξεις 

3.3.2.1. Πρόσθεση 

Ανάμεσα στους αλγορίθμους των τεσσάρων βασικών πράξεων, ο αλγόριθμος της 

πρόσθεσης θεωρείται ο ευκολότερος. Στην παρούσα μελέτη τα λάθη της πρόσθεσης των 

συμμετεχόντων κατατάσσονται σε τέσσερις κύριες κατηγορίες. 

1. Ελλιπής κατανόηση της θεσιακής αξίας του μηδενός. 

 Η μαθήτρια Φ.Τ. εκτέλεσε την πρόσθεση τοποθετώντας σε λάθος θέση τα ψηφία 

του μηδενός. Φαίνεται να έχει εσφαλμένη προηγούμενη γνώση της πρόσθεσης και του 

πολλαπλασιασμού, στον οποίο «βγάζουμε» τα 0 πριν εκτελέσουμε την πράξη. 

 

Εικόνα 6 
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– Ερευνήτρια: Πώς εκτέλεσες την πρόσθεση; 

– Μαθήτρια Φ.Κ: Έβγαλα τα 0 και τα πρόσθεσα. 

 Στο συγκεκριμένο παράδειγμα επίσης φαίνεται πως η μαθήτρια Φ.Κ. δεν έχει 

αντίληψη του μεγέθους της αλλαγής που επέρχεται στους τέσσερις όρους του αθροίσματος 

μετά την πρόσθεσή τους και της απόστασης που χωρίζει το σωστό άθροισμα (812) από το 

λαθεμένο (1460). 

2. Λανθασμένος νοερός υπολογισμός 

 Η συγκεκριμένη κατηγορία αφορά λάθη της πρόσθεσης με τον νου. Είναι οι 

εύκολες προσθέσεις που δεν χρειάζεται να γίνουν κάθετα στο τετράδιο και καταλήγουν να 

εκτελεστούν λανθασμένα. 

 

Εικόνα 7 

– Ερευνήτρια: Πώς εκτέλεσες την πρόσθεση; 

– Μαθήτρια Κ.Χ: Την έκανα με το μυαλό. 

Η μαθήτρια Κ.Χ. δυσκολεύτηκε στις αριθμητικές παραστάσεις και εκτέλεσε απλά κάποιες 

προσθέσεις, αφαιρέσεις και πολλαπλασιασμούς που μπορούσε μετρώντας φωναχτά με τα 

δάχτυλα. 

3. Εκτέλεση άλλης πράξης (αφαίρεσης) 

 Παρατηρήθηκαν 6 μαθητές να εκτελούν αφαίρεση, στην θέση της πρόσθεσης όταν 
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είχαν να κάνουν με πρόσθεση και αφαίρεση αρνητικών αριθμών. Σε καμία περίπτωση δε 

ζητήθηκε να εκτελέσουν πρόσθεση θετικών και αρνητικών αριθμών γιατί σύμφωνα με το 

Αναλυτικό Πρόγραμμα Σπουδών διδάσκεται στην Α΄ γυμνασίου. Όμως λόγω 

λανθασμένης προηγούμενης πράξης, υπήρχαν μαθητές που κατέληξαν να εκτελέσουν 

πρόσθεση αρνητικών αριθμών. 

 

Εικόνα 8 

 Η μαθήτρια Α.Π. εκτελεί λάθη διαφορετικών κατηγοριών. Στην συγκεκριμένη 

περίπτωση, στην πρόσθεση θετικών και αρνητικών αριθμών, φαίνονται 2 λάθη, (α) αντί 

του σωστού – 40 – 6 = – 46, δηλαδή την πράξη της πρόσθεσης ομόσημων αριθμών 

εκτέλεσε – 40 – 6 = – 34 και (β) στην αφαίρεση ετερόσημων αριθμών εκτέλεσε 10 – 34 = 

24 αντί του σωστού 10 – 34 = – 24 . Φαίνεται ότι η νέα γνώση της πρόσθεσης θετικών και 

αρνητικών αριθμών δομήθηκε εσφαλμένα, όπου το σύμβολο της αφαίρεσης δεν σημαίνει 

απαραίτητα αφαίρεση όταν οι αριθμοί είναι ομόσημοι. 

– Ερευνήτρια: Πώς εκτέλεσες τις πράξεις – 40 – 6 και 10 – 34; 

– Μαθήτρια Α.Π.: Στην πρώτη έκανα αφαίρεση από το 40 το 6 και στην δεύτερη από το 34 

το 10, αφού είδα το  – (μείον). 

3.3.2.2. Αφαίρεση 

Η αφαίρεση είναι μια πράξη που δυσκολεύει τους μαθητές περισσότερο από την 
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πρόσθεση. Οι κύριες κατηγορίες που βρέθηκαν στους υπό μελέτη μαθητές είναι τρεις. 

1. Υπεργενίκευση της αντιμεταθετικής ιδιότητας  

 Δεν έχει κατανοηθεί πως στην αφαίρεση ισχύει α – β ≠ β – α. σύμφωνα με την 

αντιμεταθετική ιδιότητα της πρόσθεσης και τους πολλαπλασιασμού, οι μαθητές έχουν την 

δυνατότητα να προσθέτουν τους όρους και να πολλαπλασιάζουν τους παράγοντες με όποια 

σειρά θεώρησαν ότι είναι σωστή. Στην μελέτη βρέθηκαν 9 μαθητές που αφαίρεσαν τον 

μεγαλύτερο από τον μικρότερο χωρίς να λάβουν υπόψη τους τον κανόνα της 

αντιμεταθετικής ιδιότητας. 

 

Εικόνα 9 

 Ο μαθητής Α.Π. εκτέλεσε την πράξη  – 3.84 + 108 ως λάθος 3.84 – 108. 

– Ερευνήτρια: Πώς εκτέλεσες την αφαίρεση; 

– Μαθητής Α.Π.: Τα έγραψα με την σειρά που τα είδα και έκανα αφαίρεση. Είναι λάθος; 

2. Λάθη στον αλγόριθμο εκτέλεσης της αφαίρεσης 

 Ο μαθητής Σ.Λ. στην αφαίρεση 113 – 7, δανείστηκε για να αφαιρέσει 7 από το 3, 

όμως δεν επέστρεψε τη «δανεική» δεκάδα. Στην Εικόνα 10 φαίνεται το λανθασμένο 

αποτέλεσμα, όπου καταλήγει σε λάθος εκτίμηση του αποτελέσματος (113 – 7 = 6). 
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Εικόνα 10 

3. Λάθη στους νοερούς υπολογισμούς 

 Στην Εικόνα 10, στην 2η αριθμητική παράσταση, ο μαθητής Σ.Λ. αφαιρεί με τον 

νου (8 – 6 = 3). Όταν ρωτήθηκε πως σκέφτηκε, απάντησε ότι είναι λάθος απροσεξίας. 

4. Αδυναμία αφαίρεσης μεγαλύτερου (κατά απόλυτη τιμή) από μικρότερο 

(κατά απόλυτη τιμή) 

 Στις αριθμητικές παραστάσεις δεν ζητήθηκε αφαίρεση μεγαλύτερου όρου από 

μικρότερο, ωστόσο υπήρξαν μαθητές που λόγω λανθασμένων υπολογισμών κατέληξαν σε 

τέτοια αφαίρεση. Ένα παράδειγμα είναι ο μαθητής Ο.Λ. όπου έγραψε 3 – 8 = 5 και 2 – 7 = 

5, δηλαδή δεν αφαίρεσε τον αφαιρετέο από τον μειωτέο αλλά το αντίστροφο.  

3.3.2.3. Πολλαπλασιασμός 

Ο αλγόριθμος του πολλαπλασιασμού παρουσιάζει αρκετές δυσκολίες, οι οποίες σε 

συνδυασμό με ελλείψεις και ατέλειες στην κατανόηση της σχέσης των αλγοριθμικών 

βημάτων με τις υλικές ενέργειες, μπορούν να οδηγήσουν σε μια ποικιλία λαθών 

(Αγαλιώτης, 1997). 

1. Λάθη στα βασικά δεδομένα 

 Στην κατηγορία αυτή υπάρχουν λάθη που σχετίζονται με την προπαίδεια. 

Βρέθηκαν 3 μαθητές όπου στον πολλαπλασιασμό μονοψήφιων αριθμών έκαναν το λάθος: 



 

63 

7 ⸱ 9 = 73.  

2. Εκτέλεση άλλης πράξης (πρόσθεση) 

 

Εικόνα 11 

Στην Εικόνα 11 φαίνεται πως ο μαθητής Σ.Π. εκτέλεσε πρόσθεση αντί για 

πολλαπλασιασμό, όπως και στην έρευνα του Engelhardt (1977). 

– Ερευνήτρια: Πώς εκτέλεσες τον πολλαπλασιασμό; 

– Μαθητής Σ.Π.: Έκανα πρόσθεση γιατί θα έβγαινε μεγάλος αριθμός. 

– Ερευνήτρια: Το σύμβολο ⸱ (επί) δεν σημαίνει πολλαπλασιασμό; 

– Μαθητής Σ.Π.: Ναι, αλλά φοβήθηκα μην κάνω λάθος επειδή θα έβγαινε μεγάλος αριθμός. 

3.3.2.4. Διαίρεση 

Η διαίρεση είναι αναμφίβολα η πράξη που φαίνεται να δυσκολεύει περισσότερο του 

μαθητές. Στην 1η αριθμητική παράσταση υπήρχε μια διαίρεση, όπου το 51.2 % την 

εκτέλεσε λανθασμένα. Από το ποσοστό (48.8 %) που εκτέλεσε σωστά την διαίρεση, το 

20.9 % εκτέλεσε διαίρεση με τον αριθμό 1 που είναι αναμφίβολα μια εύκολη διαίρεση για 

τους μαθητές. 

1. Λάθη που συνδέονται με τη διαδικασία της διαίρεσης (πόσες φορές χωράει 
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ο διαιρέτης στον διαιρετέο). 

 Ο μαθητής Α.Χ., εκτέλεσε με γρήγορο νοερό συλλογισμό την διαίρεση και 

κατέληξε σε λανθασμένο πηλίκο (22). Αυτό συνέβη γιατί έκανε την πράξη 22 ⸱ 9 = 108, 

αντί του σωστού 12 ⸱ 9 = 108, με τον νου και αφαίρεσε από τον διαιρετέο 108 και βρήκε 

18. Επίσης, άφησε την διαίρεση ατελή και βρήκε υπόλοιπο μεγαλύτερο από τον διαιρέτη, 

που είναι λάθος στον αλγόριθμο της διαίρεσης. 

 

Εικόνα 12 

2. Λάθη αποτελέσματος της διαίρεσης 

 Η μαθήτρια Α.Α. εκτέλεσε λάθος τον αλγόριθμο της διαίρεσης. Άφησε την 

διαίρεση ατελή και ως αποτέλεσμα έγραψε το υπόλοιπο (3) αντί για το πηλίκο (βλ. Εικόνα 

13).  

 

Εικόνα 13 
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3. Λάθη που σχετίζονται με την έννοια της διαίρεσης 

 Στην Εικόνα 14 φαίνεται πως η μαθήτρια διαιρεί τον αριθμό 18 με το 9 και δίνει 

πηλίκο 9. Μέσω της ερώτησης για τον τρόπο σκέψης, φάνηκε πως το λάθος έγινε επειδή 

δεν έχει κατανοήσει πως η διαίρεση είναι η αντίθετη πράξη του πολλαπλασιασμού και 

έκανε πρόσθεση.  

 

Εικόνα 14 

– Ερευνήτρια: Πώς βρήκες τον αριθμό 9 σαν αποτέλεσμα της διαίρεσης 18 : 9; 

– Μαθήτρια Δ.Κ.: Γιατί 9 + 9 κάνει 18. 

 Η ίδια μαθήτρια στην διαίρεση του αριθμού 100 με τον 114. 

– Μαθήτρια Δ.Κ.: Κυρία, θα κάνω 100 : 114 ή 114 : 100; 

– Ερευνήτρια: Με ποια σειρά είναι γραμμένα; 

– Μαθήτρια Δ.Κ.: 100 : 114. Αλλά δεν χωράει το 114 στο 100. Για αυτό ρώτησα. 

4. Λάθη στην διαίρεση σε συνδυασμό με την προτεραιότητα των πράξεων 

 Αν ληφθεί υπόψη ο συνδυασμός με την προτεραιότητα των πράξεων, το 23.2 % 

των μαθητών επέλεξαν να κάνουν πρώτα την αφαίρεση αντί της διαίρεσης που 

προηγούνταν, για να βγάλουν διαιρέτη τον αριθμό 1, όπως στην Εικόνα 15. Η διαίρεση με 
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τον αριθμό 1 είναι ευκολότερη από οποιαδήποτε άλλη διαίρεση. 

 

Εικόνα 15 

– Ερευνήτρια: Πώς σκέφτηκες να εκτελέσεις την διαίρεση; 

– Μαθητής Γ.Μ: Αντί να κάνω την διαίρεση με τον αριθμό 9, προτίμησα να κάνω την 

διαίρεση με το 1. 

3.3.3. Λάθη στα αποτελέσματα  

1. Είτε υπήρχε λάθος στην προτεραιότητα των πράξεων είτε σε μια από τις 

τέσσερις βασικές πράξεις.  

 Αρκεί μια λανθασμένη πράξη στην ιεραρχία της προτεραιότητας, για να οδηγηθεί η 

αριθμητική παράσταση σε λανθασμένο αποτέλεσμα. Η μοναδική λάθος πράξη στην 

επίλυση της μαθήτριας Ι.Π. ήταν η αφαίρεση 8 – 6 = 3 (βλ. Εικόνα 16). Όμως αυτό 

στάθηκε αρκετό για να βρει λάθος αποτέλεσμα στην αριθμητική παράσταση.  
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Εικόνα 16 

2. Λάθη στο τελευταίο βήμα επίλυσης 

 Ήταν τα λάθη που όλα τα βήμα επίλυσης αριθμητικής παράστασης ήταν σωστά, 

όμως το τελευταίο λανθασμένο βήμα επηρέαζε όλη την αριθμητική παράσταση, που 

κατέληγε σε λάθος αποτέλεσμα. Στην Εικόνα 17 η μαθήτρια Γ.Κ. εκτέλεσε απλοποίηση 

στην 1η αριθμητική παράσταση. 

 

Εικόνα 17 

– Ερευνήτρια: Γιατί έκανες απλοποίηση στο αποτέλεσμα που βρήκες; 

– Μαθήτρια Γ.Κ: Για να μην είναι τόσο μεγάλο. 

– Ερευνήτρια: Γιατί σταμάτησες στο 34; 
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– Μαθήτρια Γ.Κ: Νόμιζα δεν είχε άλλο. 

 Η ίδια μαθήτρια στην 2η παράσταση βρήκε αποτέλεσμα 39, το οποίο άφησε ως 

ήταν, ενώ στην 3η παράσταση έκανε «απλοποίηση», ίσως γιατί το αποτέλεσμα ήταν άρτιος 

αριθμός, όπως και στην 1η παράσταση, και διαιρείται με το 2. Τις δυο παραστάσεις που 

απλοποίησε (1η και 3η), τις διαίρεσε με τον αριθμό 2, από 2 φορές. 

 Στην Εικόνα 18 είναι η λύση από την δεύτερή της προσπάθεια στην 3η παράσταση, 

καθώς στην πρώτη δικαιολογήθηκε πως βρήκαν μεγάλοι αριθμοί και την έλυσε εκ νέου. 

Είναι σωστές όλες οι πράξεις, η προτεραιότητα και το αποτέλεσμα. Όμως κάνει 

«απλοποίηση», διαιρώντας με τον αριθμό 2 και τελικά βρίσκει λάθος αποτέλεσμα. 

 

Εικόνα 18 

– Ερευνήτρια: Γιατί θεωρείς ότι το 600 είναι μεγάλος αριθμός και χρειάζεται απλοποίηση, 

ενώ το 150 δεν είναι; 

– Μαθήτρια Γ.Κ.: Δεν ξέρω, απλά έκανα απλοποίηση. 

3.3.4. Λάθη στην επιμεριστική ιδιότητα 

Τα λάθη στην επιμεριστική ιδιότητα ήταν 48 και μέσω της συνέντευξης φάνηκε πως το 

29.7 % των συμμετεχόντων είχε ταυτίσει την παρένθεση με την επιμεριστική ιδιότητα. 
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1. Λάθος στον αλγόριθμο της επιμεριστικής ιδιότητας 

 Στην παρούσα μελέτη, 4 μαθητές πολλαπλασίασαν τον αριθμό α με τον αριθμό β, 

αλλά όχι με τον γ (βλ. Κεφ. 1.1.2. Οι αλγεβρικές ιδιότητες των αριθμητικών 

παραστάσεων). Δηλαδή, στις πράξεις 5 ⸱ (7 + 7 ⸱ 9) πολλαπλασίασαν το 5 ⸱ 7 και το 7 ⸱ 9, 

αποτέλεσμα 5 ⸱ 7 + 7 ⸱ 9 = 35 + 63, αντί του σωστού 5   7 + 5  7  9 = 35 + 315 = 350 (βλ. 

Εικόνα 19). Συγκεκριμένα στον μαθητή Γ.Μ., είναι εσφαλμένα δομημένη η γνώση της 

επιμεριστικής ιδιότητας. 

 

Εικόνα 19 

– Ερευνήτρια: Πώς εκτελείς την επιμεριστική ιδιότητα; 

– Μαθητής Γ.Μ.: Πολλαπλασιάζω το πρώτο με το πρώτο και τα δυο μαζί.  

2. Λάθη σχετικά με την κατασκευή του κανόνα της επιμεριστικής ιδιότητας 

 Στην προτεραιότητα των πράξεων, ο πολλαπλασιασμός προηγείται της πρόσθεσης. 

Χωρίς την χρήση του κανόνα, το ποσοστό του 11.6 % εκτέλεσαν την επιμεριστική 

ιδιότητα ως εξής: 

5 ⸱ (7 + 7 ⸱ 9) = 5 ⸱ 7 + 5 ⸱ 7 + 5 ⸱ 9. 

Πολλαπλασίασαν όλους τους όρους ξεχωριστά με το 5, όμως ο πολλαπλασιασμός μέσα 

την παρένθεση θα έπρεπε να είχε γίνει πρώτος. 
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Εικόνα 20 

 Στην Εικόνα 20, ο μαθητής Π.Α. πολλαπλασιάζει κάθε παράγοντα με τον αριθμό 

που βρίσκεται έξω από την παρένθεση. Ο κανόνας για αυτόν τον μαθητή έχει δομηθεί 

λανθασμένα.  

3. Έλλειψη ευχέρειας στην χρήση της επιμεριστικής ιδιότητας 

 Ως κατηγορία λαθών μπορεί να θεωρηθεί η υπερβολική χρήση της επιμεριστικής 

ιδιότητας. Μπορεί το αποτέλεσμα να βρέθηκε σωστό, όμως ο μαθητής έφτασε στο 

αποτέλεσμα σε περισσότερη ώρα και με περισσότερο κόπο. Στην Εικόνα 21, ο μαθητής 

Α.Π. βρήκε σωστό αποτέλεσμα, όμως δυσκολότερα και χωρίς ταχύτητα. 

 

Εικόνα 21 

– Ερευνήτρια: Θυμάσαι την προτεραιότητα των πράξεων; 

– Μαθητής Α.Π.: Α, τώρα θυμήθηκα. (Απαντάει σωστά στην ερώτηση). 



 

71 

– Ερευνήτρια: Γιατί δεν την θυμήθηκες; 

– Μαθητής Α.Π.: Νόμιζα ήθελε επιμεριστική επειδή είδα τα ⸱ (επί) και τις παρενθέσεις. 

4. Άσκοπη χρήση της επιμεριστικής ιδιότητας 

 Ο μαθητής εκτέλεσε την επιμεριστική ιδιότητα ενώ δεν χρειαζόταν. Η επιμεριστική 

ιδιότητα ενώνει μέσω του πολλαπλασιασμού έναν αριθμό με μια παρένθεση. Στην 

συγκεκριμένη κατηγορία, έγινε πολλαπλασιασμός του αριθμού ενώ δεν ήταν επιμεριστική 

ιδιότητα (βλ. Εικόνα 22). 

 

Εικόνα 22 

– Ερευνήτρια: Γιατί πολλαπλασίασες τον αριθμό 2 με την παρένθεση; 

– Μαθητής Α.Π.: Έκανα επιμεριστική ιδιότητα. 

3.3.5. Εσφαλμένη μεταφορά της πληροφορίας 

Λάθη στην αντιγραφή του αριθμού από το πρόχειρο και προς το πρόχειρο. Ο μαθητής 

γράφει λάθος το αποτέλεσμα που βρήκε από μια πράξη στο πρόχειρο, με επακόλουθο να 

συνεχίζει λανθασμένα. Από την άλλη πλευρά, μεταφέρει λάθος τον αριθμό στο πρόχειρο 

ώστε να κάνει την βοηθητική πράξη για να συνεχίσει τον αλγόριθμο της αριθμητικής 

παράστασης. 
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Εικόνα 23 

 Η μαθήτρια Ι.Π., όπως φαίνεται στην Εικόνα 23, οδηγήθηκε σε λάθος αποτέλεσμα 

στην 3η αριθμητική παράσταση γιατί μετέφερε στο πρόχειρο τον αριθμό 7 αντί για τον 

αριθμό 3 που είχε γράψει στο προηγούμενο βήμα. Ίσως μπορεί να θεωρηθεί ως λάθος 

απροσεξίας στην μεταφορά. 

3.3.6. Μετατροπή της αριθμητικής παράστασης σε εξίσωση 

Αρκετά συχνά παρατηρείται σύγχυση κατά την διάκριση της αριθμητικής παράστασης από 

την εξίσωση. Γενικότερα, οι μαθητές έχουν την τάση να βάζουν = στο τέλος μιας 

αριθμητικής παράστασης με αποτέλεσμα να την μετατρέπουν σε εξίσωση αντί να 

επιτυγχάνουν την απλοποίηση της, που ήταν ο αρχικός τους στόχος.  

 Στην παρούσα μελέτη 4 μαθητές μετέτρεψαν την αριθμητική παράσταση σε 

εξίσωση, όπως για παράδειγμα στην Εικόνα 24, φαίνεται η μαθήτρια Φ.Τ. ότι εμφάνισε 

τον άγνωστο x και το σύμβολο = (2 φορές στην ίδια σειρά). 



 

73 

 

Εικόνα 24 

– Ερευνήτρια: Γιατί έγραψες μπροστά από την αριθμητική παράσταση το x; 

– Μαθητής Θ.Ι.: Άγνωστο δεν ψάχνουμε; 

3.3.7. Αποτυχία αναδιοργάνωσης – λαθεμένοι αλγόριθμοι 

Στην έρευνα υπήρξαν 3 μαθητές που επινόησαν εσφαλμένους κανόνες και 

αναποτελεσματικές τεχνικές, ώστε να αντικαταστήσουν διαδικασίες, που είτε δεν 

αποκτήθηκαν είτε λησμονήθηκαν (Αγαλιώτης, 2011α). Ασχολήθηκαν με 

αντιπαραγωγικούς υπολογισμούς που τους δυσκόλεψαν και χρειάστηκαν περισσότερη από 

την προκαθορισμένη ώρα για να τους υλοποιήσουν.  

 

Εικόνα 25 
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– Ερευνήτρια: Γιατί την έλυσες δυο φορές; 

– Μαθήτρια Κ.Κ.: Γιατί δεν ήξερα ποια είναι σωστή. 

– Ερευνήτρια: Πως σκέφτηκες στην πρώτη λύση; 

– Μαθήτρια Κ.Κ.: Άλλαξα τα πρόσημα γιατί άλλαξα πλευρά. 

 Η μαθήτρια Κ.Κ. στην Εικόνα 25, άλλαξε τα πρόσημα της αριθμητικής 

παράστασης στην πρώτη προσπάθεια επίλυσής της, γιατί σε ένα βήμα του αλγορίθμου της 

επίλυσης εξίσωσης, όταν ένας όρος αλλάζει πλευρά, τότε αλλάζει πρόσημο.  

 Τέλος, υπήρχαν 8 μαθητές που άφησαν κενές τις αριθμητικές παραστάσεις, χωρίς 

καμιά απόπειρα επίλυσης ή απλά αντέγραψαν την αριθμητική παράσταση βγάζοντας τις 

παρενθέσεις. Στην Εικόνα 26 ο μαθητής Θ.Α. στο πρώτο βήμα αντέγραψε την αριθμητική 

παράσταση και στο δεύτερο έβγαλε την παρένθεση. 

 

Εικόνα 26 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

Συζήτηση – Συμπεράσματα – Περιορισμοί – Προτάσεις  

4.1. Συζήτηση 

Η παρούσα έρευνα αποσκοπεί στην παραγωγή ερευνητικά τεκμηριωμένων στοιχείων 

αναφορικά με τους τύπους λαθών που εκτέλεσαν οι μαθητές με ΗΕΑ της Α΄ και Β΄ 

γυμνασίου στις αριθμητικές παραστάσεις. Για να συγκεντρωθούν τα δεδομένα 

δημιουργήθηκε μια αυτοσχέδια δοκιμασία αξιολόγησης με τρεις αριθμητικές παραστάσεις 

και ζητήθηκε από 43 μαθητές με ΗΕΑ των δυο πρώτων τάξεων του γυμνασίου να τις 

λύσουν. Μέσω συνέντευξης η ερευνήτρια προσπάθησε να αντλήσει πληροφορίες για τον 

τρόπο σκέψης των μαθητών ως προς την επίλυση των αριθμητικών παραστάσεων, 

προκειμένου να αναλύσει και να κατηγοριοποιήσει τα λάθη των μαθητών. 

 Δεν βρέθηκε στατιστικά σημαντική διαφορά στους μέσους όρους των τριών 

παραστάσεων, ωστόσο στην 1η αριθμητική παράσταση βρέθηκε υψηλότερος μέσος όρος 

λαθών συγκριτικά με την 3η αριθμητική παράσταση. Αυτό ενδέχεται να οφείλεται σε μια 

μεγαλύτερη σύγχυση στην επίλυση της 1ης αριθμητικής παράστασης η οποία είχε και τις 

τέσσερις βασικές πράξεις σε σχέση με την 3η που περιείχε δυο από τις βασικές πράξεις, 

την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασμό. Η σύγχυση των συμμετεχόντων μπορεί να 

αποδοθεί σε κάποιο βαθμό στην μεγαλύτερη δυσκολία που εμφανίζουν οι μαθητές στην 

αφαίρεση και διαίρεση σε σχέση με την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασμό σύμφωνα με 

τους Watson κ.ά. (2018). 

 Ενώ στην 2η αριθμητική παράσταση θα ήταν αναμενόμενο να έχουμε λιγότερα 

λάθη σε σχέση με την 1η, καθώς υπήρχαν τρείς από τις βασικές πράξεις (πρόσθεση, 
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αφαίρεση και πολλαπλασιασμός) παρόλα αυτά, το σύνολο των λαθών της ήταν το 

υψηλότερο. Από τις αντιδράσεις των μαθητών κατά την χορήγηση της δοκιμασίας, φάνηκε 

ότι η παρουσία των αγκυλών αποτελεί εμπόδιο για την επίλυση όταν αυτές εμπεριέχονται 

μέσα σε μια αριθμητική παράσταση. Σύμφωνα με τους Παπαδόπουλο και Ελευθεριάδη 

(2018), οι παρενθέσεις έχουν ισχυρό ρόλο κατά την επίλυση των αριθμητικών 

παραστάσεων. Η συμφωνία αυτή πιθανόν να οφείλεται στο γεγονός ότι δεν υπάρχει στην 

προβλεπόμενη διδακτέα ύλη – από το πρόγραμμα σπουδών – η διδασκαλία της χρήσης 

των παρενθέσεων και αγκύλων. 

 Συγκρίνοντας την πρόσθεση με τον πολλαπλασιασμό που ήταν οι πράξεις που 

υπήρχαν και στις τρεις αριθμητικές παραστάσεις, ο υψηλότερος μέσος όρος του 

πολλαπλασιασμού θα μπορούσε να θεωρηθεί αναμενόμενος, καθώς η πρόσθεση 

δυσκολεύει λιγότερο τους μαθητές ίσως γιατί είναι η πιο απλή και συχνόχρηστη πράξη της 

καθημερινότητας. Η μη κατάκτηση της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού σε επίπεδο 

αυτοματισμού επηρεάζει αρνητικά την ικανότητα των μαθητών να εκτελούν πράξεις και 

να λύνουν προβλήματα που περιέχουν τις συγκεκριμένες πράξεις (Γκούμας, 2008). 

 Κατά τους Watson κ.ά. (2018) το σύνολο των λαθών των μαθητών στην αφαίρεση 

είναι μεγαλύτερο από την πρόσθεση. Η παρούσα μελέτη έρχεται σε συμφωνία με την 

παραπάνω έρευνα καθώς συγκρίνοντας τις δυο πρώτες αριθμητικές παραστάσεις που είχαν 

τις πράξεις της πρόσθεσης και αφαίρεσης ο αριθμός των λαθών της αφαίρεσης είναι 

μεγαλύτερος. Μια πιθανή εξήγηση μπορεί να είναι η έννοια του «δανεισμού» που 

δυσκολεύει τους μαθητές να αφαιρέσουν κάθετα από έναν μικρότερο αριθμό έναν 

μεγαλύτερο ή η σύγχυση της αντιμεταθετικής ιδιότητας, ίσως επειδή οι συγκεκριμένοι 

μαθητές δεν διδάχτηκαν εναλλακτικούς αλγορίθμους για την επίλυση αφαίρεσης.  

 Το ποσοστό λαθών στην προτεραιότητα των πράξεων (42%) φανερώνει δυσκολία 
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των συμμετεχόντων στην εφαρμογή της ιεραρχίας των πράξεων. Πολλοί μαθητές επέλεγαν 

να εκτελέσουν τις πράξεις από αριστερά προς τα δεξιά, όπως και στις έρευνες των 

Παπαδόπουλου & Ελευθεριάδη (2018) και Ali Rahman κ.ά. (2017) παραβιάζοντας έτσι το 

πρωτόκολλο της προτεραιότητας των πράξεων. Η ανεπαρκής γνώση της εφαρμογής της 

προτεραιότητας των πράξεων μπορεί να αποδοθεί σε μεγάλο βαθμό στην ελλιπή 

κατάκτηση της γνώσης των τεσσάρων βασικών πράξεων, καθώς τα σχολικά εγχειρίδια του 

μαθήματος των Μαθηματικών παραβλέπουν την σημασία της συστηματικής διδασκαλίας 

εφαρμογών για την κατανόηση των πράξεων. 

 Τα χαμηλά ποσοστά σωστής επίλυσης των τριών αριθμητικών παραστάσεων είναι 

ένα εύρημα που συμφωνεί με την έρευνα των Zazkis & Rouleau (2018) όπου τα ποσοστά 

λανθασμένων αποτελεσμάτων των μαθητών ήταν υψηλά. Η ποικιλία αναποτελεσματικών 

προσπαθειών επίλυσης των αριθμητικών παραστάσεων φανερώνει αλγορίθμους που 

επινοούνται από τους μαθητές ίσως για να αντικαταστήσουν τους κανόνες που έχουν 

λησμονηθεί. Οι έρευνες της Granberg (2016) και της Guce (2017) συμφωνούν με την 

παρούσα έρευνα στην ύπαρξη μιας ομάδας μαθητών που ασχολούταν με 

αντιπαραγωγικούς (unproductive) υπολογισμούς που δεν βρήκε το σωστό αποτέλεσμα ή 

εγκατέλειψε σε κάποιο σημείο την προσπάθεια. Αυτό πιθανόν να οφείλεται στο γεγονός 

ότι οι μαθητές της συγκεκριμένης κατηγορίας είχαν έλλειψη οποιασδήποτε στρατηγικής 

και σωστής χρήσης του αλγορίθμου της επίλυσης μιας αριθμητικής παράστασης μέχρι το 

τελευταίο βήμα.  

 Δεν εμφανίστηκε σημαντική διαφοροποίηση της επίδρασης του παράγοντα φύλου 

στην επίδοση των μαθητών που συμμετείχαν στην συγκεκριμένη δοκιμασία, όπως και σε 

προηγούμενες μελέτες (Ajai & Imoko, 2015 ⸱ Stewart κ.ά., 2017). Σε αντίθεση ερχόταν 

παλιότερη έρευνα (Sabahat, 2015) όπου ο ερευνητής βρήκε διαφοροποίηση ανάμεσα στα 
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δύο φύλα στις συγκεκριμένες ηλικίες. Οι διαφορές μεταξύ των αγοριών και των κοριτσιών 

είναι αμελητέες στις περισσότερες μαθηματικές δεξιότητες και είναι πιθανό να οφείλονται 

σε μαθησιακές συμπεριφορές που είναι συνέπειες στερεοτύπου, παρά απόρροια των 

εγγενών δεξιοτήτων ή ικανοτήτων (Stewart κ.ά., 2017). 

 Η τάξη δεν επηρέασε την επίδοση των μαθητών στην επίλυση των αριθμητικών 

παραστάσεων. Δεν βρέθηκε στατιστικά σημαντική διαφορά ανάμεσα στις δυο πρώτες 

τάξεις του γυμνασίου που συμμετείχαν στην έρευνα. Η μη διαφοροποίηση της επίδοσης 

ανάμεσα στους μαθητές της Α΄ και Β΄ γυμνασίου με ΗΕΑ πιθανόν να οφείλεται στο 

γεγονός ότι το ένα έτος φοίτησης δεν διαφοροποιεί την κατάκτησή τους στις βασικές 

μαθηματικές έννοιες που χρειάζονται για την επίλυση αριθμητικών παραστάσεων. Οι 

προαπαιτούμενες γνώσεις που είναι απαραίτητες διδάσκονται στο δημοτικό, όμως ίσως οι 

μαθητές με ΗΕΑ να μην διδάχτηκαν εξατομικευμένα. 

 Τα ευρήματα από τις συνεντεύξεις φανέρωσαν μια σύγχυση των απαντήσεων που 

είναι πιθανό να σχετίζεται με την έλλειψη στρατηγικής πριν την εκτέλεση μιας 

διαδικασίας. Υπήρξε στατιστικά σημαντική διαφορά ανάμεσα στην σωστή γραπτή χρήση 

της προτεραιότητας των πράξεων και της προφορικής απάντησης στην ερώτηση 

«Γνωρίζεις την προτεραιότητα των πράξεων;». Το εύρημα αυτό συμφωνεί με τους Zazkis 

& Rouleau (2018) όπου υπήρχε διαφορά σε αυτό που εκτελείται και σε αυτό που λέγεται 

στην προτεραιότητα των πράξεων. Ίσως οφείλεται στο ότι οι μαθητές μπορούν απλά να 

απομνημονεύουν τους κανόνες της θεωρίας χωρίς να έχει επιτευχθεί η κατανόηση, 

διατήρηση και γενίκευση στην πράξη (Arikan, Ozkan, & Ozkan, 2015). Η έρευνα των 

Betts, McLarty, & Dickson (2017) δείχνει πως η εφαρμογή της θεωρίας στην πράξη στα 

μαθηματικά βελτιώνεται με την χρήση συχνών διαγωνισμάτων ώστε να βελτιωθεί η 

ευχέρεια χρήσης της διδασκόμενης έννοιας. 
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 Ως προς το εύρημα των ίδιων κατηγοριών λαθών σε συμμαθητές και 

συγκεκριμένα, τα λάθη τα οποία παρατηρήθηκαν στον αλγόριθμο της επιμεριστικής 

ιδιότητας αλλά και η μετατροπή της αριθμητικής παράστασης σε εξίσωση ήταν λάθη που 

φάνηκαν σε μαθητές του ίδιου τμήματος. Μπορεί να υποτεθεί ότι σαν ενιαίο τμήμα οι 

μαθητές είχαν διδαχθεί λανθασμένα την γνώση σε προηγούμενη σχολική χρονιά από τον 

ίδιο δάσκαλο – καθηγητή ή όπως στην έρευνα των Zazkis & Rouleau (2018) να εκτελούν 

μια σειρά πράξεων επειδή την διδάχτηκαν μόνο με έναν τρόπο. Αυτό δείχνει εκπαιδευτική 

αδυναμία από τους διδάσκοντες οι οποίοι είτε έχουν εσφαλμένη μια υπολογιστική 

δεξιότητα είτε δεν χρησιμοποιούν ευέλικτους και εναλλακτικούς τρόπους διδασκαλίας. 

4.2. Συμπεράσματα 

Με βάση τα αποτελέσματα που προέκυψαν από την αξιολόγηση των μαθητών στην 

επίλυση αριθμητικών παραστάσεων, εξήχθησαν ενδιαφέροντα συμπεράσματα σχετικά με 

την ικανότητα των μαθητών Α΄ και Β΄ γυμνασίου με ΗΕΑ να επιλύουν αριθμητικές 

παραστάσεις και τους τύπους λαθών κατά την επίλυση. 

 Στο 1ο ερευνητικό ερώτημα (Ποια είναι τα συχνότερα λάθη των μαθητών Α΄ – Β΄ 

γυμνασίου με ΗΕΑ κατά την επίλυση αριθμητικών παραστάσεων;) από τα αποτελέσματα της 

έρευνας φάνηκε ότι οι μαθητές Α΄ – Β΄ γυμνασίου με ΗΕΑ δυσκολεύονται κυρίως στην 

σειρά των πράξεων. Η εφαρμογή της προτεραιότητας πράξεων συγκέντρωσε τα 

περισσότερα λάθη και το υψηλότερο ποσοστό αυτών αφορούσε στον υπολογισμό των 

πράξεων από τα αριστερά προς τα δεξιά όπως ήταν γραμμένες. Επίσης, ως δεύτερο 

συχνότερο λάθος βρέθηκε ότι ελάχιστοι μαθητές έφτασαν μια αριθμητική παράσταση 

μέχρι το τελικό αποτέλεσμα, χρησιμοποιώντας σωστά τις απαιτούμενες μαθηματικές 

διαδικασίες. Η συχνότητα των παραπάνω λαθών υποδηλώνει ότι οι συμμετέχοντες 

μαθητές διαθέτουν περιορισμένη ικανότητα χρήσης των διαδικασιών επίλυσης 
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αριθμητικών παραστάσεων. 

 Σημαντικό εύρημα της έρευνας αποτελεί το 2ο ερευνητικό ερώτημα (Μαθητές Α΄ – Β΄ 

γυμνασίου με ΗΕΑ οι οποίοι αναφέρουν προφορικά την ορθή προτεραιότητα των πράξεων 

στις αριθμητικές παραστάσεις, την τηρούν κατά τη γραπτή επίλυση των αριθμητικών 

παραστάσεων;) έδειξε ότι υπήρχε στατιστικά σημαντική διαφορά από την προφορική 

απάντηση και την εφαρμογή της σειράς των πράξεων. Το 60.5 % των μαθητών γνώριζαν 

με αποστήθιση την διατύπωση της προτεραιότητας των πράξεων όμως δεν είχαν την 

ευχέρεια να την χρησιμοποιήσουν σωστά στις αριθμητικές παραστάσεις. Πιθανή 

απάντηση σε αυτό μπορεί να είναι ότι όπως συμβαίνει στα περισσότερα μαθήματα, έτσι 

και στα μαθηματικά γίνεται στείρα απομνημόνευση της ιεραρχίας των πράξεων χωρίς την 

κατανόηση της. Συνεπώς θα μπορούσε να υποστηριχθεί ότι η παρεχόμενη διδασκαλία για 

την κατανόηση των αριθμητικών παραστάσεων είναι ανεπαρκής. 

 Όσον αφορά στο 3ο (Ποιες είναι οι πιθανότερες ελλείψεις σε προϋποτιθέμενες 

γνώσεις που οδηγούν τους μαθητές Α΄ – Β΄ γυμνασίου με ΗΕΑ σε λάθη κατά την επίλυση 

αριθμητικών παραστάσεων;) και στο 4ο διερευνητικό ερώτημα (Ποιο δομικό στοιχείο της 

διαδικασίας επίλυσης αριθμητικών παραστάσεων δυσκολεύει περισσότερο τους μαθητές Α΄ – 

Β΄ γυμνασίου με ΗΕΑ;) φάνηκε ότι οι μαθητές κατέληγαν σε λάθος επίλυση αριθμητικών 

παραστάσεων ίσως επειδή είχαν πρότερη λανθασμένη γνώση στις τέσσερις βασικές 

πράξεις, στην επιμεριστική ιδιότητα, στην προπαίδεια, στα πρόσημα και στην 

προτεραιότητα των πράξεων. Οι γνώσεις αυτές είναι τα δομικά στοιχεία για την επίλυση 

αριθμητικών παραστάσεων και οι συμμετέχοντες μαθητές φάνηκε πως δεν έχουν 

κατακτήσει τους αλγορίθμους για την χρήση των παραπάνω από την πρωτοβάθμια 

εκπαίδευση. Οπότε προτείνεται οι μαθητές με ΗΕΑ να γνωρίζουν επαρκώς της τέσσερις 

βασικές πράξεις πριν εισαχθούν στις αριθμητικές παραστάσεις. 
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 Αναφορικά με το 5ο ερώτημα (Σε ποιο επίπεδο του προγράμματος σπουδών 

μαθηματικών της υποχρεωτικής εκπαίδευσης αντιστοιχούν τα λάθη των μαθητών Α΄ – Β΄ 

γυμνασίου με ΗΕΑ κατά την επίλυση αριθμητικών παραστάσεων;) τα λάθη των 

συμμετεχόντων στην προπαίδεια, τα πρόσημα, τους αλγορίθμους επίλυσης των βασικών 

πράξεων υποδεικνύουν ελλείψεις σε διαφορετικές τάξεις του δημοτικού, από την Γ΄ έως 

την Στ΄. Επομένως, θα μπορούσε να υποστηριχθεί ότι αν γίνει διδασκαλία απευθείας στο 

επίπεδο των αριθμητικών παραστάσεων, ίσως αποτύχει. Φαίνεται πως η παρεχόμενη 

διδασκαλία στην πρωτοβάθμια εκπαίδευση για τις απαιτούμενες γνώσεις στην επίλυση 

αριθμητικών παραστάσεων σε συνδυασμό με τις σημαντικές δυσκολίες των μαθητών, 

καθίσταται ανεπαρκής. Κρίνεται αναγκαία η παροχή συστηματικής, σαφούς και 

δομημένης διδασκαλίας για τη βελτίωση της εν λόγω ικανότητας των μαθητών της Α΄ και 

Β΄ γυμνασίου. 

4.3. Περιορισμοί 

Κατά την διεξαγωγή της έρευνας υπήρξαν αρκετοί περιορισμοί, οι οποίοι αναφέρονται 

παρακάτω. Λόγω της έλλειψης σταθμισμένου εργαλείου, χρησιμοποιήθηκε αυτοσχέδια 

αξιολόγηση με υποκειμενικά κριτήρια βασισμένη στο σχολικό εγχειρίδιο και βοήθημα της 

Στ΄ δημοτικού. 

 Πέρα από την ύπαρξη ΗΕΑ, δεν υπήρξε επιπλέον πληροφόρηση για το είδος των 

δυσκολιών που αντιμετώπιζαν οι συμμετέχοντες ή για το χρονικό διάστημα που δέχονταν 

παρέμβαση. Επίσης, δεν έγινε διάκριση μεταξύ των διαφορετικών κατηγοριών ΗΕΑ κατά 

την ανάλυση των δεδομένων. 

 Ο αριθμός των συμμετεχόντων ήταν σχετικά μικρός με κυρίαρχη αιτία την άρνηση 

συναίνεσης των μαθηματικών των τμημάτων ένταξης για την συμμετοχή των μαθητών 
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στην διεξαγωγή της έρευνας. 

4.4. Εκπαιδευτικές προεκτάσεις 

Μέσω της ερευνητικής διαδικασίας υπογραμμίζεται η αναγκαιότητα βελτίωσης της 

εκπαιδευτικής διαδικασίας, που παραμένει χαμηλού επιπέδου και δε λειτουργεί με 

γνώμονα τη βελτίωση των διαδικασιών που είναι αναγκαίες για την επίλυση αριθμητικών 

παραστάσεων, στηριζόμενη στις δυνατότητες και αδυναμίες του κάθε μαθητή με ΗΕΑ, 

όπως προτείνουν και οι Watson κ.ά. (2018). Βάσει των αποτελεσμάτων της παρούσας 

μελέτης προκύπτουν προτάσεις για τη διδασκαλία των αριθμητικών παραστάσεων στο 

γυμνάσιο.  

 Αρκετοί μαθητές με ΗΕΑ αποφοιτούν από την πρωτοβάθμια εκπαίδευση και η 

επίλυση των τεσσάρων βασικών πράξεων με ακέραιους αριθμούς δεν είναι μια 

αυτοματοποιημένη διαδικασία. Λαμβάνοντας υπόψη τη σημαντική σύνδεση των 

μαθηματικών σε κάθε τάξη, θα μπορούσε η διδασκαλία των αριθμητικών παραστάσεων να 

ξεκινά με την κατάκτηση των βασικών πράξεων και των αλγεβρικών ιδιοτήτων τους, να 

συνεχίζει με την προτεραιότητά τους και να επεκτείνεται σε ανώτερης δυσκολίας 

παραστάσεις.  

 Αναφορικά με τα συχνότερα λάθη στις τέσσερις πράξεις, καλό είναι να τονίζονται 

οι σχέσεις με τα προηγούμενα διδαχθέντα σημεία σε κάθε φάση της διδασκαλίας, ώστε να 

αποφεύγονται όσο γίνεται οι παρανοήσεις. Υπάρχουν διάφορες στρατηγικές 

αποτελεσματικής διδασκαλίας, ώστε να διδαχτεί ο μαθητής την αφαίρεση, όπως η 

αναπαράσταση των αριθμών σε μονάδες διαφορετικής τάξης ή η χρήση υλικών και 

συμβόλων κατά την εκτέλεση της πράξης (Αγαλιώτης, 2011α). Συγκεκριμένα, μια πρόταση 

για την εκμάθηση της αφαίρεσης μεγαλύτερου μονοψήφιου αριθμού από μικρότερο είναι 
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η χρήση των χρημάτων της καθημερινότητας του μαθητή, ώστε όταν «έχω» χρήματα και 

«μου παίρνουν» περισσότερα τότε «θα χρωστάω». 

 Προτείνεται η διδασκαλία της προτεραιότητας των πράξεων να βασίζεται 

περισσότερο σε εφαρμογές με άμεση σχέση την εξωσχολική ζωή του μαθητή και λιγότερο 

στην απομνημόνευση του κανόνα (Bay – Williams & Martinie, 2015). Η κατάκτηση και η 

ευχερή χρήση των αριθμητικών παραστάσεων είναι μια θεμελιώδης προϋπόθεση για την 

επίλυση προβλημάτων. Η Ameis (2011) συνέστησε την παρουσίαση της σειράς των 

πράξεων ως τριγωνική πυραμίδα (βλ. 2.3.1. Ερευνητικό εργαλείο) στην οποία η πράξη που 

βρίσκεται στην κορυφή έχει την πρώτη προτεραιότητα. Επίσης πρότεινε την εστίαση της 

σειράς των πράξεων ως λογική αλληλουχία και όχι ως μια αυθαίρετη επιλογή. 

 Θα μπορούσε να διδάσκεται στους μαθητές το ακρωνύμιο Π Δ 
𝛥

𝛱
 
𝛢

𝛱
 ή ΠΔ(ΔΠ)(ΑΠ) 

προκειμένου να υπογραμμιστεί ότι οι πράξεις του ίδιου βαθμού προτεραιότητας μπορούν 

να χρησιμοποιηθούν από κοινού. Ίσως η παραπάνω απεικόνιση μπορεί να φανεί χρήσιμοι 

για τους μαθητές με οπτική νοημοσύνη και είναι σημαντικό για τους εκπαιδευτικούς να 

λύνουν ένα μαθηματικό πρόβλημα χρησιμοποιώντας διαφορετικές πιθανές στρατηγικές 

ώστε να καλύπτουν τα διαφορετικά προφίλ μάθησης του κάθε μαθητή με ΗΕΑ.  

 Πολλοί εκπαιδευτικοί έχουν αρνητική αντίληψη για το λάθος (Χαιρέτη, 2009) ενώ 

θα μπορούσαν να προσαρμόσουν την διδασκαλία τους με τρόπο κατάλληλα 

διαμορφωμένο στα νέα δεδομένα. Μέσω της αξιολόγησης μπορούν να ανακαλύψουν τα 

χαρακτηριστικά των μαθητών τους, με στόχο την διαφοροποιημένη διδασκαλία, την 

παρακολούθηση του μαθητή και την γενικότερη εκμετάλλευση των οφελών που 

προκύπτουν. Τέλος, χρειάζεται μία συστηματική επιμόρφωση των ίδιων των 

εκπαιδευτικών στη λειτουργία και μάθηση των αριθμητικών παραστάσεων.  
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4.5. Προτάσεις για μελλοντική έρευνα 

Μέσω των αποτελεσμάτων που συγκεντρώθηκαν από τα ευρήματα της έρευνας, δίνεται η 

δυνατότητα για την διατύπωση προτάσεων για περαιτέρω έρευνα. Μια μελλοντική έρευνα 

θα μπορούσε να είναι η σύγκριση των λαθών μαθητών με ΗΕΑ και των τυπικών 

συνομηλίκων τους, δηλαδή η ποιοτική ανάλυση των λαθών στην επίλυση αριθμητικών 

παραστάσεων από μαθητές Α΄ και Β΄ γυμνασίου με ΗΕΑ και τυπικής ανάπτυξης μαθητές. 

Αναμφισβήτητα τα ευρήματα θα είναι αρκετά ενδιαφέροντα.  

 Επιπλέον, μια έρευνα θα μπορούσε να γίνει γύρω από την ποιοτική ανάλυση λαθών 

μαθητών με ΗΕΑ στην Στ΄ δημοτικού και στις τρεις τάξεις του γυμνασίου. Θα ήταν 

ενδιαφέρον να συγκριθούν τα λάθη στις αριθμητικές παραστάσεις στις τέσσερις 

συγκεκριμένες τάξεις. Στην Στ΄ δημοτικού διδάσκονται για πρώτη φορά τις αριθμητικές 

παραστάσεις και στην Γ΄ γυμνασίου είναι προαπαιτούμενο εργαλείο για την περαιτέρω 

διδασκαλία της άλγεβρας. 

 Μια τελευταία πρόταση είναι η παρεμβατική διαδικασία στους μαθητές με ΗΕΑ 

στις αριθμητικές παραστάσεις ώστε να συγκριθούν οι απαντήσεις πριν και μετά την 

παρέμβαση. Θα μπορούσε να διεξαχθεί μια δοκιμασία πριν την παρέμβαση, διδασκαλία 

για συγκεκριμένο χρονικό διάστημα και μια δοκιμασία μετά την παρέμβαση. Τα 

ερωτήματα που θα απαντηθούν μέσω της συγκεκριμένης μεθόδου θα είναι αρκετά 

αξιόλογα. 
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Παράρτημα Ι 

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ 

 

Ονοματεπώνυμο: ………………….………………………….. Τάξη: …………….. 

Ημερομηνία: ..…../…...../…….....     Διάρκεια: 20 λεπτά 

 

Να λύσετε τις αριθμητικές παραστάσεις: 

i. 10 + 7 ⸱ (6 + 12) : 9 – 8 = 

 

 

 

 

 

ii. 5 + 3 ⸱ [17 – 5 ⸱ (8 – 6 )] – 7 = 

 

 

 

 

 

iii. 8 · (2 · 3 + 4 · 6) + 5 · (7 + 7 · 9) + 10 = 
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Παράρτημα ΙΙ 

ΕΠΙΛΥΣΗ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΩΝ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ 

 

i. 10 + 7 ⸱ (6 + 12) : 9 – 8 = 

10 + 7 ⸱ 18 : 9 – 8 = 

10 + 7 ⸱ 2 – 8 = 

10 + 14 – 8 = 

24 – 8 =  

16 

 

ii. 5 + 3 ⸱ [17 – 5 ⸱ (8 – 6 )] – 7 = 

5 + 3 ⸱ (17 – 5 ⸱ 2) – 7 = 

5 + 3 ⸱ (17 – 10) – 7 = 

5 + 3 ⸱ 7 – 7 = 

5 + 21 – 7 = 

26 – 7 =  

19 

 

iii. 8 · (2 · 3 + 4 · 6) + 5 · (7 + 7 · 9) + 10 = 

8 ⸱ (6 + 24) + 5 ⸱ (7 + 63) + 10 = 

8 ⸱ 30 + 5 ⸱ 70 + 10 = 

240 + 350 + 10 = 

590 + 10 =  

600 


