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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Η παρούσα εργασία έχει ως στόχο την σύγκριση και την αξιολόγηση τεσσάρων εκ 

των δημοφιλέστερων στη σύχρονη πρακτική, μοντέλων τιμολόγησης δικαιωμάτων 

προαίρεσης αμερικάνικου τύπου και εστιάζει στην ακρίβεια και την ταχύτητα της 

τιμολόγησης του δικαιώματος. Τα μοντέλα που συγκρίνονται είναι το μοντέλο των 

διωνυμικών δέντρων των Cox, Ross και Rubinstein (400 χρονικά βήματα), το 

μοντέλο των τριωνυμικών δέντρων του Boyle (400 χρονικά βήματα), το μοντέλο της 

δευτεροβάθμιας προσέγγισης των Barone-Adesi και Whaley και το μοντέλο της 

τροποποιημένης προσέγγισης των Bjerksund και Stensland. Η μοντελοποίηση 

πραγματοποιήθηκε διαδοχικά σε δικαιώματα αγοράς και πώλησης μικρής διάρκειας 

ζωής (3 μήνες), μεσαίας διάρκειας ζωής (6 μήνες) και μεγάλης διάρκειας ζωής (3 

έτη), τα οποία τιμολογήθηκαν βάσει τριών διαφορετικών σειρών αρχικών 

παραμέτρων. Οι πραγματικές τιμές των δικαιωμάτων προσεγγίστηκαν με ακρίβεια 

μέσω του συγκλίνοντος μοντέλου των διωνυμικών δέντρων με 10.000 χρονικά 

βήματα. Κατά την πραγματοποίηση της συγκριτικής ανάλυσης, η ταχύτητα του 

συνόλου των μοντέλων κρίθηκε πολύ ικανοποιητική. Εν τούτοις, τα μοντέλα 

εμφάνισαν μεγάλες διαφορές στην ακρίβεια τιμολόγησης των δικαιωμάτων. 

Χρησιμοποιώντας τους δείκτες σφάλματος MAPE και RMSE, αποδείχθηκε ότι η 

ακρίβεια των διωνυμικών και τριωνυμικών είναι εξαιρετική. Αντίθετα, η 

δευτεροβάθμια προσέγγιση και η τροποποιημένη προσέγγιση των Bjerksund και 

Stensland υστέρησαν σε μεγάλο βαθμό, παρουσιάζοντας σημαντικά σφάλματα. Η 

δευτεροβάθμια προσέγγιση αξιολογήθηκε ως το λιγότερο ακριβές μοντέλο της 

παρούσας μελέτης, όσον αφορά την ακρίβεια τιμολόγησης. Η συμπεριφορά της 

τροποποιημένης προσέγγισης των Bjerksund και Stensland κατά την τιμολόγηση 

θεωρήθηκε καλύτερη, συγκρινόμενη με τη δευτεροβάθμια προσέγγιση, ωστόσο 

συνολικά αξιολογήθηκε ως μη ικανοποιητική. Συνοψίζοντας, τα διωνυμικά και 

τριωνυμικά δέντρα αποδείχθηκαν μακράν τα ακριβέστερα μοντέλα της παρούσας 

συγκριτικής ανάλυσης, ενώ τα μοντέλα της τροποποιημένης προσέγγισης των 

Bjerksund και Stensland και της δευτεροβάθμιας προσέγγισης κρίθηκαν ανεπαρκούς 

ακρίβειας τιμολόγησης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ  

 

1.1 Ιστορικά στοιχεία 

Η ευρεία χρήση των παραγώγων προϊόντων στις μέρες μας είναι αδιαμφισβήτητη και 

δεν είναι υπερβολή να ειπωθεί ότι αποτελούν τον ταχύτερα αναπτυσσόμενο τομέα της 

χρηματοοικονομικής επιστήμης. Ενδεικτικό της ανάπτυξης της αγοράς αποτελεί το 

γεγονός ότι η αξία των εξωχρηματιστηριακών (over-the-counter) συναλλαγών 

ξεπέρασε τα 700 τρισεκατομμύρια δολάρια κατά το πρώτο εξάμηνο του 2011 ενώ 10 

χρόνια νωρίτερα, κατά το πρώτο εξάμηνο του 2001, η αντίστοιχη αξία ήταν 100 

τρισεκατομμύρια δολάρια (Bank for International Settlements, www.bis.org). Τα 

δημοφιλή αυτά εργαλεία οφείλουν τη διάδοσή τους παγκοσμίως σε μεγάλο βαθμό 

στα σύγχρονα μοντέλα τιμολόγησης παραγώγων που έχουν ανακαλυφθεί τα 

τελευταία 40 χρόνια και ιδιαίτερα στα μοντέλα δικαιωμάτων προαίρεσης (options).  

 Το πρόβλημα του τρόπου τιμολόγησης ενός δικαιώματος προαίρεσης 

απασχόλησε πολλές γενιές επιστημόνων. Μέχρι και το τέλος του 19
ου

 αιώνα, η 

τιμολόγηση των δικαιωμάτων πραγματοποιούνταν διαισθητικά και σε συνδυασμό με 

το νόμο της προσφοράς και ζήτησης, δίχως  να υπάρχει κάποιο μαθηματικό μοντέλο 

που να τυγχάνει ευρείας αποδοχής. Το αποτέλεσμα ήταν οι τιμές συχνά να μην 

ανταποκρίνονται στην πραγματική αξία του συμβολαίου. Το πρώτο ουσιαστικό βήμα 

έγινε το 1900, με τη δημοσίευση της περίφημης διατριβής του Γάλλου μαθηματικού 

Bachelier, “Théorie de la Spéculation” [2]. 

 Ο Bachelier υπέθεσε ότι η τιμή της μετοχής (υποκείμενης μεταβλητής του 

δικαιώματος) ακολουθεί μία αριθμητική κίνηση Brown και κατάφερε να φτάσει στην 

πρώτη τεκμηριωμένη εξίσωση για την τιμολόγηση ενός δικαιώματος. Πρόκειται για 

την τιμή ενός δικαιώματος ευρωπαϊκού τύπου και είναι της μορφής: 

 

1 1( ) ( ) ( )c S K N d Tn d    (1.1) 

http://www.bis.org/
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Όπου 1

S K
d

T


 , S η τρέχουσα τιμή της μετοχής, K η τιμή εξάσκησης, T ο χρόνος 

έως τη λήξη του δικαιώματος , σ η μεταβλητότητα της τιμής της υποκείμενης 

μετοχής, N(x) η αθροιστική συνάρτηση της κανονικής κατανομής και n(x) η 

κατανομή πυκνότητας πιθανότητας της τυποποιημένης κανονικής κατανομής. 

Η εργασία του Bachelier, λόγω των νεωτεριστικών τεχνικών που 

χρησιμοποιούσε, αρχικά δεν αντιμετωπίστηκε με την πρέπουσα προσοχή. Η 

πρωτοποριακή αυτή προσπάθεια είχε δύο κύρια μειονεκτήματα. Κατά πρώτον, το 

γεγονός ότι οι αποδόσεις των μετοχών δεν είναι δυνατό να ακολουθούν κανονική 

κατανομή, καθώς κάτι τέτοιο θα σήμαινε πως υφίσταται η πιθανότητα να πάρουν 

αρνητικές τιμές, ενώ στην πραγματικότητα ισχυέι ότι 0S  . Κατά δεύτερον, δεν είχε 

ενσωματωθεί στο μοντέλο η έννοια της προεξόφλησης, παρά μόνο του χρόνου.Το 

γεγονός  αυτό είχε ως αποτέλεσμα τα επιτόκια να μην παίζουν ρόλο στην τιμολόγηση 

των δικαιωμάτων. Εξ’ ορισμού, όμως, είναι γνωστό ότι η αξία κάθε 

χρηματοοικονομικού προϊόντος επηρεάζεται από τα επιτόκια. 

  Η πρώτη προσπάθεια βελτίωσης των αποτελεσμάτων του Bachelier 

προέρχεται από τον Sprenkle(1961) [22]. Oι δύο κύριες υποθέσεις του μοντέλου του 

Sprenkle είναι ότι οι μεταβολές της τιμής της υποκείμενης μετοχής ακολουθούν τη 

λογαριθμική κανονική κατανομή και ότι η τιμή της υποκείμενης μετοχής ακολουθεί 

μία γεωμετρική κίνηση Brown. Η εξίσωση στην οποία καταλήγει ο Sprenkle είναι η 

εξής: 

 

1 2( , ) ( ) (1 ) ( )Tc S T Se N d A KN d    (1.2) 

 

Όπου 

2

1

ln
2

S
T

K
d

T






  
    

    , 
2 1d d T  ,ρ είναι ο μέσος ρυθμός αύξησης της 

τιμής της μετοχής και Α ο βαθμός αποστροφής του κινδύνου της αγοράς (market risk 

aversion). 
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Ο Sprenkle κατάφερε να αντιμετωπίσει επιτυχώς τα προαναφερθέντα 

μειονεκτήματα της μελέτης του Bachelier, καθώς μέσω της λογαριθμικής κανονικής 

κατανομής απέκλεισε τις αρνητικές τιμές των μετοχών, ενώ ταυτόχρονα 

συμπεριέλαβε μέσω του όρου ρ την έννοια της προεξόφλησης. Δυστυχώς, όμως, η 

πρακτική εφαρμογή της εξίσωσής του ήταν περιορισμένη. Καθώς ο στόχος ενός 

χρηστικού μοντέλου τιμολόγησης δικαιώματος θα έπρεπε να είναι η εξάλειψη της 

υποκειμενικότητας, οι όροι Α και ρ αποδείχτηκαν τροχοπέδη για την αποδοχή της 

σχέσης (1.2), αφού ήταν εξαιρετικά δύσκολο να υπολογιστούν. 

Τα αμέσως επόμενα χρόνια ακολούθησαν αρκετές προσπάθειες για την 

τελειοποίηση του μοντέλου του Sprenkle. Συγκεκριμένα, οι Black και Scholes [4] 

αναφέρουν τις μελέτες των Ayres (1963), Boness (1964), Samuelson (1965), Baumol, 

Malkiel και Quandt (1966) και Chen (1970). Τα νέα αυτά μοντέλα αποτέλεσαν 

βελτιώσεις των ήδη υπαρχόντων, αλλά κοινό τους χαρακτηριστικό γνώρισμα 

αποτελούσε το γεγονός ότι περιείχαν αφηρημένους μαθηματικούς όρους, οι οποίοι 

ήταν  δύσκολο να χρησιμοποιηθούν στην πράξη. Εκτός της ακαδημαϊκής κοινότητας, 

πολύ σημαντική θεωρείται επίσης η έρευνα που πραγματοποιήθηκε από τους Thorp 

και Kassouf(1967), ιδιαίτερη αναφορά στην οποία γίνεται από τους Black και Scholes 

[4]. 

  

 

1.2 Η ισοδυναμία αγοράς – πώλησης  

Μία από τις θεμελιώδεις αρχές στον κλάδο της τιμολόγησης παραγώγων ονομάζεται 

ισοδυναμία αγοράς – πώλησης (put – call parity). Η συγκεκριμένη αρχή περιγράφεται 

πλήρως εμπεριστατωμένα για πρώτη φορά στη βιβλιογραφία από τον Stohl (1969) 

[23], αλλά στην πραγματικότητα είναι γνωστή εδώ και αιώνες στους κύκλους της 

χρηματοοικονομικής και ήδη αναφέρεται από τον De La Vega (1688). Σύμφωνα με 

την ισοδυναμία αγοράς – πώλησης, ένα χαρτοφυλάκιο αποτελούμενο από ένα 

δικαίωμα αγοράς ευρωπαϊκού τύπου και μετρητά αξίας 
rTKe είναι πάντοτε ίσης 

αξίας με ένα χαρτοφυλάκιο που αποτελείται από ένα δικαίωμα πώλησης ευρωπαϊκού 

τύπου και την υποκείμενη μετοχή. Συγκεκριμένα, ισχύει: 

 

0

rTc Ke p S     (1.3) 
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Η παραπάνω ισοδυναμία δε λαμβάνει υπόψη μερίσματα. Στην περίπτωση που 

συμπεριληφθούν και  πιθανά μερίσματα, τότε η (1.3) μετατρέπεται σε: 

 

0

rTc D Ke p S       (1.4) 

 

Όπου D είναι η παρούσα αξία των μερισμάτων κατά τη διάρκεια της ζωής του 

δικαιώματος. 

Εάν η σχέσεις (1.3) και (1.4) δεν ευσταθούν, τότε υφίστανται δυνατότητες 

εξισορροπητικής κερδοσκοπίας (arbitrage), κάτι το οποίο σύμφωνα με τη θεωρία 

γενικής ισορροπίας (general equilibrium theory), δεν μπορεί να ισχύει. Η ισοδυναμία 

αγοράς – πώλησης είναι εξαιρετικής σημασίας για την ανάπτυξη των περισσότερο 

πολύπλοκων μαθηματικών μοντέλων τιμολόγησης παραγώγων. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΙΣ ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΕΣ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ 

 

 

2.1Βασική κατηγοριοποίηση στοχαστικών διαδικασιών 

Κάθε μεταβλητή οι τιμές της οποίας αλλάζουν με αβέβαιο τρόπο, θεωρείται ότι 

ακολουθεί μία στοχαστική διαδικασία. Οι στοχαστικές διαδικασίες πάντοτε ανήκουν 

σε μία από τις παρακάτω κατηγορίες, ανάλογα με το είδος του χρόνου και της 

μεταβλητής τους: 

1.Διακριτού χρόνου και διακριτής μεταβλητής 

2.Διακριτού χρόνου και συνεχούς μεταβλητής 

3.Συνεχούς χρόνου και διακριτής μεταβλητής 

4.Συνεχούς χρόνου και συνεχούς μεταβλητής 

Οι στοχαστικές διαδικασίες αποτελούν ένα ερευνητικό πεδίο νευραλγικής σημασίας 

για την ανάπτυξη μοντέλων τιμολόγησης χρηματοοικονομικών παραγώγων. Για τη 

μοντελοποίηση των τιμών των υποκείμενων μετοχών είναι δυνατό να χρησιμοποιηθεί 

οποιαδήποτε από τα παραπάνω είδη στοχαστικής διαδικασίας.  

 

2.2 Διαδικασίες Markov και αποτελεσματικότητα της αγοράς 

Η διαδικασία Markov είναι ένα είδος στοχαστικής διαδικασίας συνεχούς χρόνου και 

μεταβλητής, κατά την οποία οι μελλοντικές κινήσεις της μεταβλητής εξαρτώνται 

μόνο από το σημείο που βρίσκεται στο παρόν (t=0)  και κατά συνέπεια δεν εξαρτάται 

από ιστορικά στοιχεία. H  tS  ακολουθεί μία διαδικασία Markov εάν οι κατανομές 

πιθανότητας του συνόλου των t tS   για όλες τις μετέπειτα t+Δt χρονικές στιγμές 

εξαρτώνται μόνο από την tS . Σύμφωνα με την αδύναμη μορφη αποτελεσματικότητας 

της αγοράς, όλες οι πληροφορίες που περιέχονται στις παρελθοντικές τιμές των 

μετοχών, ενσωματώνονται στην παρούσα τιμή, παραδοχή που είναι απόλυτα συμβατή 

με μία διαδικασία Markov. Θα πρέπει να υπογραμμιστεί ότι στην πραγματικότητα οι 
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διαδικασίες που ακολουθούν οι τιμές των μετοχών είναι διακριτής μεταβλητής. 

Επιπρόσθετα, ο χρόνος δεν μπορεί να θεωρηθεί απόλυτα συνεχής, μιας και τα 

χρηματιστήρια έχουν συγκεκριμένο ωράριο λειτουργίας. Στην πράξη, όμως, 

αποδεικνύεται ότι οι στοχαστικές διαδικασίες συνεχούς χρόνου και συνεχούς 

μεταβλητής προσεγγίζουν επαρκώς τις κινήσεις των τιμών μίας μετοχής.   

 

2.3 Ιδιότητες της διακύμανσης στις διαδικασίες Markov  

Σε μία διαδικασία Markov, η μεταβολή 2 1S S είναι στοχαστικά ανεξάρτητη 

(stochastically independent) της μεταβολής 3 2S S , όπου t = 0,1,2,…,n.  Θεωρώντας 

ότι t = 0 και η 0S είναι γνωστή, συνάγεται ότι:  

 

2 0 1 0 2 1( ) ( )S S S S S S      (2.1) 

 

Καθώς το αρχικό χρονικό σημείο αναφοράς είναι t = 0, η 0S δεν έχει διακύμανση. 

Συνεπώς η διακύμανση της 2S  προκύπτει ως εξής, σύμφωνα με τη στοχαστική 

ανεξαρτησία: 

 

2 2 1 1 0 2 1 1 0var( ) var[( ) ( )] var( ) var( )S S S S S S S S S         (2.2) 

Εάν υποθέσουμε πως οι μεταβολές 1t tS S  έχουν την ίδια διακύμανση var, ισχύει: 

2 2 1 1 0 1var( ) var( ) var( ) 2var( )t tS S S S S S S       (2.3) 

Ειδικότερα, από την (2.3) συνάγεται ότι η δεσμευμένη διακύμανση της 2S ισούται με: 

2 0 1var( | ) 2var( )t tS S S S   (2.4) 

Η γενίκευση της (2.4) για τη μεταβλητή TS  είναι: 

0 1var( | ) var( )T t tS S T S S   (2.5) 
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Δύο σημαντικά συμπεράσματα που προκύπτουν από την (2.5) για τις μεταβλητές που 

ακολουθούν διαδικασία Markov είναι ότι α) η διακύμανσή τους είναι ανάλογη του 

χρόνου και β) η τυπική τους απόκλιση είναι ανάλογη του τετραγώνου του χρόνου. 

 

2.4 Διαδικασίες Wiener 

Η διαδικασία Wiener (γνωστή και ως κίνηση Brown στον τομέα της Φυσικής), 

αποτελεί έναν συγκεκριμένο τύπο της διαδικασίας Markov, στην οποία θεωρείται ότι: 

1var( | ) 1t t tS S S    και 1( | ) 0t t tE S S S     (2.6) 

όπου Ε η αναμενόμενη μεταβολή της tS . Για να ακολουθεί μία μεταβλητή z 

διαδικασία Wiener, θα πρέπει κατά τη διάρκεια ενός μικρού χρονικού διαστήματος  

Δt να ισχύει: 

z t     (2.7) 

 

όπου ε μία τυχαία τιμή από την ανηγμένη κανονική κατανομή φ(0,1). Επιπρόσθετα, οι 

αξίες του Δz σε δύο μη αλληλοεπικαλυπτόμενα μικρά χρονικά διαστήματα είναι 

στοχαστικά ανεξάρτητες. Από την (2.7) συνάγεται ότι το Δz ακολουθεί κανονική 

κατανομή με μέση τιμή 0, τυπική απόκλιση t και διακύμανση Δt. 

Κατά τη διάρκεια μίας μεγάλης χρονικής περιόδου, Τ, η μεταβολή της z είναι 

ίση με z(T) – z(0). Αυτή η μεταβολή μπορεί να θεωρηθεί ως το άθροισμα των 

μεταβολών του z σε Ν μικρά χρονικά διαστήματα διάρκειας Δt , όπου 
T

N
t




. 

Συνεπώς: 

1

( ) (0)
N

i

i

z T z t


    (2.8) 

 

όπου τα i , (i=1,2,…,N) αποτελούν τυχαίες τιμές της ανηγμένης κανονικής 

κατανομής. Σύμφωνα με την (2.8), προκύπτει: 
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( ( ) (0)) 0E z T z    (2.9) 

var( ( ) (0))z T z N t T      (2.10) 

( ( ) (0))z T z T     (2.11) 

 

όπου σ η τυπική απόκλιση. Οι (2.9), (2.10) και (2.11) δεν εξαρτώνται από τη χρονική 

διάρκεια των χρονικών διαστημάτων Δt, ενώ αρκεί η αρχική τιμή της μεταβλητής z 

και η χρονική διάρκεια της διαδικασίας, ώστε να υπολογιστεί η αναμενόμενη μέση 

τιμή, η διακύμανση και η τυπική απόκλιση. Κατά συνέπεια, σε ένα χρονικό διάστημα 

διάρκειας Τ, η μεταβολή μιας μεταβλητής z που ακολουθεί διαδικασία Wiener είναι 

κανονικά κατανεμημένη, με μέση τιμή 0 και τυπική απόκλιση T . Στο παρακάτω 

γράφημα αναπαρίσταται η τιμή της μεταβλητής z σε συνάρτηση με το χρόνο, όταν 

ακολουθεί μία διαδικασία Wiener με 
T

N
t




= 1.000 χρονικά βήματα (μικρά χρονικά 

διαστήματα). 

 

 

 

 

Διάγραμμα 1. Προσομοίωση διαδικασίας Wiener με Ν = 1.000 χρονικά βήματα 

 

 

 

 

 

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

χρόνος t

τ
ι
μ
ή
 
μ
ε
τ
α

β
λ
η
τ
ή
ς
 
z



9 

 

 

2.5 Γενικευμένες διαδικασίες Wiener 

 

Μία γενικευμένη διαδικασία Wiener (ή κίνηση Brown με παρέκκλιση) για μία 

μεταβλητή x,με ρυθμό παρέκκλισης (drift rate) α και ρυθμό διακύμανσης (variance 

rate) 
2b ορίζεται ως: 

 

dx adt bdz    (2.12) 

 

Όπου dz είναι μία διαδικασία Wiener για 0t  και a , b είναι σταθερές. Ενώ στην 

περίπτωση της βασικής διαδικασίας Wiener ο ρυθμός παρέκκλισης είναι 0 και ο 

ρυθμός διακύμανσης είναι 1, αντιθέτως σε μία γενικευμένη διαδικασία Wiener οι a

και b μπορούν να τεθούν ίσες με οποιεσδήποτε σταθερές. Θέτοντας b = 0 και 

ολοκληρώνοντας ως προς το χρόνο, προκύπτει: 

 

0

dx
dx adt a x x at

dt
        (2.13) 

 

Δηλαδή η σταθερά α, δείχνει το σταθερό ποσό μεταβολής της μεταβλητής x εντός 

χρονικού διαστήματος t. Σε ένα μικρό χρονικό διάστημα Δt, η (2.12) γίνεται: 

 

x a t b z x a t b t            (2.14) 

 

Στην περίπτωση οποιουδήποτε χρονικού διαστήματος T και σε αναλογία με τις 

(2.9),(2.10) και (2.11), προκύπτει ότι η γενικευμένη διαδικασία Wiener είναι 

κανονικά κατανεμημένη με: 

 

( ( ) (0))E x T x aT    (2.15) 

2var( ( ) (0))x T x b T    (2.16) 

( ( ) (0))x T x b T    (2.17) 

 

Στο διάγραμμα που ακολουθεί συγκρίνεται μία γενικευμένη διαδικασία Wiener, με α 

= 1 και b = 1,5 με τη βασική διαδικασία Wiener. 
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Διάγραμμα 2. Σύγκριση βασικής διαδικασίας Wiener (z) και γενικευμένης 

διαδικασίας Wiener (x) με α = 1 και b = 1,5 (Ν = 1.000 χρονικά βήματα). 

 

Από το γράφημα φαίνεται ότι, παρά την τυχαιότητα των μεταβολών της τιμής, στη 

διαδικασία της μεταβλητής x υφίσταται μία συνολική αυξητική τάση, σε σχέση με τη 

διαδικασία της μεταβλητής z. Το συγκεκριμένο είδος συμπεριφοράς της μεταβλητής x 

καταγράφεται από έναν τύπο στοχαστικής διαδικασίας, γνωστής ως διαδικασία 

διάχυσης (diffusion process). 

 

2.6 Διαδικασίες Itô  

Μία γενικευμένη διαδικασία Wiener κατά την οποία οι παράμετροι α και b είναι 

συναρτήσεις της τιμής της μεταβλητής x και του χρόνου t ονομάζεται διαδικασία Itô. 

Ορίζεται ως εξής: 

( , ) ( , )dx a x t dt b x t dz   (2.18) 

Χαρακτηριστικό της διαδικασίας Itô αποτελεί το γεγονός ότι ο ρυθμός παρέκκλισης 

και ο ρυθμός διακύμανσης αλλάζουν με την πάροδο του χρόνου. Σε διακριτό χρόνο 

και εντός ενός μικρού χρονικού διαστήματος Δt, ισοδύναμα ισχύει: 

( , ) ( , )x a x t t b x t t      (2.19) 
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Το σύμβολο ‘ ’ φανερώνει ότι η (2.19) εσωκλείει μία μικρή προσέγγιση. Αυτό 

συμβαίνει καθώς για το μικρό χρονικό διάστημα ανάμεσα στο t και στο t+Δt 

θεωρείται εδώ ότι ο ρυθμός παρέκκλισης και ο ρυθμός διακύμανσης παραμένουν 

σταθεροί, ενώ στην πραγματικότητα αλλάζουν συνεχώς.  

 

2.7 Διαδικασίες των τιμών των μετοχών και Γεωμετρική Κίνηση 

Brown 

 

Η διαδικασία που ακολουθούν οι τιμές των μετοχών αποτελεί τη βάση για την 

ανάπτυξη των σημαντικότερων μοντέλων τιμολόγησης δικαιωμάτων προαίρεσης, 

όπως τα ευρύτατα διαδεδομένα στην πράξη μοντέλα Black – Scholes – Merton και 

διωνυμικών δέντρων που αναλύονται στη συνέχεια.  

Εάν στην εξίσωση (2.18) θέσουμε όπου x = S, α(x,t) = μS και b(x,t) = σS, 

όπου μ είναι η αναμενόμενη απόδοση της μετοχής και σ η μεταβλητότητα της τιμής 

της μετοχής, τότε προκύπτει: 

 

dS
dS Sdt Sdz dt dz

S
          (2.20) 

 

Η εν λόγω διαδικασία θεωρείται ότι αντικατοπτρίζει με τον καλύτερο δυνατό τρόπο 

τα χαρακτηριστικά της κίνησης της τιμής μίας μετοχής και είναι γνωστή ως 

γεωμετρική κίνηση Brown (geometrical Brownian motion). Μεταβαίνοντας από 

συνεχή σε διακριτό χρόνο, η (2.20) μετατρέπεται σε: 

 

S
S S t S t t t

S
    


            (2.21) 

 

Ακολουθεί το γράφημα μίας προσομοίωσης της κίνησης της τιμής μίας μετοχής με 

αρχική τιμή 20€, για χρονικό διάστημα ενός μήνα. Η αναμενόμενη απόδοση της 

μετοχής/έτος είναι μ = 5% και η μεταβλητότητα της/έτος είναι σ = 25% 
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Διάγραμμα 3. Προσομοίωση κίνησης τιμής μετοχής (γεωμετρική κίνηση Brown – 

1000 χρονικά βήματα)  

 

 

2.8 Το λήμμα του Itô  

Εάν είναι γνωστή η στοχαστική διαδικασία που ακολουθεί μία μεταβλητή x, τότε 

μέσω του λήμματος του Itô [14], μπορεί να βρεθεί η στοχαστική διαδικασία που 

ακολουθεί η συνάρτηση G(x,t). Η χρήση του λήμματος του Itô είναι πολύ μεγάλης 

σημασίας στον τομέα της τιμολόγησης δικαιωμάτων, καθώς το δικαίωμα είναι μία 

συνάρτηση της τιμής του υποκείμενου μέσου (μετοχής) και του χρόνου. Σύμφωνα με 

το λήμμα του Itô, εάν η τιμή μίας μεταβλητής x ακολουθεί μία διαδικασία Itô (2.18), 

τότε η συνάρτηση G(x,t) ακολουθεί τη διαδικασία: 

 

2
2

2

1

2

G G G G
dG a b dt bdz

x t x x

    
    

    
  (2.22) 

 

Κατά συνέπεια, πρόκειται για ένα είδος διαδικασίας Itô, με ρυθμό παρέκκλισης 

2
2

2

1

2

G G G
a b

x t x

  
 

  
 και ρυθμό διακύμανσης 

2

2G
b

x

 
 
 

.   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΤΙΜΟΛΟΓΗΣΗ ΔΙΚΑΙΩΜΑΤΩΝ ΠΡΟΑΙΡΕΣΗΣ 

ΕΥΡΩΠΑΪΚΟΥ ΤΥΠΟΥ ΚΑΙ ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΟΥ 

ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΤΩΝ BLACK – SCHOLES - MERTON 

 

 

3.1 Εισαγωγικά 

 

Μία από τις μεγαλύτερες τομές στην ιστορία της τιμολόγησης των δικαιωμάτων 

προαίρεσης θεωρείται ότι πραγματοποιήθηκε το 1973, με τη δημοσίευση του άρθρου 

των Fischer Black και Myron Scholes ‘The Pricing of Options and Corporate 

Liabilities’ [4]. Με τη βοήθεια του Robert Merton και τη δημοσίευση του ‘Theory of 

Rational Option Pricing’ [18] εντός του ιδίου έτους, κατάφεραν να ολοκληρώσουν το 

περίφημο μοντέλο Black-Scholes-Merton, στη μορφή που είναι σήμερα γνωστό. Το 

σπουδαιότερο επίτευγμά τους σε σχέση με το παρελθόν ήταν ότι πέτυχαν να φτάσουν 

σε ένα σύνολο εξισώσεων οι οποίες περιελάμβαναν μεταβλητές που ήταν μετρήσιμες. 

Το αποτέλεσμα ήταν το σύνολο των εξισώσεων αυτών να αποτελέσει το πρώτο 

μοντέλο που έτυχε ευρείας αποδοχής, όχι μόνο από την ακαδημαϊκή κοινότητα, αλλά 

και από τους επαγγελματίες των αγορών παραγώγων. 

 

 

3.2 Η μερική διαφορική εξίσωση των Black – Scholes - Merton 

 

Οι Black και Scholes [4], θέτουν τις εξής ως αρχικές υποθέσεις του μοντέλου τους: 

 

1.Τα βραχυπρόθεσμα επιτόκια είναι γνωστά και σταθερά. 

2.Η τιμή της μετοχής ακολουθεί έναν τυχαίο περίπατο σε συνεχή χρόνο, με 

μεταβλητότητα ανάλογη του τετραγώνου της τιμής της μετοχής. Ως αποτέλεσμα, η 

κατανομή των τιμών των μετοχών είναι μία λογαριθμική κανονική κατανομή. Η 

μεταβλητότητα της απόδοσης της μετοχής είναι σταθερή. 

3.Η υποκείμενη μετοχή δεν πληρώνει μερίσματα.  
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4.Το δικαίωμα προαίρεσης είναι ευρωπαϊκού τύπου, δηλαδή μπορεί να εξασκηθεί 

μόνο στη λήξη του. 

5.Δεν υφίστανται κόστη συναλλαγών κατά τις συναλλαγές της μετοχής ή του 

δικαιώματος. 

6.Είναι εφικτός ο δανεισμός οποιουδήποτε αριθμού χρεογράφων, ακόμη και 

υποδιαίρεσης αυτών. 

7.Επιτρέπεται η ανοικτή πώληση χρεογράφων(short-selling), δίχως κόστος. 

 

Με βάση τη δεύτερη υπόθεση, η οποία υποδεικνύει ότι η τιμή της υποκείμενης 

μετοχή ακολουθεί μία γεωμετρική κίνηση Brown, οι Black, Scholes και Merton 

κατάφεραν να φτάσουν σε μία λύση η οποία εξάλειψε τα θεμελιώδη μειονεκτήματα 

των προηγούμενων προσπαθειών. Σύμφωνα με την (2.20): 

 

dS Sdt Sdz    (3.1) 

 

Με βάση το λήμμα του Itô και δεδομένου ότι η διαδικασία που ακολουθεί η τιμή της 

μετοχής S είναι γνωστή, μπορεί να βρεθεί η διαδικασία της συνάρτησης της τιμής της 

μετοχής, S και του χρόνου, Τ. Αυτή τη διαδικασία ακριβώς ακολουθεί η τιμή ενός 

παραγώγου συμβολαίου με υποκείμενη μεταβλητή την τιμή της μετοχής S. Έστω f η 

τιμή του εν λόγω παραγώγου, τότε: 

 

2
2 2

2

1

2

f f f f
df S S dt Sdz

s t S s
  

    
    

    
 (3.2) 

 

Μεταβαίνοντας από μία διαδικασία συνεχούς χρόνου στην αντίστοιχη διακριτού 

χρόνου, από την (3.1) και την (3.2), προκύπτει: 

 

S S t S z        (3.3) 

 

2
2 2

2

1

2

f f f f
f S S t S z

s t S s
  

    
       

    
  (3.4) 
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Στη συνέχεια δημιουργείται ένα χαρτοφυλάκιο που αποτελείται από μία θέση 

πώλησης σε ένα παράγωγο και μία θέση αγοράς σε θf/θS μετοχές. Η αξία αυτού του 

χαρτοφυλακίου είναι: 

 

f
f S

S


   


 (3.5) 

 

Η μεταβολή της αξίας του χαρτοφυλακίου εντός του χρονικού διαστήματος Δt είναι: 

 

f
f S

S


    


 (3.6) 

 

Αντικαθιστώντας τις (3.5) και (3.6) στην (3.4): 

 

2
2 2

2

1
( )

2

f f
S t

t S


 
    

 
 (3.7) 

 

Καθώς ο όρος Δz έχει πλέον απαλειφθεί, το χαρτοφυλάκιο μπορεί να θεωρηθεί ότι 

δεν εμπεριέχει κίνδυνο (risk – free portfolio). Το σημείο αυτό αποτελεί και τη ριζική 

διαφοροποίηση σε σχέση με τις προγενέστερες  προσπάθειες, καθώς κανείς μέχρι και 

το 1973 δεν είχε καταφέρει να απαλείψει το στοιχείο της αβεβαιότητας. Θέτοντας ως 

r το επιτόκιο δίχως κίνδυνο, ισχύει: 

 

 r t    (3.8) 

 

Από τη (3.8) και μέσω των (3.3) και (3.7): 

 

2
2 2

2

1
( ) ( )

2

f f f
S t r f S t

t S S


  
    

  
 (3.9) 

 

Απλοποιώντας, από την εξίσωση (3.9) καταλήγουν στην περίφημη μερική διαφορική 

εξίσωση Black - Scholes - Merton: 
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2
2 2

2

1

2

f f f
rS S rf

t S S


  
  

  
 (3.10) 

 

Η διαφορική εξίσωση που προκύπτει δεν εμπεριέχει καμία μεταβλητή η οποία 

επηρεάζεται από τις προτιμήσεις των επενδυτών ως προς τον κίνδυνο. Κατά 

συνέπεια, σε έναν κόσμο στον οποίο οι επενδυτές είναι ουδέτεροι ως προς τον 

κίνδυνο, η αναμενόμενη απόδοση όλων των χρεογράφων είναι ίση με το επιτόκιο 

δίχως κίνδυνο, r, ενώ η παρούσα αξία οποιασδήποτε ταμειακής ροής μπορεί να 

προσδιοριστεί  προεξοφλώντας την αναμενόμενη αξία της μέσω του επιτοκίου δίχως 

κίνδυνο. Στον τομέα της χρηματοοικονομικής μηχανικής η εν λόγω τεχνική είναι 

γνωστή ως ουδέτερη ως προς τον κίνδυνο αποτίμηση (risk neutral valuation). 

 

 

3.3 Οριακές συνθήκες δικαιωμάτων ευρωπαϊκού τύπου 

Η μερική διαφορική εξίσωση (3.10) έχει άπειρες λύσεις, ανάλογα με τις οριακές 

συνθήκες (boundary conditions) που θα τεθούν. Στην περίπτωση ενός δικαιώματος 

αγοράς ευρωπαϊκού τύπου, η τιμή του, ( , )c S T  απαιτείται να ικανοποιεί την 

παρακάτω οριακή συνθήκη: 

( , )c S T = max( ,0)S K   (3.11) 

 

Ενώ στην περίπτωση ενός δικαιώματος πώλησης ευρωπαϊκού τύπου, η τιμή του, 

( , )p S T  απαιτείται να ικανοποιεί: 

 

( , ) max( ,0)p S T K S    (3.12) 
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3.4 Αποτίμηση δικαιωμάτων ευρωπαϊκού τύπου μέσω των 

εξισώσεων  Black - Scholes 

 

Οι Black και Scholes καταλήγουν στο συμπέρασμα ότι υπάρχει μόνο μία εξίσωση 

που να ικανοποιεί τη μερική διαφορική εξίσωση (3.10), υποκείμενη στην οριακή 

συνθήκη ενός δικαίωματος αγοράς ευρωπαϊκού τύπου (3.11). Στη συνέχεια 

μετατρέπουν την (3.10) στην εξίσωση μεταφοράς θερμότητας (heat transfer 

equation), γνωστή από τον τομέα της φυσικής επιστήμης. Η λεπτομερής ανάλυση της 

λύσης της (3.10) είναι εκτός του σκοπού της παρούσας εργασίας. Η κλειστή μορφή 

τύπου που προκύπτει για την αποτίμηση του δικαιώματος αγοράς ευρωπαϊκού τύπου 

είναι η εξής: 

 

0 1 2( ) ( )rTc S N d Ke N d   (3.13) 

 

Επιπλέον ισχύει: 

 

2

0

1

ln( ) ( )
2

S
r T

Kd
T





 

   και  

2

0

2 1

ln( ) ( )
2

S
r T

Kd d T
T






 

   , 

 

ενώ με βάση την ισοδυναμία αγοράς – πώλησης ο αντίστοιχος τύπος για ένα 

δικαίωμα πώλησης ευρωπαϊκού τύπου είναι: 

 

2 0 1( ) ( )rTp Ke N d S N d      (3.14) 

 

Όπου c η τιμή του δικαιώματος αγοράς ευρωπαϊκού τύπου, p η τιμή του δικαιώματος 

πώλησης ευρωπαϊκού τύπου, 0S  η τιμή της μετοχής για t=0, K η τιμή εξάσκησης, r 

το συνεχώς ανατοκιζόμενο επιτόκιο δίχως κίνδυνο, Τ ο χρόνος ως τη λήξη του 

δικαιώματος και σ η μεταβλητότητα της υποκείμενης μετοχής. 
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Μία από τις αρχικές υποθέσεις των Black και Scholes αποτελεί η παραδοχή πως η 

υποκείμενη μετοχή δεν πληρώνει κάποιο μέρισμα. Εάν η αρχική αυτή υπόθεση 

χαλαρώσει, το μοντέλο των Black - Scholes - Merton μπορεί να τροποποιηθεί ώστε 

να λαμβάνει υπόψη πιθανά μερίσματα. Για το σκοπό αυτό, η αξία των μερισμάτων D 

προεξοφλείται με το επιτόκιο δίχως κίνδυνο r και εν συνεχεία αφαιρείται από την 

αρχική αξία της μετοχής 0S . Κατ’ αυτόν τον τρόπο αποτιμάται η αξία ενός 

δικαιώματος με υποκείμενη μετοχή που πληρώνει μέρισμα. Συγκεκριμένα, ισχύει: 

 

'

0 0S S D   (3.15) 

 

Κλειστές μορφές τύπων όπως οι (3.13), (3.14) είναι στοιχειώδεις στον 

προγραμματισμό σε υπολογιστή και επιπρόσθετα, ταχύτατες στον υπολογισμό. Ήδη 

από την έναρξη της λειτουργίας του Chicago Board Options Exchange (CBOT), τον 

Απρίλιο του 1973, οι επαγγελματίες των αγορών τους χρησιμοποιούν καθημερινά 

στην πράξη. Οι εξισώσεις των Black – Scholes – Merton αποτελούν μέχρι και σήμερα 

το βασικό μοντέλο τιμολόγησης δικαιωμάτων ευρωπαϊκού τύπου. Παρότι δεν 

μπορούν να χρησιμοποιηθούν αυτούσιοι στην περίπτωση πιο σύνθετων συμβολαίων, 

όπως τα δικαιώματα αμερικάνικου τύπου που εξετάζονται στην παρούσα μελέτη, 

ωστόσο αποτελούν το κοινό σημείο αναφοράς για τη δημιουργία της πλειοψηφίας 

των μοντέλων τιμολόγησης των εν λόγω συμβολαίων. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

ΤΙΜΟΛΟΓΗΣΗ ΔΙΚΑΙΩΜΑΤΩΝ ΠΡΟΑΙΡΕΣΗΣ  

ΑΜΕΡΙΚΑΝΙΚΟΥ ΤΥΠΟΥ 

 

4.1 Βασικά χαρακτηριστικά 

Ο αγοραστής (holder) ενός δικαιώματος ευρωπαϊκού τύπου έχει τη δυνατότητα να το 

εξασκήσει μόνο στη λήξη του, γεγονός που απλουστεύει τη διαδικασία τιμολόγησης.  

Θα πρέπει να υπογραμμιστεί όμως ότι στις αγορές παραγώγων είναι πλέον συνήθης η 

τιμολόγηση των δικαιωμάτων αμερικάνικου τύπου, καθώς πρόκειται για τον 

περισσότερο διαδεδομένο τύπο σύγχρονου δικαιώματος προαίρεσης. Στην περίπτωση 

ενός δικαιώματος αμερικάνικου τύπου, ο αγοραστής μπορεί να εξασκήσει το 

δικαίωμα οποτεδήποτε θελήσει, μέχρι και τη στιγμή της λήξης του, κάτι που 

περιπλέκει την τιμολόγησή του. Βασική διαφοροποίηση της διαδικασίας τιμολόγησης 

των δικαιωμάτων αμερικάνικου τύπου αποτελεί η έμφαση στις χρονικές στιγμές κατά 

τις οποίες η μετοχή διανέμει μέρισμα, καθώς αποτελούν πιθανές βέλτιστες στιγμές 

εξάσκησης του δικαιώματος. 

 

4.2 Οριακές συνθήκες δικαιωμάτων αμερικάνικου τύπου 

 Είναι γνωστό από τη θεωρία ότι οι οριακές συνθήκες ενός δικαιώματος ευρωπαϊκού 

τύπου και ενός αμερικάνικου τύπου είναι ταυτόσημες στη λήξη τους. Συγκεκριμένα 

ισχύει για t=T: 

     ,   ,   max  –  ,  0   c S T C S T S K   (4.1) 

     ,   ,   max  –  ,  0   p S T P S T K S   (4.2) 

όπου C η αξία δικαιώματος αγοράς αμερικάνικου τύπου και P η αξία δικαιώματος 

πώλησης αμερικάνικου τύπου. Επιπλέον, ισχύουν οι συνθήκες: 

 

( , ) max( ,0)C S t S K     (4.3) 
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( , ) max( ,0)P S t K S     (4.4) 

 

Κατά συνέπεια, για να εξασκηθεί ένα δικαίωμα αμερικάνικου τύπου πριν τη 

λήξη του, θα πρέπει τη στιγμή της εξάσκησης η αξία του (που είναι ίση με την αξία 

του αντίστοιχου δικαιώματος ευρωπαϊκού τύπου), να είναι μεγαλύτερη από την 

αναμενόμενη αξία στη λήξη. Αν αντίθετα δε συμβεί κάτι τέτοιο στη διάρκεια ζωής 

του δικαιώματος, σε καμία περίπτωση δε συμφέρει να εξασκηθεί νωρίς. Σύμφωνα με 

τα παραπάνω, προκύπτει η μέγιστη δυνατή αξία του δικαιώματος ανά πάσα στιγμή 

έως και τη λήξη του: 

   ,  max  –  ,  ,    C S t S K c S t     (4.5) 

   , max  –  ,  ,    P S t K S p S t    (4.6) 

 

4.3  Κατηγορίες μοντέλων τιμολόγησης δικαιωμάτων αμερικάνικου 

τύπου 

Τα μοντέλα μέσω των οποίων μπορεί να τιμολογηθεί ένα δικαίωμα αμερικάνικου 

τύπου, μπορούν να ενταχθούν σε δύο ευρύτερες κατηγορίες: 

 

4.3.1 Αριθμητικά μοντέλα (numerical models) 

4.3.2 Αναλυτικά μοντέλα (analytical models) 

 

 

4.3.1  Αριθμητικά μοντέλα 

 

Τα αριθμητικά μοντέλα εφαρμόζουν ένα είδος προσομοίωσης που περιλαμβάνει 

χρονικά βήματα (time-steps), και έχει στόχο την εύρεση της συμπεριφοράς της 

εξεταζόμενης διαδικασίας σε συνάρτηση με το χρόνο. Βασικό χαρακτηριστικό των 

αριθμητικών μοντέλων αποτελεί το γεγονός ότι εάν κατά την εκτέλεση της 

προσομοίωσης χρησιμοποιηθεί ένας ικανός αριθμός χρονικών βημάτων N, τότε η 

τιμή που προκύπτει από το μοντέλο συγκλίνει στην πραγματική τιμή του δικαιώματος 

(Amin και Khanna ,1994) [1]. Η συγκεκριμένη ιδιότητα προσδίδει τη μέγιστη δυνατή 
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ακρίβεια στα μοντέλα της κατηγορίας αυτής, εφόσον υπάρχει η δυνατότητα να 

χρησιμοποιηθεί ο απαιτούμενος αριθμός Ν. Από την άλλη πλευρά, για να 

πραγματοποιηθεί μία πλήρης σύγκλιση θεωρητικά απαιτείται να ισχύει N  , ενώ 

στην πράξη χρησιμοποιείται ένας πολύ μεγάλος αριθμός χρονικών βημάτων 

(συνήθως 10.000 ), γεγονός το οποίο απαιτεί πολύ υπολογιστικό χρόνο. Εν τούτοις, 

στον κλάδο των αποτίμησης δικαιωμάτων προαίρεσης, αποδεικνύεται ότι δεν 

απαιτείται να επιτευχθεί απόλυτη σύγκλιση. Καθώς οι υποδιαιρέσεις των νομισμάτων 

φτάνουν μέχρι και το δεύτερο δεκαδικό ψηφίο, αρκεί η ακριβής προσέγγιση του 

συγκεκριμένου ψηφίου από το αριθμητικό μοντέλο ώστε η αποτίμηση να κρίνεται 

επαρκώς ικανοποιητική. Για το λόγο αυτό, η επιλογή του αριθμού χρονικών βημάτων 

Ν πραγματοποιείται λαμβάνοντας υπόψη την αναμενόμενη ταχύτητα και 

αποτελεσματικότητα του μοντέλου. 

Τα δημοφιλέστερα αριθμητικά μοντέλα στο πεδίο της τιμολόγησης 

δικαιωμάτων αμερικάνικου τύπου θεωρούνται αυτά των διωνυμικών δέντρων 

(binomial trees) και των τριωνυμικών δέντρων (trinomial trees), τα οποία και 

εξετάζονται στην παρούσα μελέτη. Αρκετά διαδεδομένες είναι επίσης και οι μέθοδοι 

των πεπερασμένων διαφορών (finite difference methods). Οι εν λόγω μέθοδοι 

αποτιμούν ένα δικαίωμα προαίρεσης, λύνοντας τη διαφορική εξίσωση (συνεχούς 

χρόνου), που περιγράφει τον τρόπο κατά τον οποίο μεταβάλλεται η τιμή του 

δικαιώματος. Η διαφορική εξίσωση συνεχούς χρόνου μετατρέπεται σε ένα σύνολο 

διαφορικών εξισώσεων (διακριτού χρόνου), οι οποίες στη συνέχεια λύνονται 

διαδοχικά, ώστε να υπολογίσουν την τιμή του δικαιώματος. Ενώ η  φιλοσοφία των 

μεθόδων των διωνυμικών και τριωνυμικών δέντρων και των μεθόδων των 

πεπερασμένων διαφορών είναι παρεμφερής, η εφαρμογή των δέντρων στην 

περίπτωση των δικαιωμάτων αμερικάνικου τύπου είναι αρκετά πιο απλή και για το 

λόγο αυτό περισσότερο διαδεδομένη στην πράξη. Για να εξασφαλιστεί ένας υψηλός 

βαθμός ακρίβειας στην εκτέλεση των μεθόδων των πεπερασμένων διαφορών, είναι 

απαραίτητο να διαχωριστούν οι διαστάσεις της τιμής της υποκείμενης μετοχής και 

του χρόνου σε ένα ικανοποιητικό ‘πλέγμα’, και να απαριθμηθεί κάθε πιθανό μονοπάτι 

που θα μπορούσε να ακολουθήσει η τιμή του δικαιώματος μέχρι και τη λήξη του. 

Μερικές από τις συνηθέστερες μεθόδους πεπερασμένων διαφορών είναι η 

υπονοούμενη μέθοδος (implicit method), η ρητή μέθοδος (explicit method) και η 

μέθοδος Crank – Nicolson. 
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 Ένα διαφορετικό είδος αριθμητικού μοντέλου είναι η προσομοίωση Monte – 

Carlo. Σύμφωνα με τον Hull [(3),p.420], η προσομοίωση Monte – Carlo έχει το 

πλεονέκτημα ότι μπορεί να χρησιμοποιηθεί τόσο στις περιπτώσεις κατά τις οποίες η 

αποπληρωμή (payoff) του δικαιώματος εξαρτάται από το μονοπάτι που ακολουθεί η 

τιμή της υποκείμενης μεταβλητής S (path - dependent), όσο και στις περιπτώσεις 

κατά τις οποίες η αποπληρωμή εξαρτάται μόνο από την τελική αξία της S . Επιπλέον, 

η χρήση της μπορεί να επεκταθεί και σε αποτίμηση δικαιωμάτων των οποίων η 

αποπληρωμή εξαρτάται από πολλές υποκείμενες μεταβλητές. Ωστόσο, η 

προσομοίωση Monte – Carlo αποδεικνύεται υπολογιστικά πολύ χρονοβόρα και δεν 

μπορεί να χρησιμοποιηθεί εύκολα στις περιπτώσεις δικαιωμάτων που περικλείουν τη 

δυνατότητα νωρίτερης εξάσκησης. Tα τελευταία χρόνια έχουν υπάρξει κάποιες 

προτάσεις για την εφαρμογή της Monte – Carlo και στα δικαιώματα αμερικάνικου 

τύπου, με πιο γνωστή τη μελέτη των Longstaff και Schwartz (2001) [16], η οποία 

βασίζεται σε μία παλινδρόμηση που ενσωματώνει τη μέθοδο των ελαχίστων 

τετραγώνων (least – squares approach).  

 

  

4.3.2 Αναλυτικά μοντέλα 

 

Τα αναλυτικά μοντέλα χρησιμοποιούν κλειστές μορφές τύπων για την αποτίμηση του 

δικαιώματος. Σε αντίθεση με τα αριθμητικά μοντέλα, αποδεικνύεται ότι τα αναλυτικά 

δε συγκλίνουν στην πραγματική τιμή του δικαιώματος στην περίπτωση της 

αποτίμησης δικαιωμάτων αμερικάνικου τύπου. Σύμφωνα με τη βιβλιογραφία, εάν η 

προσέγγιση της πραγματικής τιμής του δικαιώματος είναι αρκούντως ικανοποιητική, 

τότε η υπολογιστική ταχύτητα των αναλυτικών μοντέλων είναι πιθανό να αποτελέσει 

πλεονέκτημα σε συνθήκες όπου ο διαθέσιμος χρόνος για την τιμολόγηση ενός 

μεγάλου συνόλου δικαιωμάτων είναι περιορισμένος [3]. 

Διαδεδομένα μοντέλα αυτού του είδους για την αποτίμηση δικαιωμάτων 

αμερικάνικου τύπου είναι η δευτεροβάθμια προσέγγιση (quadratic approximation) 

των Barone-Adesi και Whaley (1987) [3], καθώς και η τροποποιημένη προσέγγιση 

των Bjerksund και Stensland (2002) [9]. Οι δυνατότητες τιμολόγησης των  

προαναφερθέντων αναλυτικών μοντέλων εξετάζονται στην παρούσα μελέτη.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

ΔΙΩΝΥΜΙΚΑ ΔΕΝΤΡΑ 

 

 

5.1 Το μοντέλο των Cox, Ross και Rubinstein 

 

Μία από τις πλέον διαδεδομένες μεθόδους τιμολόγησης δικαιωμάτων αμερικάνικου 

τύπου περιγράφεται στο εξαιρετικό άρθρο των John Cox, Stephen Ross και Mark 

Rubinstein ‘Option pricing: A simplified approach’ (1979). Η βασική ιδέα είναι η 

κατασκευή ενός «δέντρου», τις διακλαδώσεις του οποίου αποτελούν τα διαφορετικά 

πιθανά μονοπάτια που θα μπορούσε να ακολουθήσει η τιμή της υποκείμενης μετοχής 

κατά τη διάρκεια της ζωής του δικαιώματος. Η κύρια αρχική υπόθεση πίσω από την 

τεχνική αυτή είναι ότι η τιμή της μετοχής ακολουθεί έναν τυχαίο περίπατο. 

 

 

5.2 Κατασκευή του διωνυμικού δέντρου 

 

Σε κάθε χρονικό βήμα Δt, η τιμή της μετοχής S δύναται είτε να αυξηθεί κατά ένα 

σταθερό παράγοντα u, είτε να μειωθεί κατά ένα σταθερό παράγοντα d. Κατά 

συνέπεια, στην επόμενη περίοδο η τιμή της μετοχής θα είναι είτε uS S u   , είτε

dS S d   . Η πιθανότητα μίας ανοδικής κίνησης είναι ίση με p, ενώ η πιθανότητα 

μίας καθοδικής κίνησης είναι ίση με 1-p. Διαγραμματικά: 

 

Διάγραμμα 5.1: Διωνυμικό δέντρο με τις δυνατές κινήσεις της τιμής της υποκείμενης 

μετοχής σε χρόνο Δt. 
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Σε ένα περιβάλλον ουδετερότητας ως προς τον κίνδυνο (risk-neutral), θα πρέπει να 

ισχύει: 

 

( ) (1 )r q t

uSe pS p Sd    
 
(5.1) 

ή 

( ) (1 )r q t

ue pS p d    
 
(5.2) 

 

Όπου q η μερισματική απόδοση της μετοχής. Καθώς η μεταβλητότητα της 

ποσοστιαίας μεταβολής της τιμής της μετοχής εντός του χρονικού διαστήματος Δt 

είναι ίση με: 

 

2V t   (5.3) 

 

κατά συνέπεια: 

 

2 2 2( ) 2(1 ) r q tpu p d e t       (5.4) 

 

Μέσω της (5.2), η (5.4) γίνεται: 

 

( ) 2( ) 2( )r q t r q te u d ud e t       
 (5.5) 

 

Σύμφωνα με τους Cox,Ross και Rubinstein:  

 

1
u

d
   (5.6) 

 

Από την (5.6) γίνεται πλέον φανερή η εξομοίωση του αποτελέσματος μίας ανοδικής 

πορείας ακολουθούμενης από καθοδική με αυτό μίας καθοδικής πορείας 

ακολουθούμενης από μία ανοδική. Λύνοντας τις (5.2),(5.5) και (5.6),τελικά 

προκύπτουν οι όροι p,u και d. Ειδικότερα,η πιθανότητα της αύξησης p είναι ίση με: 

 

( )r q te d
p

u d

  



  (5.7) 
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Οι παράγοντες u και d αντίστοιχα είναι: 

 

tu e   και  
td e    (5.8) 

 

 

Στη συνέχεια υπολογίζεται η τιμή της υποκείμενης μετοχής σε κάθε κόμβο του 

διωνυμικού δέντρου. Έστω ότι η ζωή ενός δικαιώματος χωρίζεται σε 
T

N
t




χρονικά 

βήματα και με ( , )i j συμβολίζεται ο j-στος κόμβος στο χρόνο i t , όπου 0 i N  και 

0 j i  . Με δεδομένο ότι η αρχική τιμή της μετοχής όπου Τ=0 είναι γνωστή, 

ισοδύναμα για την τιμή της μετοχής στον εκάστοτε κόμβο προκύπτει: 

 

0 , 0,1,...,j i j

tS S u d j i 
 
(5.9) 

Η αξία του δικαιώματος στους τελικούς κόμβους είναι η εσωτερική του αξία 

(intrinsic value), και υπολογίζεται βάσει της (4.1) για δικαίωμα αγοράς και της (4.2) 

για δικαίωμα πώλησης. Η διαδικασία που ακολουθείται μέχρι αυτό το σημείο είναι 

όμοια για δικαιώματα ευρωπαϊκού και αμερικάνικου τύπου, καθώς στους τελικούς 

κόμβους η αξία τους ταυτίζεται. 

   

 

5.3 Οπισθογενής επαγωγή 

Το τελευταίο στάδιο της τεχνικής των διωνυμικών δέντρων βασίζεται σε μία 

αντίστροφη διαδικασία που είναι γνωστή στη βιβλιογραφία ως οπισθογενής επαγωγή 

(backwards induction), διαδικασία που σκοπό έχει την εύρεση της βέλτιστης λύσης 

σε κάθε πιθανό χρονικό σημείο. Από την αξία του δικαιώματος στους τελικούς 

κόμβους προκύπτει, βήμα προς βήμα, η αξία του δικαιώματος στους αμέσως 

προηγούμενους κόμβους. Η τιμολόγηση του δικαιώματος στον αρχικό κόμβο (Τ=0), 

πραγματοποιείται αφού έχει προηγηθεί ο υπολογισμός των τιμών για το σύνολο των 

κόμβων.  
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5.4 Δικαίωμα ευρωπαϊκού τύπου 

Η οπισθογενής επαγωγή για την τιμολόγηση ενός δικαιώματος ευρωπαϊκού τύπου 

είναι αρκετά απλή, δεδομένου ότι το δικαίωμα μπορεί να εξασκηθεί μόνο στη λήξη. 

Η αξία στον κόμβο i,j για ένα δικαίωμα αγοράς υπολογίζεται ως εξής: 

, 1, 1 1,[ (1 ) ]r t

i j i j i jc e pc p c 

    
 
(5.10) 

Ενώ η αξία του αντίστοιχου δικαιώματος πώλησης είναι: 

, 1, 1 1,[ (1 ) ]r t

i j i j i jP e pP p P 

    
 
(5.11) 

 

5.5 Δικαίωμα αμερικάνικου τύπου 

Στην περίπτωση των δικαιωμάτων αμερικάνικου τύπου, η τελική διαδικασία είναι 

κάπως πιο περίπλοκη, καθώς θα πρέπει σε κάθε κόμβο να λαμβάνεται υπόψη και η 

δυνατότητα της νωρίτερης εξάσκησης. Συνεπώς, είναι απαραίτητο σε κάθε κόμβο να 

πραγματοποιείται μία σύγκριση μεταξύ της αξίας που προκύπτει από το διωνυμικό 

δέντρο και της εσωτερικής αξίας του δικαιώματος. Ειδικότερα, στην περίπτωση ενός 

δικαιώματος αγοράς αμερικάνικου τύπου: 

, 0 1, 1 1,max{ , [ (1 ) ]}j i j r t

i j i j i jC S u d K e pC p C  

     
 
(5.12) 

Ενώ για δικαίωμα πώλησης ισχύει: 

, 0 1, 1 1,* max{ , [ * (1 ) * ]}j i j r t

i j i j i jP K S u d e pP p P  

       (5.13) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

ΤΡΙΩΝΥΜΙΚΑ ΔΕΝΤΡΑ 

 

6.1 Εισαγωγικά 

 

Η μέθοδος των τριωνυμικών δέντρων εμφανίζεται στη βιβλιογραφία για πρώτη φορά 

από τον Boyle (1986) [10]. Η διαδικασία που ακολουθείται για την τιμολόγηση είναι 

εξαιρετικά παρεμφερής με τη μέθοδο των διωνυμικών δέντρων. Η ουσιαστική 

διαφορά μεταξύ των δύο μεθόδων είναι ότι στην περίπτωση των τριωνυμικών 

δέντρων, η τιμή της υποκείμενης μεταβλητής μπορεί να κινηθεί από τον κάθε κόμβο 

προς τρεις κατευθύνσεις, ενώ για τα διωνυμικά δέντρα οι πιθανές κατευθύνσεις της 

υποκείμενης μεταβλητής είναι δύο. 

 

 

6.2 Κατασκευή του τριωνυμικού δέντρου 

 

Το τριωνυμικό δέντρο είναι μία προσαρμοσμένη εκδοχή του διωνυμικού. Η αρχική 

υπόθεση στην περίπτωση των τριωνυμικών δέντρων είναι ότι εκτός της πιθανότητας 

ανόδου και της πιθανότητας καθόδου της τιμής της υποκείμενης μετοχής, εδώ 

υφίσταται και μία τρίτη πιθανότητα: η τιμή της υποκείμενης μετοχής να παραμείνει 

σταθερή. Διαγραμματικά: 

 

 

Διάγραμμα 6.1: Τριωνυμικό δέντρο με τις δυνατές κινήσεις της τιμής της 

υποκείμενης μετοχής σε χρόνο Δt  
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Στη βιβλιογραφία έχουν προταθεί αρκετοί διαφορετικοί τρόποι για την κατασκευή 

ενός τριωνυμικού δέντρου. Στην παρούσα μελέτη θα χρησιμοποιηθεί το πρωτότυπο 

μοντέλο που προτείνει ο Boyle [10]. Σε αναλογία με το μοντέλο των Cox, Ross και 

Rubinstein, οι παράμετροι του Boyle έχουν ως εξής: 

 

Τα πιθανά άλματα u και d είναι: 

 

2 tu e  και 2 1td e
u

    (6.1) 

 

ενώ για το μεσαίο πιθανό μονοπάτι ισχύει 1m  . Οι πιθανότητες μίας ανοδικής 

κίνησης και μίας καθοδικής κίνησης αντίστοιχα είναι: 

2

( )
22

2 2

tt
r q

u t t

e e
p

e e



 




 


 
 

  
  

   (6.2) 

2

( )
2 2

2 2

t t
r q

d t t

e e
p

e e



 

 


 


 
 

  
  

   (6.3) 

 

Και η πιθανότητα της οριζόντιας κίνησης είναι: 

 

1m u dp p p      (6.4) 

 

 

6.3 Αποτίμηση δικαιώματος αμερικάνικου τύπου 

 

Η τελική αποτίμηση του δικαιώματος πραγματοποιείται με τη μέθοδο της 

οπισθογενούς επαγωγής, αφού αρχικά έχει υπολογιστεί η αξία του δικαιώματος στους 

τελικούς κόμβους του τριωνυμικού δέντρου (εσωτερική αξία), μέσω των εξισώσεων 

(4.1) και (4.2). Η αξία του δικαιώματος αγοράς αμερικάνικου τύπου υπολογίζεται σε 

κάθε κόμβο ως εξής: 
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 max(0, ) max(0, )

, 0 2, 2 1, 1 1,max{ , [ ]}j i i j r t

i j u i j m i j d i jC S u d K e p C p C p C   

         (6.5) 

 

Ενώ για δικαίωμα πώλησης ισχύει: 

 

max(0, ) max(0, )

, 0 2, 2 1, 1 1,* max{ , [ * * * ]}j i i j r t

i j u i j m i j d i jP K S u d e p P p P p P   

         

(6.6) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 

ΑΝΑΛΥΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ 

 

 

 

7.1 Η δευτεροβάθμια προσέγγιση (Barone-Adesi και Whaley) 

 

Οι Barone-Adesi και Whaley [3], με βάση τη θεωρία των Black – Scholes – Merton 

για δικαιώματα ευρωπαϊκού τύπου, δημιούργησαν το 1987 ένα αναλυτικό μοντέλο 

για την αποτίμηση δικαιωμάτων αμερικάνικου τύπου. Ουσιαστικά, το δικαίωμα 

τιμολογείται ως ευρωπαϊκού τύπου, προσαρμοσμένο σε εξάσκηση νωρίτερη της 

λήξης του. Συγκεκριμένα, το εν λόγω μοντέλο διαχωρίζει την αξία του δικαιώματος 

αμερικάνικου τύπου σε δύο μέρη. Το πρώτο αποτελείται από την αξία του 

αντίστοιχου δικαιώματος ευρωπαϊκού τύπου σύμφωνα με τους κλειστούς τύπους των 

Black – Scholes – Merton.  Το δεύτερο αποτελείται από την αξία της νωρίτερης 

εξάσκησης που προκύπτει σύμφωνα με μία μερική διαφορική εξίσωση, την οποία οι 

Barone-Adesi και Whaley προσεγγίζουν μέσω μίας δευτεροβάθμιας εξίσωσης. Η 

αναλυτική προσέγγιση που προτείνεται για την αποτίμηση δικαιωμάτων 

αμερικάνικου τύπου, γνωστή και ως δευτεροβάθμια προσέγγιση(quadratic 

approximation), λόγω του τρόπου προσέγγισης της μερικής διαφορικής εξίσωσης, 

είναι η ακόλουθη: 

Έστω η διαφορά μεταξύ της τιμής ενός δικαιώματος αμερικάνικου τύπου και ενός 

δικαιώματος ευρωπαϊκού τύπου είναι v. Καθώς οι τιμές και των δύο δικαιωμάτων 

ικανοποιούν τη διαφορική εξίσωση των Black – Scholes – Merton, το ίδιο ισχύει για 

τη μεταβλητή v. Κατά συνέπεια, εάν η μερισματική απόδοση της υποκείμενης 

μετοχής είναι q, η διαφορική εξίσωση (3.10) γίνεται:  

2
2 2

2

1
( )

2

v v v
r q S S rv

t S S


  
   

  
  (7.1) 

Έστω:  

( ) ( , )v h g S h   (7.2) 
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Θέτοντας: 

T t     (7.3.1), ( ) 1 rh e      (7.3.2), 
2

2r



  (7.3.3) και  

2

2( )r q





  (7.3.4) 

(7.3) 

 

Μέσω των (7.2) και (7.3), η διαφορική εξίσωση (7.1) μετατρέπεται σε: 

2
2

2
(1 ) 0

g g a g
S S g h a

S S h h


  
    

  
   (7.4) 

Όταν η τιμή του τ είναι μεγάλη, τότε ισχύει 1 0h  ,  ενώ όταν ισχύει το αντίθετο, 

τότε 0
g

h





 . Κατ’ επέκταση, σε κάθε περίπτωση θεωρείται από τους Barone-Adesi 

και Whaley ότι (1 ) 0
g

h a
h


 


. Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, η (7.4) 

απλοποιείται ως εξής: 

2
2

2
0

g g a
S S g

S S h


 
  

 
  (7.5) 

 

Έστω: 

2

1

4
( 1) ( 1)

2

h


 



 
     
      

2

2

4
( 1) ( 1)

2

h


 



 
     
      

 ( )

1 1

1

**
1 [ ( **)]q T tS

A e N d S


  
    

 
    

 ( )

2 1

2

*
1 [ ( *)]q T tS

A e N d S


  
  
 
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 
2

1

ln
2

( )

S
r q T t

K
d S

T t





  
     

   


    

 

Όπου S* είναι η κρίσιμη τιμή της μετοχής, πάνω από την οποία το δικαίωμα πρέπει 

να εξασκηθεί, ενώ S** είναι η κρίσιμη τιμή της μετοχής, κάτω από την οποία το 

δικαίωμα πρέπει να εξασκηθεί. Λύνοντας τη διαφορική εξίσωση (7.5) με βάση τις 

οριακές συνθήκες του κάθε δικαιώματος, προκύπτει η τιμή του αντίστοιχου 

δικαιώματος ως εξής: 

Η αξία ενός δικαιώματος αγοράς είναι, εάν *S S  : 

2

2( , ) ( , )
*

S
C S t c S t A

S


 

   
 

   (7.6) 

Εάν *S S : 

( , )C S t S K     (7.7) 

Η τιμή της S* υπολογίζεται με τη διαδοχική επίλυση της εξίσωσης: 

 ( )

1

2

*
* ( *, ) 1 [ ( *)]q T t S

S K c S t e N d S


        (7.8) 

Η επίλυση της (7.8) στην πράξη πραγματοποιείται  με τη μέθοδο Newton – Raphson.  

Αντίστοιχα, για ένα δικαίωμα πώλησης και εάν ισχύει **S S  : 

1

1( , ) ( , )
**

S
P S t p S t A

S


 

   
 

   (7.9) 

Εάν **S S  : 

( , )P S t K S     (7.10) 

Η τιμή της S** υπολογίζεται με τη διαδοχική επίλυση της εξίσωσης: 
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 ( )

1

1

**
** ( **, ) 1 [ ( **)]q T t S

K S p S t e N d S


     

   (7.11) 

Όπως και στην αντίστοιχη εξίσωση(7.8) ,η επίλυση πραγματοποιείται με τη βοήθεια 

της μεθόδου Newton – Raphson.  
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7.2 H τροποποιημένη προσέγγιση των Bjerksund και Stensland(2002) 

 

7.2.1 Δικαίωμα αγοράς 

 

H τροποποιημένη προσέγγιση των Bjerksund και Stensland (2002) [9] είναι 

πιθανότατα το πλέον διαδεδομένο στην πράξη, σύγχρονο αναλυτικό μοντέλο 

αποτίμησης δικαιωμάτων αμερικάνικου τύπου. Η μεθοδολογία της βασίζεται στην 

προγενέστερη έκδοση του μοντέλου των Bjerksund και Stensland (1993) [7]. Η 

κυριότερη διαφοροποίηση της έκδοσης του 2002 είναι η ύπαρξη ενός δεύτερου ορίου 

εξάσκησης, σε αντίθεση με την προηγούμενη έκδοση, η οποία περιελάμβανε ένα 

μοναδικό επίπεδο όριο νωρίτερης εξάσκησης. Αναλυτικά: 

Ο χρόνος μέχρι τη λήξη του δικαιώματος, Τ , διαχωρίζεται σε δύο 

υποπεριόδους (0, t) και (t, T) , καθεμία από τις οποίες έχει ένα επίπεδο όριο 

νωρίτερης εξάσκησης (flat early exercise boundary). O χρόνος [0, ]t T  τίθεται ίσος 

με:  

 1
5 1

2
t T    (7.12) 

Οι δύο οριακές αξίες ορίζονται ως εξής: 

TX X  και  T tx X     (7.13) 

Θέτοντας: 

 ( )

0 0( ) 1 h T

TX B B B e       (7.14) 

 
2

0 0

( ) 2
( )

K
h T bT T

B B B




 
    

 
   (7.15) 

1
B K




 


  (7.16) 

0 max ,
r

B K K
r b

  
   

  
   (7.17) 
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Η προσέγγιση της τιμής ενός δικαιώματος αγοράς είναι η εξής: 

( ) ( ) ( , | , , )C a X S a X S t X X     

( , |1, , ) ( , |1, , )S t X X S t x X    

( , | 0, , ) ( , | 0, , )K S t X X K S t x X    

( ) ( , | , , ) ( ) ( , | , , , , )a x S t x X a x S T x X x t      

( , |1, , , , ) ( , |1, , , , )S T x X x t S T K X x t   

( , | 0, , , , ) ( , | 0, , , , )K S T x X x t K S T K X x t      (7.18) 

Όπου: 

( ) ( )a X X K X      (7.19) 

2

2 2 2

1 1
2

2 2

b b r


  

   
       
   

   (7.20) 

 

Η συνάρτηση φ είναι: 

( , | , , )S T H X    

2
22 11

lnln
( ) 22T

XS
b Tb T

SHH X
e S N N

ST T



 

  

 

            
               

                                 

 (7.21) 

Ενώ η συνάρτηση Ψ προκύπτει ως εξής: 

( , | , , , , )S T H X x t   

Te S    

1 1 2 2 3, 3 4, 4, ; , ; ; ;
t x t x t x t

M d D M d D M d D M d D
T S T S T X T

                
                                       

(7.22) 

 



36 

 

Όπου: 

21
( 1)

2
r b           (7.23) 

2

2
(2 1)

b
 


       (7.24) 

Με ( , ; )M    συμβολίζεται η συνάρτηση της ανηγμένης διμεταβλητής κανονικής 

κατανομής (standard bivariate normal distribution function) και 
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7.2.2 Δικαίωμα πώλησης 

 

Σύμφωνα με τους Bjerksund και Stensland [7], το πρόβλημα της βέλτιστης παύσης 

(optimal stopping problem) ενός δικαιώματος αγοράς αμερικάνικου τύπου, μπορεί να 

μετασχηματιστεί σε ένα συμμετρικό πρόβλημα δικαιώματος πώλησης αμερικάνικου 

τύπου (ισχύει και το αντίστροφο). Συγκεκριμένα, η αξία ενός δικαιώματος πώλησης 

αμερικάνικου τύπου με τρέχουσα αξία υποκείμενης μετοχής S, τιμή εξάσκησης Κ και 

χρόνο έως τη λήξη Τ, ισούται με την αξία ενός δικαιώματος αγοράς αμερικάνικου 

τύπου με τιμή εξάσκησης S και χρόνο έως τη λήξη Τ, τρέχουσα αξία υποκείμενης 

μετοχής Κ, κόστος διακράτησης –b και μεταβλητότητα σ, εντός ενός οικονομικού 

περιβάλλοντος με επιτόκιο δίχως κίνδυνο ίσο με r – b. Ο μετασχηματισμός αγοράς - 

πώλησης έχει ως εξής: 

 

( , , , , , ) ( , , , , , )P S K T r b C K S T r b b       (7.22) 

 

Συνεπώς, για τον υπολογισμό της αξίας ενός δικαιώματος πώλησης αμερικάνικου 

τύπου, αρκεί η εύρεση της αξίας του δικαιώματος αγοράς αμερικάνικου τύπου που 

αντιστοιχεί στην εξίσωση (7.22), και στη συνέχεια ο μετασχηματισμός της στην αξία 

του δικαιώματος πώλησης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8 

 

ΣΥΓΚΡΙΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΜΟΝΤΕΛΩΝ  

 

 

 

8.1 Εισαγωγικά 

 
Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται μία εμπεριστατωμένη συγκριτική ανάλυση της 

ακρίβειας των αποτελεσμάτων και της υπολογιστικής ταχύτητας τεσσάρων 

διαδεδομένων στην πράξη μοντέλων τιμολόγησης δικαιωμάτων αμερικάνικου τύπου. 

Τα μοντέλα που συγκρίνονται είναι το αριθμητικό μοντέλο των διωνυμικών δέντρων 

(Cox, Ross και Rubinstein) με 400N   χρονικά βήματα, το αριθμητικό μοντέλο των 

τριωνυμικών δέντρων (Boyle) με 400N   χρονικά βήματα, το αναλυτικό μοντέλο 

της δευτεροβάθμιας προσέγγισης (Barone-Adesi και Whaley) και το τροποποιημένο 

αναλυτικό μοντέλο των Bjerksund και Stensland (2002). 

Η αποτελεσματικότητα και η ταχύτητα είναι πρωταρχικής σημασίας για την 

αξιολόγηση ενός μοντέλου και αποτελούν τους παράγοντες που θα πρέπει να 

εξετάζονται πρώτοι στην περίπτωση των δικαιωμάτων αμερικάνικου τύπου. Για το 

λόγο αυτό, τα αποτελέσματα της σύγκρισης που παρουσιάζεται εδώ αφορούν τους 

δύο προαναφερθέντες παράγοντες. Εν τούτοις, για την πλήρη εκτίμηση των 

χαρακτηριστικών του εκάστοτε μοντέλου, ο αναλυτής οφείλει να λαμβάνει υπόψη 

του όλες τις πιθανές παραμέτρους που αποδεικνύονται σημαντικές σε κάθε 

περίπτωση τιμολόγησης. Επιπρόσθετες δυνητικές παράμετρους θα μπορούσαν να 

αποτελέσουν η προγραμματιστική απλότητα της εφαρμογής, η ευκολία προσαρμογής 

σε διαφορετικούς τύπους δικαιωμάτων, η διαθεσιμότητα των απαραίτητων 

πληροφοριών κ.ά.  
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8.2 Μεθοδολογία 

 
Oι αληθινές τιμές των δικαιωμάτων προαίρεσης αμερικάνικου τύπου είναι δυνατό να 

προσεγγιστούν στο μέγιστο βαθμό μέσω ενός συγκλίνοντος (αριθμητικού) μοντέλου. 

Αν και θεωρητικά τα χρονικά βημάτα 
T

t
 πρέπει να είναι άπειρα για να επιτευχθεί 

πλήρης σύγκλιση (σε συνεχή χρόνο), στην πράξη και κατά τη μετάβαση σε διακριτό 

χρόνο, χρησιμοποιείται ένας ικανοποιητικά μεγάλος αριθμός βημάτων, ώστε να 

προσεγγίζεται η πραγματική τιμή(Amin και Khanna ,1994) [1]). Στην παρούσα 

εργασία, ως πραγματική τιμή του δικαιώματος λαμβάνεται η μοντελοποιημένη τιμή 

που προκύπτει από την κλασική μέθοδο των διωνυμικών δέντρων (Cox, Ross και 

Rubinstein) με Ν=10.000. Για την ορθότερη δυνατή αξιολόγηση των τελικών 

αποτελεσμάτων, χρησιμοποιήθηκε ένα ικανό εύρος διάρκειας ζωής των δικαιωμάτων 

προαίρεσης αγοράς και πώλησης αμερικάνικου τύπου. Συγκεκριμένα, 

μοντελοποιήθηκαν τιμές για δικαιώματα μικρής διάρκειας ζωής (3 μήνες), μεσαίας 

διάρκειας ζωής (6 μήνες) και μεγάλης διάρκειας ζωής (3 έτη). Επιπρόσθετα, για την 

πληρέστερη ενσωμάτωση του συνόλου των λοιπών κύριων χαρακτηριστικών ενός 

δικαιώματος κατά τη μοντελοποίηση, έχουν χρησιμοποιηθεί τρεις διαφορετικές 

σειρές παραμέτρων τιμολόγησης. Η πρώτη περιλαμβάνει δικαιώματα με 

μεταβλητότητα της υποκείμενης μετοχής 20%  , συνεχή μερισματική απόδοση της 

υποκείμενης μετοχής 7%q   και επιτόκιο δίχως κίνδυνο 3%r  . Στη δεύτερη σειρά 

οι αντίστοιχες παράμετροι είναι ίσες με 40%  , 7%q   και 3%r  , ενώ στην 

τρίτη 30%  , 3%q   και 7%r  . Η τιμή εξάσκησης είναι σταθερή και ίση με 

100€K  . Η τιμολόγηση πραγματοποιείται διαδοχικά με πέντε διαφορετικές τιμές 

υποκείμενης μετοχής δικαιώματος. Οι εν λόγω τιμές καλύπτουν δικαιώματα εντός 

χρηματικού ισοδύναμου (in the money), στο χρηματικό ισοδύναμο (at the money) και 

εκτός χρηματικού ισοδύναμου (out of the money), και έχουν τεθεί ίσες με 

80,90,100,110 και 120€.  Οι υπολογισμοί πραγματοποιήθηκαν σε επεξεργαστή Intel 

Celeron 1,8GHz, με τη χρήση του προγράμματος Matlab R2011a. Η ακρίβεια του 

συνόλου των υπολογισμών είναι τετάρτου δεκαδικού ψηφίου. 
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8.3 Δείκτες Σφάλματος 

 
Οι δείκτες σφάλματος που χρησιμοποιούνται στην παρούσα συγκριτική ανάλυση 

είναι οι εξής: 

 

Ρίζα μέσου τετραγωνικού σφάλματος (RMSE – Root Mean Square Error) 

 
2

1

1 n

t t

t

RMSE A F
n 

 
 

 

Μέσο απόλυτο ποσοστιαίο σφάλμα (MAPE – Mean Absolut Percentage Error) 

1

100% n
t t

t t

A F
MAPE

n A


   

Όπου tA  η πραγματική τιμή και tF  η τιμή της πρόβλεψης (μοντελοποιημένη τιμή). Ο 

δείκτης της ρίζας μέσου τετραγωνικού σφάλματος (στο εξής RMSE), απεικονίζει τη 

συνολική ακρίβεια της τιμολόγησης, ενώ ο δείκτης του μέσου απόλυτου ποσοστιαίου 

σφάλματος (στο εξής MAPE), απεικονίζει το μέγιστο πιθανό σφάλμα της 

τιμολόγησης. Ειδικότερα, η χρήση του δείκτη MAPE αποδείχτηκε η βέλτιστη επιλογή 

για τους σκοπούς της παρούσας εργασίας, καθώς δεν απαιτούνται περαιτέρω 

υπολογισμοί για την αξιολόγηση της ακρίβειας της μοντελοποίησης. Επιπρόσθετα, 

καθώς η μορφή του MAPE εμφανίζεται σε ποσοστό, είναι περισσότερο κατανοητή. 
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8.4 Υπολογιστικά αποτελέσματα 

Τα αποτελέσματα της μοντελοποίησης παρουσιάζονται αναλυτικά στους ακόλουθους 

πίνακες (1-7).  

 

 

Διωνυμικό  Τριωνυμικό  Quadratic BJS 2002 

0,067 δευτ./δικαίωμα 0,093 δευτ./δικαίωμα 0,0017 δευτ./δικαίωμα 0,085 δευτ./δικαίωμα  

 

Πίνακας 1. Μέση χρονική διάρκεια τιμολόγησης δικαιώματος / μοντέλο για το 

σύνολο των υπολογισμών 
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Παράμετροι Τιμή μετοχής 
Πραγματική 

τιμή  Διωνυμικό  Τριωνυμικό  Quadratic BJS 2002 

Κ=100 80 0,0297 0,0296 0,0297 0,0320 0,0295 

r=0,03 90 0,5863 0,5872 0,5860 0,5932 0,5810 

σ=0,2 100 3,5539 3,5526 3,5531 3,5487 3,5283 

q=0,07 110 10,3968 10,3977 10,3969 10,3500 10,3695 

T=0,25 120 20,0000 20,0000 20,0000 20,0000 20,0000 

  MAPE   0,1071% 0,0149% 1,9035% 0,5121% 

  RMSE   0,0008 0,0004 0,0213 0,0169 

              

Κ=100 80 1,0669 1,0663 1,0670 1,0738 1,0627 

r=0,03 90 3,3037 3,3056 3,3053 3,3093 3,2919 

σ=0,4 100 7,4729 7,4696 7,4711 7,4666 7,4520 

q=0,07 110 13,6257 13,6279 13,6266 13,5922 13,5979 

T=0,25 120 21,4075 21,4070 21,4066 21,3409 21,3709 

  MAPE   0,0353% 0,0185% 0,2915% 0,2811% 

  RMSE   0,0020 0,0012 0,0337 0,0233 

              

Κ=100 80 0,4629 0,4618 0,4620 0,4629 0,4629 

r=0,07 90 2,2323 2,2293 2,2312 2,2322 2,2322 

σ=0,3 100 6,4111 6,4075 6,4094 6,4112 6,4112 

q=0,03 110 13,1215 13,1236 13,1199 13,1215 13,1215 

T=0,25 120 21,6040 21,6032 21,6038 21,6041 21,6040 

  MAPE   0,0896% 0,0567% 0,0013% 0,0012% 

  RMSE   0,0024 0,0012 0,0001 0,0001 

 

Πίνακας 2. Δικαιώματα αγοράς με διάρκεια ζωής Τ = 0,25 (3 μήνες) 
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Παράμετροι Τιμή μετοχής 
Πραγματική 

τιμή  Διωνυμικό  Τριωνυμικό  Quadratic BJS 2002 

Κ=100 80 20,6701 20,6700 20,6700 20,6701 20,6701 

r=0,03 90 11,3913 11,3921 11,3909 11,3913 11,3913 

σ=0,2 100 4,4516 4,4493 4,4505 4,4517 4,4517 

q=0,07 110 1,1319 1,1330 1,1324 1,1319 1,1319 

T=0,25 120 0,1867 0,1862 0,1865 0,1867 0,1867 

  MAPE   0,0848% 0,0360% 0,0004% 0,0004% 

  RMSE   0,0012 0,0006 0,0000 0,0000 

              

Κ=100 80 21,6999 21,6992 21,7000 21,7007 21,7000 

r=0,03 90 14,0870 14,0887 14,0886 14,0872 14,0869 

σ=0,4 100 8,3701 8,3654 8,3678 8,3705 8,3703 

q=0,07 110 4,5757 4,5773 4,5767 4,5758 4,5757 

T=0,25 120 2,3233 2,3213 2,3222 2,3232 2,3232 

  MAPE   0,0385% 0,0217% 0,0033% 0,0016% 

  RMSE   0,0025 0,0014 0,0004 0,0001 

              

Κ=100 80 20,0275 20,0272 20,0271 20,0054 20,0000 

r=0,07 90 11,4349 11,4335 11,4341 11,3941 11,4077 

σ=0,3 100 5,5126 5,5103 5,5113 5,5068 5,4893 

q=0,03 110 2,2353 2,2375 2,2339 2,2425 2,2234 

T=0,25 120 0,7730 0,7723 0,7727 0,7808 0,7686 

  MAPE   0,0489% 0,0268% 0,3807% 0,3799% 

  RMSE   0,0016 0,0010 0,0214 0,0210 

 

 

Πίνακας 3. Δικαιώματα πώλησης με διάρκεια ζωής Τ = 0,25 (3 μήνες) 
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Παράμετροι Τιμή μετοχής 
Πραγματική 

τιμή  Διωνυμικό  Τριωνυμικό  Quadratic BJS 2002 

Κ=100 80 0,2194 0,2193 0,2193 0,2300 0,2166 

r=0,03 90 1,3864 1,3882 1,3872 1,4050 1,3697 

σ=0,2 100 4,7825 4,7809 4,7813 4,7821 4,7392 

q=0,07 110 11,0978 11,0987 11,0979 11,0409 11,0492 

T=0,5 120 20,0004 20,0000 20,0000 20,0000 20,0000 

  MAPE   0,0438% 0,0263% 1,3392% 0,7652% 

  RMSE   0,0012 0,0007 0,0272 0,0301 

              

Κ=100 80 2,6889 2,6880 2,6885 2,7108 2,6747 

r=0,03 90 5,7223 5,7261 5,7235 5,7416 5,6963 

σ=0,4 100 10,2385 10,2343 10,2360 10,2417 10,2016 

q=0,07 110 16,1812 16,1872 16,1821 16,1520 16,1360 

T=0,5 120 23,3598 23,3649 23,3589 23,2883 23,3069 

  MAPE   0,0400% 0,0139% 0,3339% 0,3697% 

  RMSE   0,0044 0,0014 0,0370 0,0376 

              

Κ=100 80 1,6644 1,6660 1,6636 1,6645 1,6644 

r=0,07 90 4,4947 4,4908 4,4926 4,4950 4,4947 

σ=0,3 100 9,2504 9,2455 9,2481 9,2513 9,2506 

q=0,03 110 15,7977 15,8019 15,7993 15,7988 15,7975 

T=0,5 120 23,7061 23,7088 23,7059 23,7086 23,7062 

  MAPE   0,0548% 0,0261% 0,0080% 0,0008% 

  RMSE   0,0037 0,0016 0,0013 0,0001 

 

 

Πίνακας 4. Δικαιώματα αγοράς με διάρκεια ζωής Τ = 0,5 (6 μήνες) 
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Παράμετροι Τιμή μετοχής 
Πραγματική 

τιμή  Διωνυμικό  Τριωνυμικό  Quadratic BJS 2002 

Κ=100 80 21,4776 21,4774 21,4776 21,4779 21,4776 

r=0,03 90 12,9518 12,9537 12,9527 12,9519 12,9518 

σ=0,2 100 6,5283 6,5249 6,5267 6,5285 6,5284 

q=0,07 110 2,7154 2,7163 2,7165 2,7154 2,7153 

T=0,5 120 0,9410 0,9392 0,9407 0,9410 0,9410 

  MAPE   0,0584% 0,0208% 0,0010% 0,0010% 

  RMSE   0,0020 0,0010 0,0002 0,0001 

              

Κ=100 80 23,9140 23,9123 23,9136 23,9214 23,9139 

r=0,03 90 17,2292 17,2323 17,2305 17,2336 17,2290 

σ=0,4 100 11,9715 11,9649 11,9683 11,9748 11,9718 

q=0,07 110 8,0622 8,0677 8,0635 8,0642 8,0622 

T=0,5 120 5,2888 5,2938 5,2876 5,2901 5,2888 

  MAPE   0,0486% 0,0150% 0,0267% 0,0008% 

  RMSE   0,0047 0,0017 0,0043 0,0002 

              

Κ=100 80 20,4257 20,4267 20,4247 20,3546 20,3904 

r=0,07 90 12,8632 12,8613 12,8617 12,8230 12,8186 

σ=0,3 100 7,5092 7,5064 7,5074 7,5119 7,4683 

q=0,03 110 4,0865 4,0909 4,0879 4,1079 4,0583 

T=0,5 120 2,0912 2,0942 2,0910 2,1161 2,0753 

  MAPE   0,0616% 0,0169% 0,4822% 0,5029% 

  RMSE   0,0029 0,0013 0,0394 0,0345 

 

Πίνακας 5. Δικαιώματα πώλησης με διάρκεια ζωής Τ = 0,5 (6 μήνες) 
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Παράμετροι Τιμή μετοχής 
Πραγματική 

τιμή  Διωνυμικό  Τριωνυμικό  Quadratic BJS 2002 

Κ=100 80 2,5800 2,5822 2,5786 2,7109 2,5438 

r=0,03 90 5,1670 5,1643 5,1664 5,3007 5,1146 

σ=0,2 100 9,0659 9,0626 9,0623 9,1542 9,0051 

q=0,07 110 14,4434 14,4427 14,4382 14,4446 14,3861 

T=3 120 21,4138 21,4119 21,4116 21,3361 21,3702 

  MAPE   0,0375% 0,0304% 1,8013% 0,7376% 

  RMSE   0,0023 0,0031 0,0988 0,0509 

              

Κ=100 80 11,3256 11,3280 11,3279 11,6253 11,2622 

r=0,03 90 15,7223 15,7310 15,7194 16,0281 15,6458 

σ=0,4 100 20,7930 20,7855 20,7862 21,0840 20,7038 

q=0,07 110 26,4944 26,5024 26,4878 26,7490 26,3892 

T=3 120 32,7810 32,7870 32,7790 32,9822 32,6555 

  MAPE   0,0322% 0,0205% 1,5131% 0,4511% 

  RMSE   0,0069 0,0046 0,2732 0,0945 

              

Κ=100 80 12,1455 12,1493 12,1420 12,2816 12,1449 

r=0,07 90 17,3682 17,3588 17,3671 17,5526 17,3676 

σ=0,3 100 23,3479 23,3367 23,3425 23,5862 23,3471 

q=0,03 110 29,9635 29,9636 29,9677 30,2590 29,9612 

T=3 120 37,1037 37,1120 37,0990 37,4589 37,0994 

  MAPE   0,0312% 0,0170% 1,0293% 0,0062% 

  RMSE   0,0077 0,0041 0,2541 0,0022 

 

Πίνακας 6. Δικαιώματα αγοράς με διάρκεια ζωής Τ = 3 (3 έτη) 
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Παράμετροι Τιμή μετοχής 
Πραγματική 

τιμή  Διωνυμικό  Τριωνυμικό  Quadratic BJS 2002 

Κ=100 80 28,8106 28,8137 28,8097 28,9627 28,8102 

r=0,03 90 22,8045 22,7999 22,8060 22,9194 22,8042 

σ=0,2 100 17,7241 17,7165 17,7204 17,8118 17,7243 

q=0,07 110 13,5615 13,5635 13,5597 13,6288 13,5614 

T=3 120 10,2410 10,2425 10,2434 10,2936 10,2409 

  MAPE   0,0206% 0,0135% 0,5073% 0,0011% 

  RMSE   0,0044 0,0023 0,1013 0,0002 

              

Κ=100 80 37,1601 37,1627 37,1646 37,5307 37,1233 

r=0,03 90 32,8193 32,8298 32,8180 33,1698 32,7959 

σ=0,4 100 29,0237 29,0089 29,0165 29,3533 29,0095 

q=0,07 110 25,7080 25,7190 25,7027 26,0146 25,6983 

T=3 120 22,8086 22,8194 22,8120 23,0935 22,8019 

  MAPE   0,0360% 0,0153% 1,1285% 0,0573% 

  RMSE   0,0107 0,0048 0,3298 0,0212 

              

Κ=100 80 24,1800 24,1816 24,1754 24,2661 24,1072 

r=0,07 90 18,9652 18,9614 18,9617 19,1559 18,8893 

σ=0,3 100 14,9382 14,9331 14,9329 15,2035 14,8598 

q=0,03 110 11,8110 11,8128 11,8121 12,1194 11,7332 

T=3 120 9,3719 9,3787 9,3677 9,6994 9,2978 

  MAPE   0,0297% 0,0254% 1,8486% 0,5351% 

  RMSE   0,0043 0,0040 0,2516 0,0758 

 

Πίνακας 7. Δικαιώματα πώλησης με διάρκεια ζωής Τ = 3 (3 έτη) 
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8.5 Σημεία αναφοράς 

Κατά τους Broadie και Detemple [17], η απαιτούμενη ταχύτητα και ακρίβεια ενός 

μοντέλου τιμολόγησης εξαρτάται από το σκοπό της εφαρμογής. Η ταχύτητα που 

απαιτείται για την τιμολόγηση ενός μοναδικού δικαιώματος είναι της τάξης του ενός 

(1) δευτερολέπτου. Παραταύτα, η προσέγγιση αυτή είναι μόνο ενδεικτική, καθώς 

συχνά οι επαγγελματίες των αγορών χρειάζεται να τιμολογήσουν έναν αυξημένο όγκο 

δικαιωμάτων σε περιορισμένο χρονικό διάστημα. Η απαιτούμενη ακρίβεια κατά την 

τιμολόγηση εξαρτάται άμεσα από το μικρότερο μέγεθος μεταβολής της τιμής του 

δικαιώματος (tick size), μέγεθος που δεν μπορεί να είναι μικρότερο της ελάχιστης 

υποδιαίρεσης του νομίσματος. Οι Broadie και Detemple καταλήγουν στη γενίκευση 

ότι επιθυμητή θεωρείται η ακρίβεια της τάξης του 0,1% (1 λεπτό/10€). Στην παρούσα 

ανάλυση, η αξιολόγηση της ταχύτητας και ακρίβειας της μοντελοποίησης 

πραγματοποιείται με σημεία αναφοράς τις προτάσεις των Broadie και Detemple. 

Ειδικότερα, η ακρίβεια του μοντέλου κρίνεται ικανοποιητική, όταν ισχύει 

0,1%MAPE  . 

 

8.6 Αξιολόγηση αποτελεσμάτων 

Από τον πίνακα 1 εξάγεται το συμπέρασμα ότι η ταχύτητα και των τεσσάρων 

συγκρινόμενων μοντέλων είναι επαρκής, καθώς η μέση χρονική διάρκεια 

τιμολόγησης του κάθε δικαιώματος είναι πολύ μικρότερη του ενός δευτερολέπτου. Το 

ταχύτερο μοντέλο αποδεικνύεται η δευτεροβάθμια προσέγγιση των Barone-Adesi και 

Whaley, η οποία πραγματοποιεί στιγμιαία (instant) τιμολόγηση (μέση ταχύτητα 

0,0017 δευτερόλεπτα/δικαίωμα). Οι μέσες ταχύτητες των υπόλοιπων μοντέλων είναι 

αρκετά παρεμφερείς. Το μοντέλο των διωνυμικών δέντρων των Cox, Ross και 

Rubinstein πραγματοποιεί την τιμολόγηση σε 0,067 δευτερόλεπτα/δικαίωμα, το 

τροποποιημένο μοντέλο των Bjerksund και Stensland σε 0,085 

δευτερόλεπτα/δικαίωμα, ενώ το μοντέλο των τριωνυμικών δέντρων του Boyle σε 

0,093 δευτερόλεπτα/δικαίωμα. Συνεπώς τα μοντέλα κρίνονται στο σύνολό τους 

αποτελεσματικά (efficient), με βάση την ταχύτητα τιμολόγησης. 
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Μελετώντας διεξοδικά τους πίνακες 2 – 7, προκύπτει το συμπέρασμα ότι η 

ακρίβεια τιμολόγησης των τεσσάρων μοντέλων διαφέρει σημαντικά. Τα αριθμητικά 

μοντέλα (διωνυμικών και τριωνυμικών δέντρων) παρουσιάζουν εξαιρετική 

συμπεριφορά, με το μοντέλο των τριωνυμικών δέντρων να αποδεικνύεται το 

ακριβέστερο από τα δύο.  Συγκεκριμένα, στη μοντελοποίηση με τριωνυμικά δέντρα 

ισχύει 0,0567%MAPE  , ενώ στη μοντελοποίηση με διωνυμικά δέντρα ισχύει 

0,1071%MAPE  . Η διαφορά των MAPE δικαιολογείται, αφού ο αριθμός των 

διακλαδώσεων του τριωνυμικού δέντρου είναι 1,5n , όπου n οι διακλαδώσεις του 

αντίστοιχου διωνυμικού δέντρου, γεγονός που οδηγεί σε ταχύτερη σύγκλιση προς την 

πραγματική τιμή. Ωστόσο, η ακρίβεια και των δύο αριθμητικών μοντέλων θεωρείται 

απολύτως επαρκής σε κάθε περίπτωση τιμολόγησης, ενώ η τιμή του MAPE 

ικανοποιεί πάντοτε την ακρίβεια της τάξης του 0,1% που προτείνουν οι Broadie και 

Detemple. 

  Η συμπεριφορά των αναλυτικών μοντέλων (Barone-Adesi και Whaley, 

Bjerksund και Stensland 2002) διαφέρει από την αντίστοιχη των αριθμητικών. Η 

πιθανότητα λανθασμένης τιμολόγησης εμφανίζεται αυξημένη και στα δύο αναλυτικά 

μοντέλα, με τη δευτεροβάθμια προσέγγιση των Barone-Adesi και Whaley να 

αποδεικνύεται το λιγότερο ακριβές μοντέλο της παρούσας συγκριτικής ανάλυσης. Η 

δευτεροβάθμια προσέγγιση παρουσίασε σημαντικά σφάλματα κατά την τιμολόγηση 

δικαιωμάτων αγοράς με ( 100 / 0,03/ 0,2 / 0,07 / 0,25)K r q T     , 

δικαιωμάτων αγοράς με ( 100 / 0,03/ 0,4 / 0,07 / 0,25)K r q T     , 

δικαιωμάτων πώλησης με ( 100 / 0,07 / 0,3 / 0,03/ 0,25)K r q T     , 

δικαιωμάτων αγοράς με ( 100 / 0,03/ 0,2 / 0,07 / 0,5) K r q T     , 

δικαιωμάτων αγοράς με ( 100 / 0,03/ 0,4 / 0,07 / 0,5) K r q T     , 

δικαιωμάτων πώλησης με ( 100 / 0,07 / 0,3 / 0,03/ 0,5)K r q T      και στο 

σύνολο της τιμολόγησης δικαιωμάτων με διάρκεια ζωής Τ = 3 έτη. Συνεπώς, η 

τιμολόγηση των 12 από τις 18 ομάδες δικαιωμάτων αποδείχτηκε προβληματική. Στις 

παραπάνω περιπτώσεις προέκυψε 0,1% 0,2915% 1,9035%MAPE   , δείκτης 

σφάλματος ο οποίος βρίσκεται εκτός αποδεκτού εύρους. Η δευτεροβάθμια 

προσέγγιση εμφάνισε σημαντικά σφάλματα τιμολόγησης, ιδιαίτερα στην τιμολόγηση 

δικαιωμάτων με μεγάλη διάρκεια ζωής (3 έτη), κατά την οποία βρέθηκε 
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0,5073% 1,8486%MAPE  , δείκτης που κρίνεται υπερπολλαπλάσιος του μέγιστου 

αποδεκτού.  

Η λανθασμένη αυτή τιμολόγηση προκύπτει εξαιτίας της παραδοχής των Barone-

Adesi και Whaley ότι (1 ) 0
g

h a
h


 


 (7.5), η οποία αποδεικνύεται προβληματική στις 

περιπτώσεις δικαιωμάτων με μεγάλη διάρκεια ζωής.  

 H τροποποιημένη προσέγγιση των Bjerksund και Stensland παρουσιάζει 

συγκριτικά καλύτερα αποτελέσματα σε σχέση με τη δευτεροβάθμια προσέγγιση, τα 

οποία όμως υπολείπονται κατά πολύ της ακρίβειας των αποτελεσμάτων των 

αριθμητικών μοντέλων. Τα σφάλματα της μοντελοποίησης με την τροποποιημένη 

προσέγγιση των Bjerksund και Stensland προέκυψαν κατά την τιμολόγηση 

δικαιωμάτων αγοράς με ( 100 / 0,03/ 0,2 / 0,07 / 0,25)K r q T     , 

δικαιωμάτων αγοράς με ( 100 / 0,03/ 0,4 / 0,07 / 0,25)K r q T     , 

δικαιωμάτων πώλησης με ( 100 / 0,07 / 0,3 / 0,03/ 0,25)K r q T     , 

δικαιωμάτων αγοράς με ( 100 / 0,03/ 0,2 / 0,07 / 0,5) K r q T     , 

δικαιωμάτων αγοράς με ( 100 / 0,03/ 0,4 / 0,07 / 0,5) K r q T     , 

δικαιωμάτων πώλησης με ( 100 / 0,07 / 0,3 / 0,03/ 0,5)K r q T     , 

δικαιωμάτων  αγοράς  με ( 100 / 0,03/ 0,2 / 0,07 / 3) K r q T     , δικαιωμάτων 

αγοράς με ( 100 / 0,03/ 0,4 / 0,07 / 3) K r q T     και δικαιωμάτων πώλησης με 

( 100 / 0,07 / 0,3 / 0,03/ 3)K r q T     . Κατά συνέπεια η τιμολόγηση των 9 

από τις 18 ομάδες δικαιωμάτων αποδείχτηκε ανεπαρκής. Στις προαναφερθείσες 

περιπτώσεις ισχύει 0,1% 0,2811% 0,7652%MAPE   , δείκτης σφάλματος που 

δεν κρίνεται ικανοποιητικός. Εν τούτοις, τα σφάλματα που προκύπτουν από την 

τροποποιημένη προσέγγιση των Bjerksund και Stensland είναι λιγότερο σημαντικά 

από τα αντίστοιχα της δευτεροβάθμιας προσέγγισης. 

 

 

 

   

  

 

 



51 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9 

 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 

 
 

Στόχος της παρούσας εργασίας ήταν να συγκρίνει την ταχύτητα και την ακρίβεια 

τεσσάρων μοντέλων τιμολόγησης δικαιωμάτων προαίρεσης αμερικάνικου τύπου. Τα 

μοντέλα που επιλέχθηκαν ήταν το αριθμητικό μοντέλο των διωνυμικών δέντρων των 

Cox, Ross και Rubinstein, το αριθμητικό μοντέλο των τριωνυμικών δέντρων του 

Boyle, το αναλυτικό μοντέλο της δευτεροβάθμιας προσέγγισης των Barone-Adesi και 

Whaley και το αναλυτικό μοντέλο της τροποποιημένης προσέγγισης των Bjerksund 

και Stensland. 

Τα εξεταζόμενα μοντέλα αποδείχθηκαν στο σύνολό τους απολύτως 

αποτελεσματικά, όσον αφορά την ταχύτητα τιμολόγησης δικαιωμάτων προαίρεσης 

αμερικάνικου τύπου. Το κάθε μοντέλο πραγματοποιεί την τιμολόγηση του 

δικαιώματος σε μέση χρονική διάρκεια μικρότερη του 1/10 του δευτερολέπτου, 

ταχύτητα που θεωρείται απολύτως ικανοποιητική.  

Αντίθετα, οι διαφορές  στην ακρίβεια τιμολόγησης των δικαιωμάτων υπήρξαν 

σημαντικές. Η ακρίβεια των αριθμητικών μοντέλων κρίθηκε εξαιρετική για όλο το 

εύρος των μοντελοποιημένων τιμών. Ειδικότερα, τα μοντέλα των διωνυμικών και 

τριωνυμικών δέντρων δεν παρουσίασαν παρά μόνο αμελητέα σφάλματα 

τιμολόγησης. Τα δύο αριθμητικά μοντέλα αξιολογούνται ως τα πλέον ακριβή 

μοντέλα της παρούσας συγκριτικής ανάλυσης και πρακτικά κρίνονται ισοδύναμα, 

καθώς η ταχύτερη σύγκλιση των τριωνυμικών δέντρων αντισταθμίζεται από την 

ελαφρώς μεγαλύτερη υπολογιστική ταχύτητα των διωνυμικών δέντρων (trade-off).  

Σε αντίθεση με τα αριθμητικά μοντέλα, τα αναλυτικά μοντέλα παρουσίασαν 

σημαντικά σφάλματα κατά τη μοντελοποίηση. Η δευτεροβάθμια προσέγγιση 

αποδείχθηκε με διαφορά το λιγότερο ικανοποιητικό μοντέλο της παρούσας 

συγκριτικής ανάλυσης. Εμφάνισε σημαντικά σφάλματα στην τιμολόγηση των 2/3 του 

συνόλου των μοντελοποιημένων δικαιωμάτων, ενώ χαρακτηριστικό είναι το γεγονός 

ότι απέτυχε να τιμολογήσει επαρκώς το σύνολο των δικαιωμάτων με διάρκεια ζωής 3 

έτη. 
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 Η διαδεδομένη στην πράξη τροποποιημένη προσέγγιση των Bjerksund και 

Stensland παρουσίασε μικρότερο αριθμό και μέγεθος σημαντικών σφαλμάτων από τη 

δευτεροβάθμια προσέγγιση, αλλά χωρίς να κριθεί ακριβής, εμφανίζοντας σημαντικά 

σφάλματα τιμολόγησης στο 1/2 του συνόλου των μοντελοποιημένων δικαιωμάτων. 

Ανακεφαλαιώνοντας, οι επιδόσεις της δευτεροβάθμιας προσέγγισης και της 

τροποποιημένης  προσέγγισης των Bjerksund και Stensland, αξιολογούνται ως πολύ 

κατώτερες των επιδόσεων των μοντέλων των διωνυμικών και τριωνυμικών δέντρων. 

Η εφαρμογή των εξεταζόμενων αναλυτικών μοντέλων θα πρέπει να αποφεύγεται σε 

πραγματικές συνθήκες τιμολόγησης ή να πραγματοποιείται σε περιορισμένη κλίμακα 

δικαιωμάτων, αφού πρώτα ληφθούν υπόψη οι ιδιαιτερότητες του μοντέλου. 

Αντιθέτως, η εφαρμογή των διωνυμικών και τριωνυμικών δέντρων 

προτείνεται σε κάθε περίπτωση τιμολόγησης δικαιώματος αμερικάνικου τύπου. Η 

ιδιότητα της σύγκλισης των μοντέλων των δέντρων στην πραγματική τιμή του 

δικαιώματος εγγυάται εξαιρετική ακρίβεια στην τιμολόγηση, με την προϋπόθεση ότι 

χρησιμοποιείται κατά την εφαρμογή ένας ικανός αριθμός χρονικών βημάτων Ν. Η 

επιλογή 400N   στην παρούσα μελέτη αποδείχθηκε ιδιαίτερα ικανοποιητική, 

ωστόσο μπορεί να τροποποιηθεί ανάλογα με τις ανάγκες του εκάστοτε αναλυτή.  
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