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ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Ακόμη και μια βιαστική ματιά στα δημοσιεύματα του οικονομικού τύπου σε 

ολόκληρο τον κόσμο επαρκεί για να πείσει τον όποιο ενδιαφερόμενο ότι η 

παραγωγική αναποτελεσματικότητα είναι ένα παγκόσμιο πρόβλημα, το οποίο 

ουσιαστικά αγγίζει τη συνολική προσπάθεια του ανθρώπου μέσα από ατελείς 

διαδικασίες - όπου το λάθος και το βέλτιστο διαρκώς συνυπάρχουν - να 

προσεγγίσει το τέλειο, το οποίο όμως ως έννοια είναι αρκετά "φευγαλέα” και κοντά 

στην έννοια του απείρου, δηλ. προσεγγίζεται μεν, αλλά δεν είναι ποτέ απόλυτα 

κατορθωτό. Έτσι, επαφίεται στις επιστήμες των οικονομικών και της διοίκησης να 

αναπτύξουν τεχνικές προκειμένου να χαρακτηρίσουν, ποσοτικοποιήσουν και 

δικαιολογήσουν αυτή την παραγωγική αναποτελεσματικότητα.

Όταν πρόκειται για την επίδοση των παραγωγικών μονάδων με την ευρεία 

έννοια του όρου, είναι σύνηθες να περιγράφονται ως περισσότερο ή λιγότερο 

αποτελεσματικές, ή περισσότερο ή λιγότερο παραγωγικές. Η μέτρηση της 

αποτελεσματικότητας (efficiency) είναι ιδιαίτερα σημαντική σχεδόν σε κάθε πεδίο 

των εφαρμοσμένων οικονομικών και γενικότερα όλων των εφαρμοσμένων 

επιστημών. Μακροπρόθεσμα, μόνο αποτελεσματικές επιχειρήσεις μπορούν να 

επιβιώσουν στον ανταγωνισμό, και μια εύλογη επιχειρηματική στρατηγική για την 

επιτυχία είναι η, στον κατά το δυνατό μεγαλύτερο βαθμό, μίμηση των ήδη 

υπαρχόντων καλύτερων πρακτικών στον ανά περίσταση κλάδο.

Στην παρούσα εργασία γίνεται προσπάθεια αναφοράς των υπαρχόντων 

τεχνικών μέτρησης της αποτελεσματικότητας εστιάζοντας περισσότερο το 

ενδιαφέρον στην οικονομική πλευρά του ζητήματος. Στο πρώτο κεφάλαιο 

αναλύονται οι διάφορες έννοιες αποτελεσματικότητας που συναντώνται στη 

βιβλιογραφία. Στο δεύτερο γίνεται μια σύντομη ιστορική αναδρομή και στη συνέχεια 

αναφέρονται συνοπτικά τα βασικά χαρακτηριστικά των μεθόδων. Στο τρίτο κεφάλαιο



αναλύονται οι τεχνικές μέτρησης της αποτελεσματικότητας ξεκινώντας από την 

αναφορά των απαραίτητων στατιστικών μεγεθών και διαδικασιών και προχωρώντας 

σταδιακά στη βαθύτερη διερεύνηση των επιμέρους μεθόδων, αφήνοντας τις κύριες 

επικρατούσες τεχνικές στο χώρο για τα δύο επόμενα κεφάλαια, τέταρτο και πέμπτο, 

όπου αναλύονται αντίστοιχα οι SFA (Stochastic Frontier Analysis) και DEA (Data 

Envelopment Analysis), ενώ στο τέλος δίνεται ως επίλογος και ένας σύντομος 

προβληματισμός για το αν υφίσταται τελικά η ’’καλύτερη” μέθοδος στην όλη 

προσπάθεια διερεύνησης του αντικειμένου.

?



ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΠΡΩΤΟ

ΕΝΝΟΙΕΣ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑΣ

Η αποτελεσματικότητα είναι μια ευρεία έννοια που μπορεί να εφαρμοσθεί σε 

πολλές διαστάσεις των δραστηριοτήτων μιας οικονομικής μονάδας. Η ιδέα της 

αποτελεσματικότητας στην παραγωγή (productive efficiency) - με τη γενική έννοια, 

συμπεριλαμβανομένων και των κάθε είδους υπηρεσιών - έχει να κάνει πρωτίστως 

με την εκτίμηση της επίδοσης της οικονομικής μονάδας -το ενδιαφέρον 

επικεντρώνεται στις επιχειρηματικές- και πιο συγκεκριμένα στο διαχωρισμό αυτών 

των παραγωγικών μονάδων με την ευρεία έννοια, οι οποίες με βάση κάποια 

πρότυπα αποδίδουν (perform) καλύτερα, σε σχέση με κάποιες άλλες που δεν τα 

πηγαίνουν τόσο καλά. Γενικώς, η αποτελεσματικότητα αναφέρεται στη διαφορά 

μεταξύ συντελεστών παραγωγής-εισροών (inputs), προϊόντων-εκροών (outputs) και 

των σχέσεων-μιγμάτων εισροών/εκροών. Δηλ., γίνεται σύγκριση ανάμεσα στις 

παρατηρούμενες και στις βέλτιστες τιμές των προϊόντων και των συντελεστών 

παραγωγής. Η εμπειρική έρευνα, κατά συνέπεια, ψάχνει να βρει τρόπο να μετρήσει 

πόσο αποτελεσματικά παράγει μια επιχειρηματική μονάδα τις εκροές-προϊόντα της 

από τις εισροές-συντελεστές παραγωγής που χρησιμοποιεί. Γι’ αυτό το λόγο, έχει 

χρησιμοποιηθεί ευρέως ένας αριθμός διαφορετικών εννοιών αποτελεσματικότητας 

ανάλογα με την υπό εξέταση περίπτωση [36],

Από τις πλέον βαρύνουσες είναι η αποτελεσματικότητα κλίμακας (scale 

efficiency), η αποτελεσματικότητα φάσματος (scope efficiency), η οικονομική 

αποτελεσματικότητα (economic efficiency) και η Χ-αποτελεσματικότητα (X- 

efficiency). Σε μοντέλα κόστους και κέρδους, η αποτελεσματικότητα κλίμακας 

αναφέρεται σε εκείνες τις ποσότητες inputs/outputs, στις οποίες τα μέση κόστη 

ελαχιστοποιούνται μετακινούμενοι πάνω στην καμπύλη παραγωγής, δηλ., πάνω στο



αποτελεσματικό σύνορο, το οποίο και αποτελεί το μέγιστο δυνατό output για 

διάφορα διανύσματα-συνδυασμούς inputs.

Η αποτελεσματικότητα φάσματος μετρά το βαθμό στον οποίο είναι βέλτιστη η 

συνδυασμένη ή απλή παραγωγή ενός συνόλου εκροών-προϊόντων (outputs), 

λαμβάνοντας υπόψη ότι για να είναι αποτελεσματική μια παραγωγική μονάδα θα 

πρέπει να παράγει το άριστο μίγμα εκμεταλλευόμενη τις οικονομίες φάσματος, οι 

οποίες προκύπτουν με την όσο το δυνατό καλύτερη πληροφόρηση πάνω στις 

καταναλωτικές και γενικότερα στις κάθε είδους ανάγκες της ζήτησης.

Η έννοια της οικονομικής αποτελεσματικότητας επεκτείνει αυτή την 

προσέγγιση ώστε να συμπεριλαμβάνει και τις τιμές, δηλ., λαμβάνονται υπόψη τα 

κόστη, τα έσοδα, τα κέρδη ή ότι άλλο επιδιώκει να επιτύχει η παραγωγική μονάδα 

υποκείμενη φυσικά στους εκάστοτε περιορισμούς πάνω στις ποσότητες και στις 

τιμές. Όπως εξηγείται από τους Lovell (1993) και Coello, Prasada Rao και Battese 

(1998), η ενσωμάτωση των τιμών των inputs-outputs εξαλείφει την υπόθεση ότι η 

μεγιστοποίηση του κέρδους ή η ελαχιστοποίηση του κόστους είναι κατάλληλες, 

συναφείς και ισοδύναμες προτάσεις που αντανακλούν μια ανταγωνιστική αγορά. 

Συνεπώς, η μεγιστοποίηση του κέρδους δεν είναι πλέον αυτόματα η ’’άλλη όψη” της 

ελαχιστοποίησης του κόστους και οι επιχειρήσεις μπορεί να αποδίδουν σημαντικά 

διαφορετικά ως προς τις δύο όψεις. Η οικονομική αποτελεσματικότητα είναι το 

άθροισμα της τεχνικής (technical) και της επιμεριστικής (allocative) 

αποτελεσματικότητας [65],

Η τεχνική αποτελεσματικότητα εκφράζει ένα μέτρο της απόστασης της 

επιχειρηματικής μονάδας από το αποτελεσματικό σύνορο σε δεδομένες τιμές και 

μπορεί να διασπαστεί επιπλέον στην καθαρή τεχνική αποτελεσματικότητα (pure 

technical efficiency) και στην αποτελεσματικότητα κλίμακος (scale efficiency). Η 

καθαρή τεχνική αποτελεσματικότητα υπολογίζεται σε σχέση με ένα σύνορο
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παραγωγής με μεταβαλλόμενες αποδόσεις στην κλίμακα (variable returns to scale- 

VRS- production frontier), δηλ., ένα σύνορο που χαρακτηρίζεται από αυξανόμενες, 

σταθερές, και/ή μειούμενες αποδόσεις στην κλίμακα. Οι παραγωγικές μονάδες που 

λειτουργούν πάνω στο σύνορο VRS θεωρούνται πλήρως αποτελεσματικές υπό την 

καθαρά τεχνική έννοια. Αν η μονάδα λειτουργεί με αυξανόμενες ή μειούμενες 

αποδόσεις στην κλίμακα, μπορεί να βελτιώσει την αποτελεσματικότητά της 

κινούμενη προς ένα σύνορο με σταθερές αποδόσεις στην κλίμακα, δηλ., 

πετυχαίνοντας πλήρη αποτελεσματικότητα κλίμακος. Η τεχνική αποτελεσματικότητα 

μπορεί να δειχθεί ότι ισούται με το γινόμενο της καθαρής τεχνικής και της 

αποτελεσματικότητας κλίμακος [29].

Η επιμεριστική αποτελεσματικότητα (allocative efficiency) εκφράζει το βαθμό 

στον οποίο μια επιχείρηση είναι ικανή να χρησιμοποιήσει τα inputs και outputs σε 

βέλτιστες αναλογίες, δεδομένων των τιμών και της τεχνολογίας. Μια εναλλακτική 

ορολογία που έχει χρησιμοποιηθεί από τον Berger (1993) μπορεί να περικλείει την 

επιμεριστική αναποτελεσματικότητα (allocative inefficiency), η οποία εκφράζει την 

απώλεια κερδών από τη λήψη ανεπαρκών επιλογών αναφορικά με τα inputs και 

outputs, δηλ., από την επιλογή ενός ανεπαρκούς παραγωγικού σχεδίου. Αντίστοιχα, 

η τεχνική αναποτελεσματικότητα (technical inefficiency) μπορεί να οριστεί ως η 

απώλεια κερδών από την αποτυχία εκπλήρωσης του παραπάνω σχεδίου. Τέλος, η 

έννοια της Χ-αποτελεσματικότητας -που αναφέρεται και ως αποτελεσματικότητα 

συνόρου (frontier efficiency)- σχετίζεται με την εφαρμογή ενός υπάρχοντος σχεδίου 

παραγωγής με δεδομένες τις τιμές και τις τεχνολογίες και γι’ αυτό αναφέρεται και ως 

διοικητική αποτελεσματικότητα (managerial efficiency). Προσδιορίζεται με την 

ανάλυση συνόρου (frontier analysis) και αποτελεί ένα αριθμητικό μέτρο των 

αποκλίσεων της επίδοσης της υπό εξέταση μονάδας-επιχείρησης από τις 

"καλύτερες” επιχειρήσεις που βρίσκονται πάνω στο αποτελεσματικό σύνορο,
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κρατώντας σταθερό έναν αριθμό εξωγενών παραγόντων του περιβάλλοντος- 

αγοράς, όπως είναι για παράδειγμα οι τιμές στις τοπικές αγορές. Δηλ., η X- 

αποτελεσματικότητα μετρά το πόσο καλά αποδίδει η οικονομική μονάδα σε σχέση 

με την προβλεπόμενη επίδοση των ’’καλύτερων” του κλάδου, υπό την προϋπόθεση 

ότι όλοι αντιμετωπίζουν ακριβώς το ίδιο εξωτερικό περιβάλλον. Με αυτό τον τρόπο 

παρέχεται και μια διαβάθμιση (ranking) των υπό εξέταση οντοτήτων, που 

ενδεχομένως να είναι δύσκολα διαθέσιμη με άλλο τρόπο. Οι Berger, Hunter και 

Timme (1993) σημειώνουν ότι περικλείει την έννοια της οικονομικής 

αποτελεσματικότητας για κάθε μια επιχείρηση μείον τις επιδράσεις των 

αποτελεσματικοτήτων κλίμακος και φάσματος. Δεδομένου ότι επιτρέπει υπο- 

βέλτιστες (κάτω από το αποτελεσματικό σύνορο) λειτουργίες και ενσωματώνει 

σχετικές τιμές μέσα στην ανάλυση, θεωρείται ανώτερη από τις έννοιες των 

οικονομιών κλίμακος και φάσματος [10, 16].

Μια επιπλέον διάσταση στις έννοιες της αποτελεσματικότητας στον 

οικονομικό τομέα αποτελεί και η διάκριση ως προς το κόστος, τα έσοδα και το 

κέρδος. Συναντώνται συχνά, η αποτελεσματικότητα κόστους (cost efficiency), η 

αποτελεσματικότητα εσόδων (revenue efficiency) και η αποτελεσματικότητα κέρδους 

(profit efficiency), οι οποίες και συσχετίζουν τη μικροοικονομική διάσταση της 

έννοιας της αποτελεσματικότητας, με ελαφρώς διαφορετική χρησιμότητα για την 

κάθε μία, καθώς όπως έχει ήδη αναφερθεί, για μια καλύτερη συνολική εικόνα 

απαιτείται βαθύτερη ανάλυση όλων των παραγόντων.

Η αποτελεσματικότητα κόστους αναφέρεται στο πόσο κοντά είναι τα κόστη 

της υπό εξέτασης μονάδας στα κόστη της ’’καλύτερης” του δείγματος - πόσο κοντά 

στο αποτελεσματικό σύνορο - κάτω από τις ίδιες συνθήκες του εξωτερικού 

περιβάλλοντος. Συχνά βρίσκεται χρησιμοποιώντας μια πρότυπη συνάρτηση 

κόστους, στην οποία τα μεταβλητά κόστη εξαρτώνται από τις ποσότητες των
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outputs, από τις τιμές των μεταβλητών inputs, από οποιαδήποτε σταθερά inputs & 

outputs και άλλες συνθήκες του περιβάλλοντος ιδιαίτερες για την κάθε περίπτωση. 

Οι κύριοι τύποι αποτελεσματικότητας κόστους είναι σε συνδυασμό με τα 

προαναφερθέντα, η αποτελεσματικότητα κλίμακος, φάσματος και η X- 

αποτελεσματικότητα.

Η αποτελεσματικότητα εσόδων είναι ανάλογη και αναφέρεται στο πόσο κοντά 

είναι τα έσοδα της μονάδας στα έσοδα της ’’καλύτερης” -πόσο κοντά στο 

αποτελεσματικό σύνορο- με βάση το μέγεθος των εσόδων. Συχνά βρίσκεται 

χρησιμοποιώντας μια εναλλακτική συνάρτηση εσόδων, στην οποία οι τιμές των 

outputs αποτελούν μεταβλητές που αφήνονται ελεύθερες να αντικατοπτρίζουν την 

κλίμακα, το φάσμα και την ποιότητα των outputs της μονάδας.

Η αποτελεσματικότητα κέρδους είναι η πιο περιεκτική έννοια που 

ενσωματώνει σε μεγάλο βαθμό τις δύο προηγούμενες. Ανταποκρίνεται αρκετά στο 

σκοπό της μεγιστοποίησης της αξίας και εξηγεί ικανοποιητικά λάθη τόσο από την 

πλευρά των προϊόντων όσο και από την πλευρά των συντελεστών παραγωγής. Με 

την αποτελεσματικότητα κέρδους απαιτείται η ίδια προσοχή να δίνεται τόσο για την 

οριακή αύξηση κατά μία μονάδα των εσόδων όσο και για τη μείωση κατά μία 

μονάδα των εξόδων, και αποφεύγονται μ’ αυτό τον τρόπο παραπλανητικές 

εντυπώσεις που μπορούν να προκύψουν εστιάζοντας μόνο στα κόστη ή μόνο στα 

έσοδα [10].

Μια έννοια συνυφασμένη με την αποτελεσματικότητα είναι και η 

παραγωγικότητα, η οποία για μια οικονομική μονάδα συνήθως εκφράζεται από την 

αναλογία των outputs ως προς τα inputs της. Αυτός ο λόγος είναι εύκολο να 

υπολογιστεί αν ο παραγωγός χρησιμοποιεί ένα μόνο input για να παράγει ένα μόνο 

output. Αλλά στις πιο συνήθεις περιπτώσεις που η παραγωγική μονάδα 

χρησιμοποιεί διάφορα inputs για να παράγει διάφορα outputs, τα outputs στον
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αριθμητή πρέπει να αθροιστούν με κάποιο οικονομικά εύλογο τρόπο, όπως το ίδιο 

πρέπει και τα inputs στον παρονομαστή, προκειμένου η παραγωγικότητα να δίνεται 

από το λόγο δύο μονόμετρων μεγεθών. Η παραγωγικότητα ποικίλει λόγω διαφορών 

σε πολλούς παράγοντες, όπως στην τεχνολογία παραγωγής, στην 

αποτελεσματικότητα της παραγωγικής διαδικασίας, καθώς και γενικότερα στο 

εξωτερικό περιβάλλον μέσα στο οποίο κινείται η υπό εξέταση μονάδα. Κεντρικό 

ρόλο σ’ αυτή τη διαδικασία παίζουν τα σύνορα παραγωγής και κόστους (production 

& cost frontiers), από τα οποία το μεν σύνορο παραγωγής δίνει το μέγιστο 

επιτεύξιμο output για διάφορους δυνατούς συνδυασμούς-διανύσματα inputs, το δε 

σύνορο κόστους δίνει το ελάχιστο επίπεδο κόστους για κάθε επίπεδο outputs, με 

δεδομένες τις τιμές των inputs. Οικονομικές μονάδες, οι οποίες λειτουργούν κάτω 

από το σύνορο παραγωγής ή πάνω από το σύνορο κόστους μπορούν να 

θεωρηθούν ως μη αποτελεσματικές. Ωστόσο, θα πρέπει να γίνει κάποια διάκριση 

ως προς τα είδη συνόρων, καθώς η τεχνική αποτελεσματικότητα είναι αυτή που 

ορίζεται σε όρους απόστασης από το σύνορο παραγωγής, ενώ η οικονομική 

αποτελεσματικότητα ορίζεται σε όρους απόστασης από τα δυϊκά (dual) οικονομικά 

σύνορα - σύνορα κόστους, εσόδων και κέρδους. Εδώ, θα πρέπει να τονιστεί και μια 

διαφορά, ότι η τεχνική αποτελεσματικότητα είναι μια καθαρά φυσική έννοια, η οποία 

μπορεί να σταθεί χωρίς αναφορά σε πληροφορίες για τιμές και χωρίς την υιοθέτηση 

αντικειμενικών στόχων για την παραγωγική διαδικασία, ενώ οι αποτελεσματικότητες 

κόστους, εσόδων και κέρδους είναι οικονομικές έννοιες, των οποίων η μέτρηση 

απαιτεί τόσο τις απαραίτητες πληροφορίες για τις τιμές, όσο και την υιοθέτηση των 

κατάλληλων αντικειμενικών στόχων στους παραγωγούς [56],
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΔΕΥΤΕΡΟ

ΣΥΝΤΟΜΗ ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑΔΡΟΜΗ ΚΑΙ ΣΥΝΟΠΤΙΚΗ ΑΝΑΦΟΡΑ ΤΩΝ

ΜΕΘΟΔΩΝ ΜΕΤΡΗΣΗΣ

Την αποτελεσματικότητα έχουν μελετήσει αρκετοί οικονομολόγοι 

προσπαθώντας να επιτύχουν κατά το δυνατό καλύτερες μεθόδους υπολογισμού. 

Ουσιαστικά, η έννοια εισήχθη ακαδημαϊκά στο πεδίο της παραγωγής, με την ευρεία 

έννοια του όρου, τη δεκαετία του 1950, με τις θεωρητικές μελέτες των Koopmans 

(1951), Debreu (1951), Shephard (1953) και Farrell (1957), οι οποίοι έχουν 

εισαγάγει εδώ και πάνω από μισό αιώνα την ανάλυση εκτίμησης της 

αποτελεσματικότητας στην οικονομική βιβλιογραφία. Ο Koopmans έδωσε τον 

ορισμό της τεχνικής αποτελεσματικότητας, η οποία συνδέεται με την παραγωγική 

διαδικασία: ‘Ένας παραγωγός είναι τεχνικά αποτελεσματικός αν, και μόνο αν, είναι 

αδύνατο να παραχθεί περισσότερο από οποιοδήποτε προϊόν (output) χωρίς να 

παραχθεί λιγότερο από κάποιο άλλο προϊόν ή να χρησιμοποιηθεί περισσότερο από 

κάποιο συντελεστή παραγωγής (input). Οι Debreu (1951) και Sephard (1953) 

εισήγαγαν τις συναρτήσεις απόστασης (distance functions) ως ένα τρόπο 

μοντελοποίησης της τεχνολογίας πολλαπλών outputs, αλλά και ως ένα τρόπο 

μέτρησης της απόστασης ενός παραγωγού από ένα σύνορο, είτε προς την 

κατεύθυνση της επέκτασης των προϊόντων, είτε προς την κατεύθυνση της 

συγκράτησης των συντελεστών παραγωγής. Ο συνδυασμός των συναρτήσεων 

απόστασης -ονομάζονται έτσι διότι παρέχουν μέτρα της απόστασης της 

παραγωγικής δραστηριότητας από τα όρια της παραγωγικής διαδικασίας- με τη 

μέτρηση της τεχνικής αποτελεσματικότητας ήταν βασική για την ανάπτυξη των 

μεθόδων μέτρησης της αποτελεσματικότητας που υπάρχουν στη βιβλιογραφία. Λίγα 

χρόνια αργότερα, σε μια εμπειρική εφαρμογή στον αγροτικό τομέα των ΗΠΑ, ο 

Farrell (1957) έδωσε ένα λειτουργικό ορισμό της αποτελεσματικότητας κόστους και
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έδειξε πως μπορούσε να αναλυθεί στα επιμέρους συνθετικά -τεχνική και 

επιμεριστική. Η εργασία του Farrell (1957) ήταν η πρώτη προσπάθεια μέτρησης της 

αποτελεσματικότητας εμπειρικά, και η κύρια συνεισφορά του ήταν η πρότασή του 

ότι η τεχνική αποτελεσματικότητα μπορούσε να αναλυθεί ως προς την απόκλισή της 

από ένα ιδεατό αποτελεσματικό σύνορο. Μολονότι ο Farrell εισήγαγε την ιδέα 

υπονοώντας παρέκκλιση από ένα αποτελεσματικό σύνορο, ήταν μια δεκαετία 

αργότερα που ο Leibenstein (1966) εισήγαγε επίσημα την έννοια της 

αναποτελεσματικότητας (inefficiency) στην παραγωγή. Για την ακρίβεια, ο 

Leibenstein (1966, 1975) δούλεψε πάνω στην ιδέα ότι οι επιχειρήσεις μπορεί να 

αποκλίνουν από το βέλτιστο αποτελεσματικό σύνορο ως αποτέλεσμα προβλημάτων 

υποκίνησης, πληροφόρησης, παρακολούθησης και αντιπροσώπευσης μέσα στην 

παραγωγική μονάδα. Στη συνέχεια, πολλοί άλλοι έχουν δουλέψει πάνω στο θέμα, 

όπως οι Aigner, Lovell και Schmidt (1977), Meeusen και van den Broeek (1977), 

Charnes, Cooper και Rhodes (1978), (1985), Bauer (1990) και πάρα πολλοί ακόμη, 

ώστε πλέον να υπάρχει ένας σημαντικός αριθμός θεωρητικών και πρακτικών 

εργασιών και άρθρων αφιερωμένων στη μέτρηση της αποτελεσματικότητας [47],

Καθώς υπάρχουν διαφορετικοί ορισμοί της αποτελεσματικότητας, 

απαιτούνται και διαφορετικές μεθοδολογίες για τη μέτρησή τους. Για τον 

προσδιορισμό απαιτείται η διεκπεραίωση τριών θεμάτων: 

α) της επιλογής της έννοιας,

β) του καθορισμού των συντελεστών παραγωγής (inputs) και των προϊόντων 

(outputs), δηλ., το πόσα και ποια inputs και outputs θα συμπεριληφθούν στην 

ανάλυση και πως θα σταθμιστούν στην αθροιστική διαδικασία 

γ) καθώς και της επιλογής της μεθόδου υπολογισμού, δηλ., το πώς θα βρεθεί και θα 

συγκριθεί το δυνητικό βέλτιστο (potential), δηλ., ουσιαστικά το αποτελεσματικό 

σύνορο.
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Πολλά χρόνια πριν, ο Knight (1933) αντιμετώπισε το δεύτερο ζήτημα 

σημειώνοντας ότι αν συμπεριληφθούν όλα τα inputs και outputs, και με δεδομένο ότι 

δεν μπορεί να δημιουργηθεί ούτε να καταστραφεί ύλη ή ενέργεια (χρησιμοποιώντας 

όλη την ευρύτητα των όρων), όλες οι υπό εξέταση μονάδες θα επιτυγχάνουν πλήρη 

μοναδιαία παραγωγικότητα και αποτελεσματικότητα. Μέσα σε αυτά τα πλαίσια, 

πρότεινε να επαναπροσδιοριστεί η παραγωγικότητα ως ο λόγος των χρήσιμων 

outputs προς inputs, οπότε και επεκτείνοντας σε αυτή τη διάσταση αν 

αναπαρασταθεί η χρησιμότητα με συντελεστές στάθμισης-βάρη που να 

ενσωματώνουν τις τιμές, προκύπτει ένα μοντέρνο μέτρο οικονομικής

παραγωγικότητας. Ένα πρακτικό ζήτημα, ωστόσο, που μπορεί να εμφανιστεί είναι 

το τι πρέπει να γίνει όταν δεν μπορούν να συμπεριληφθούν αρκετά inputs και 

outputs και όπως έχει παρατηρήσει ο Stigler (1976), μετρούμενη

αναποτελεσματικότητα μπορεί να είναι μια αντανάκλαση της αποτυχίας να 

ενσωματωθούν οι σωστές μεταβλητές και οι σωστοί περιορισμοί προκειμένου να 

προσδιοριστεί ο κατάλληλος οικονομικός στόχος της παραγωγικής μονάδας. 

Παρόλα αυτά, τέτοια μερικής γνώσης μέτρα παραγωγικότητας και 

αποτελεσματικότητας είναι πολλές φορές χρήσιμα. Μάλιστα, μπορεί να αποβούν 

εξαιρετικά ωφέλιμα όταν οι αντικειμενικοί στόχοι των παραγωγών, ή οι περιορισμοί 

που αντιμετωπίζουν είναι είτε άγνωστοι είτε διφορούμενοι και υπό αμφισβήτηση. 

Δηλ., ουσιαστικά όπως συμβαίνει σε κάθε ακαδημαϊκό πεδίο λόγω της έλλειψης 

απόλυτης γνώσης, η χρήση τέτοιων ’’μερικών” μέτρων αποδεικνύεται απαραίτητη 

δεδομένης της μη πλήρους και έγκυρης διαθεσιμότητας όλων των απαραίτητων 

δεδομένων, κάτι που συναντάται πιο έντονα στον τομέα των υπηρεσιών.

Αλλά το πιο δύσκολο κομμάτι της ανάλυσης αποτελεί ο προσδιορισμός του 

δυνητικού βέλτιστου της ή των υπό εξέταση παραγωγικών μονάδων. Σ’ αυτό 

ακριβώς το σημείο είναι που συναντώνται και ολοκληρώνονται στη βιβλιογραφία οι



έννοιες της παραγωγικότητας και αποτελεσματικότητας. Μια τέτοια ολοκλήρωση 

είναι ιδιαίτερα σημαντική καθώς για τη χάραξη στρατηγικών και πολιτικών 

προκειμένου να επιτευχθεί βελτίωση απαιτείται ανάλυση της παρατηρούμενης 

επίδοσης στα συστατικά της μέρη.

Προς τι όμως όλο αυτό το ενδιαφέρον για τη μέτρηση της 

αποτελεσματικότητας και της παραγωγικότητας; Δύο προφανείς λόγοι είναι ότι κατ’ 

αρχήν, αποτελούν δείκτες επιτυχίας, μέτρα επίδοσης, με τα οποία αξιολογούνται οι 

παραγωγικές μονάδες και κατά δεύτερο, μόνο μετρώντας την αποτελεσματικότητα 

και την παραγωγικότητα, και διαχωρίζοντάς τα από τις επιδράσεις του εξωτερικού 

περιβάλλοντος, μπορούν να διερευνηθούν ζητήματα που αφορούν τις πηγές 

διαφοροποίησής τους ανάμεσα στις μονάδες του υπό εξέταση δείγματος. Η 

ταυτοποίηση αυτών των πηγών είναι θεμελιώδης για την όποια προσπάθεια 

βελτίωσης της επίδοσης είτε πρόκειται για μάκρο είτε για μίκρο επίπεδο, δεδομένου 

ότι ισχύουν οι ίδιες γενικές αρχές. Επίσης, η δυνατότητα ποσοτικοποίησης της 

αποτελεσματικότητας και παραγωγικότητας παρέχει στην όποια διοίκηση ένα 

ισχυρό μηχανισμό ελέγχου, με τον οποίο μπορεί να παρακολουθεί την επίδοση της 

ή των παραγωγικών της μονάδων. Η βιβλιογραφία των Οικονομικών, της Διοίκησης 

Επιχειρήσεων, της Δημόσιας Διοίκησης κ.α. περιέχει πολυάριθμα παραδείγματα 

χρήσης της μέτρησης αποτελεσματικότητας/παραγωγικότητας για αυτό το σκοπό, 

με μια πλούσια ποικιλία τεχνικών και μεθόδων που χρησιμοποιούνται.

Εστιάζοντας το ενδιαφέρον στη χρηματοοικονομική διάσταση της επίδοσης, η 

απλούστερη προσέγγιση υπολογισμού συνίσταται στη σύγκριση δεικτών που 

προκύπτουν π.χ. από τα λογιστικά στοιχεία, και περιγράφουν κόστη, κερδοφορία 

κλπ., όπως είναι το περιθώριο συνεισφοράς, η απόδοση ενεργητικού (ROI) και η 

απόδοση Ιδίων Κεφαλαίων (ROE). Ωστόσο αυτή η προσέγγιση αγνοεί σημαντικά 

στοιχεία, με αποτέλεσμα η εικόνα που προκύπτει να είναι αρκετά πλασματική και
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κάποιες φορές αντιφατική και ιδιαίτερα επισφαλής για την εξαγωγή χρήσιμων και 

κρίσιμων συμπερασμάτων. Ωστόσο, με τη χρήση κάπως πιο επιτηδευμένων 

προσεγγίσεων αριθμοδεικτών, όπως οι δείκτες παραγωγικότητας Malmquist και 

Παραγωγικότητα Ολικού Παράγοντα (Total Factor Productivity - TFP), η κατάσταση 

βελτιώνεται σημαντικά παρέχοντας μια σαφώς πιο ολοκληρωμένη εικόνα όσον 

αφορά το βαθμό αποτελεσματικότητας [4],

F1 παραγωγικότητα ολικού παράγοντα (TFP) είναι ένα ευρέως 

χρησιμοποιούμενο μέτρο της ’’παρατηρούμενης” ή μικτής (gross) παραγωγικότητας. 

FI γενικότερη έννοια της TFP προέρχεται από την ποσότητα output που μπορεί να 

παραχθεί από μια δεδομένη ποσότητα input. Έτσι, η αύξηση της TFP, μπορεί να 

προκύψει από μια αύξηση στο output που μπορεί παραχθεί για ένα δεδομένο 

επίπεδο input, ή από μια μείωση στο input ώστε να παραχθεί μια δεδομένη 

ποσότητα output. Υπό αυτή την έννοια η αύξηση της TFP είναι επιθυμητή και 

ουσιαστικά είναι συνώνυμη με την αύξηση της αποτελεσματικότητας. Σε μακρο­

επίπεδο, μια κοινωνία μπορεί να επιτυγχάνει περισσότερα αγαθά δεδομένων των 

διαθέσιμων περιορισμένων πόρων [56],

Πιο πολύπλοκες μέθοδοι συγκρίνουν τις υπό εξέταση μονάδες με την ή τις 

καλύτερες του κλάδου και με τη χρήση στατιστικών μεθόδων οικονομετρικής 

προσέγγισης προκύπτουν αντίστοιχα αποτελέσματα. Στην καρδιά αυτών των 

μεθόδων βρίσκεται η παλινδρόμηση με τη μέθοδο ελάχιστων τετραγώνων (Ordinary 

Least Squares, OLS) και τις διάφορες παραλλαγές της - όπως Generalized Least 

Squares (GLS), Corrected Ordinary Least Squares (COLS), Modified Least Squares 

(MOLS), Maximum Likelihood Estimation (MLE), Quantile Regression κ.α. - στο 

προσκήνιο, καθώς και πιο πολύπλοκα οικονομετρικά μοντέλα κατασκευασμένα για 

την κάθε περίπτωση. Όλες αυτές οι τεχνικές έχουν αναπτυχθεί στην βιβλιογραφία



ττροκειμένου να υπολογιστούν κυρίως ντετερμινιστικά μοντέλα συνόρου 

(deterministic frontier models) [55].

Ωστόσο, τις τελευταίες δύο δεκαετίες με τη βοήθεια και των 

προαναφερθέντων στατιστικών μεθόδων έχουν αναπτυχθεί και κυριαρχήσει στο 

ακαδημαϊκό πεδίο προσεγγίσεις συνόρου (frontier approaches) που εκτιμούν την 

επίδοση της επιχείρησης σε σχέση με κάποιο εμπειρικά προσδιορισμένο πρότυπο 

’’καλύτερης πρακτικής” (best practice standard) - το αποτελεσματικό σύνορο [10],

Καθώς για την ανάλυση της αποτελεσματικότητας κομβικό σημείο 

ενδιαφέροντος αποτελεί η συνάρτηση παραγωγής - με την ευρεία έννοια - δηλ., 

πως τα inputs συνδυάζονται για την παραγωγή των outputs, η οποία συνάρτηση 

όμως λόγω των απαιτούμενων δεδομένων για τον άμεσο υπολογισμό της δεν 

μπορεί να είναι γενικά διαθέσιμη, ανάλογα με την υπό εξέταση περίπτωση οι 

ερευνητές μπορεί να καταφεύγουν στην εκτίμηση συναρτήσεων κόστους ή κέρδους. 

Κι’ αυτό, διότι δεδομένου ότι ούτως ή άλλως ανακύπτουν ζητήματα μεθοδολογίας τα 

οποία σχετίζονται με την αντιμετώπιση διαφορών στα ποιοτικά χαρακτηριστικά, και 

υπό μάλλον γενικές συνθήκες οι ιδιότητες των συναρτήσεων παραγωγής 

συμπεριλαμβάνονται στις συναρτήσεις κόστους και κέρδους, οι συναρτήσεις 

κόστους και κέρδους μπορούν να θεωρηθούν ότι είναι τα δυϊκά (duals) των 

συναρτήσεων παραγωγής.[4]

Γενικά, τεχνικές που έχουν να κάνουν με την κατασκευή συνόρων 

παραγωγής(ρΓθάυείίοη frontiers) και τη μέτρηση της αποτελεσματικότητας σε σχέση 

με τα κατασκευασμένα σύνορα μπορούν να υπαχθούν σε δύο ευρείες προσεγγίσεις: 

την οικονομετρική προσέγγιση (econometric approach) και την προσέγγιση 

μαθηματικού προγραμματισμού (mathematical programming approach). 

Ακολουθώντας τους Fried, Lovell, Schmidt (1993) και Guala (2002), οι ουσιαστικές 

διαφορές ανάμεσα στις δύο προσεγγίσεις μπορούν να αναχθούν σε δύο
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χαρακτηριστικά: α) η οικονομετρική προσέγγιση είναι στοχαστική (stochastic), και 

άρα προσπαθεί να διακρίνει τις επιδράσεις του θορύβου από τις επιδράσεις της 

αναποτελεσματικότητας, ενώ η προσέγγιση του προγραμματισμού είναι μη- 

στοχαστική, ντετερμινιστική, και θεωρεί το θόρυβο και τη μη-αποτελεσματικότητα 

μαζί ονομάζοντας το συνδυασμό αναποτελεσματικότητα, β) Η οικονομετρική 

προσέγγιση είναι παραμετρική και συγχέει τις επιδράσεις της αδυναμίας

προσδιορισμού συναρτησιακής μορφής με αναποτελεσματικότητα, ενώ η

προσέγγιση προγραμματισμού είναι μη-παραμετρική και λιγότερο επιρρεπής σε 

αυτό τον τύπο σφάλματος. Ωστόσο, ακόμη και η προσέγγιση προγραμματισμού 

υπονοεί με κάποιες υποθέσεις ότι υπάρχει κάποια σχέση ανάμεσα στα inputs και 

στα outputs, όπως το βαθμό αντικατάστασης ανάμεσα στα inputs, και τα οποία 

επηρεάζουν τα αποτελέσματα. Πιο συγκεκριμένα, χρησιμοποιώντας αυτή την 

προσέγγιση, κατασκευάζεται μια ’’συνάρτηση καλύτερης πρακτικής”, η οποία είναι 

απαραίτητα τμηματικά γραμμική, με βάση τις παρατηρούμενες τιμές των inputs και 

outputs προκειμένου να προσεγγιστεί η άγνωστη "πραγματική” συνάρτηση-σύνορο, 

αν υπάρχει τέτοια. Πάντως, ένα κοινό των προαναφερθέντων προσεγγίσεων 

συνόρου (frontier approaches) είναι ότι έχουν να κάνουν με τον υπολογισμό

συνόρων, τα οποία περικλείουν τα δεδομένα (envelop data) και όχι με τον

υπολογισμό συναρτήσεων, οι οποίες και τέμνουν-διχοτομούν τα δεδομένα (intersect 

data).

Τουλάχιστον πέντε τύποι των παραπάνω προσεγγίσεων συναντώνται συχνά 

στην οικονομική βιβλιογραφία και εφαρμόζονται σε διάφορα πεδία, όπως είναι τα 

χρηματοπιστωτικά ιδρύματα, τα οποία και παρουσιάζουν ιδιαίτερα αυξημένο 

ενδιαφέρον με μια πολύ πλούσια αρθρογραφία. Αυτές οι μέθοδοι διαφέρουν κυρίως, 

όπως προαναφέρθηκε και παραπάνω στα χαρακτηριστικά των προσεγγίσεων, στις 

υποθέσεις που κάνουν αναφορικά με το σχήμα του αποτελεσματικού συνόρου, την
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ύπαρξη του τυχαίου σφάλματος (random error) και (εφόσον αποδέχονται το τυχαίο 

λάθος) την κατανομή που ακολουθεί τόσο το τυχαίο λάθος όσο και η 

αναποτελεσματικότητα (inefficiency) ώστε να διαχωρίζεται το ένα από το άλλο. 

Επίσης, διαφορά υπάρχει στο είδος της αποτελεσματικότητας που εξετάζουν καθώς 

ορισμένες θεωρούν πως το αντικείμενο της ανάλυσης αποτελεί η τεχνική 

αποτελεσματικότητα, ενώ οι υπόλοιπες θεωρούν την οικονομική

αποτελεσματικότητα (η οποία εστιάζεται στην ελαχιστοποίηση του κόστους ή στη 

μεγιστοποίηση του κέρδους μέσω του κατάλληλου μείγματος εισροών και εκροών). 

Πιο συγκεκριμένα οι υποθέσεις που υιοθετούνται πάνω στα δεδομένα αφορούν: 

α) τη συναρτησιακή μορφή του αποτελεσματικού συνόρου (αν θα είναι μια πιο 

περιοριστική παραμετρική συναρτησιακή μορφή έναντι μιας λιγότερο περιοριστικής 

μη παραμετρικής μορφής),

β) το να λαμβάνεται ή όχι υπόψη το τυχαίο σφάλμα, το οποίο και μπορεί να δίνει σε 

κάποιες, με την ευρεία έννοια του όρου, παραγωγικές μονάδες συγκυριακά και 

προσωρινά υψηλά ή χαμηλά προϊόντα, συντελεστές παραγωγής, κόστη ή κέρδη, 

γ) το αν υπάρχει-θεωρείται τυχαίο σφάλμα, η κατανομή πιθανότητας που υιοθετείται 

για τις αναποτελεσματικότητες, π.χ., ημι-κανονική (half-normal), κόλουρη-κομμένη 

κανονική (truncated normal) κλπ., και που χρησιμοποιείται για το διαχωρισμό των 

αναποτελεσματικοτήτων από το τυχαίο σφάλμα [14],

Έτσι, οι εφαρμοζόμενες μέθοδοι διαφέρουν πρωτίστως τελικά στο πως και σε 

ποιο βαθμό επιβάλλεται το σχήμα του αποτελεσματικού συνόρου, καθώς και στις 

υποθέσεις κατανομής που επιβάλλονται για το τυχαίο σφάλμα και την 

αναποτελεσματικότητα.

Διακρίνοντας ως προς το αν είναι παραμετρικές ή όχι οι μέθοδοι, 

συναντώνται τρεις κύριες παραμετρικές:
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Η Προσέγγιση Στοχαστικού Συνόρου -Stochastic Frontier Approach (SFA)-, η 

Προσέγγιση Ελεύθερης Κατανομής -Free Distribution Approach (DFA)- και η Thick 

Frontier Analysis (TFA).

H SFA που κάποιες φορές καλείται και οικονομετρική προσέγγιση συνόρου 

(econometric frontier approach), προσδιορίζει μια συναρτησιακή μορφή για τη 

σχέση του κόστους, του κέρδος ή της παραγωγής ανάμεσα στα inputs, outputs και 

τους διάφορους παράγοντες του περιβάλλοντος-με τη γενική έννοια του όρου- και 

επιτρέπει το τυχαίο σφάλμα. FI προσέγγιση αυτή, που αναπτύχθηκε σχεδόν 

ταυτόχρονα από τους Aigner, Lovell & Schmidt (1977), και Meeusen & van den 

Broeck (1977), θεωρεί ένα μοντέλο συνδυασμένου σφάλματος όπου οι 

αναποτελεσματικότητες υποθέτονται ότι ακολουθούν μια ασύμμετρη κατανομή, 

συχνά συναντάται η ημι-κανονική (half-normal), ενώ τα τυχαία σφάλματα υποτίθεται 

ότι ακολουθούν μια συμμετρική κατανομή, συχνά την κανονική (normal distribution). 

Η λογική είναι ότι οι αναποτελεσματικότητες πρέπει να έχουν μια ’’κόλουρη-κομμένη 

(truncated)” κατανομή επειδή οι αναποτελεσματικότητες δεν μπορεί να πάρουν 

αρνητικές τιμές. Και οι αναποτελεσματικότητες και τα σφάλματα υποτίθεται ότι είναι 

ορθογωνικά ως προς τα inputs, τα outputs ή τις υπόλοιπες μεταβλητές του 

περιβάλλοντος, οι οποίες καθορίζονται στην εξίσωση υπολογισμού. Η 

υπολογισμένη αναποτελεσματικότητα για κάθε μια μονάδα απόφασης, επιχείρηση 

κλπ. λαμβάνεται από το μέσο όρο (mean), το διάμεσο (median) ή την επικρατούσα 

τιμή (mode) της κατανομής του όρου της αναποτελεσματικότητας, με δεδομένη την 

παρατήρηση του συνθετικού όρου του σφάλματος.

Η υπόθεση της ημι-κανονικής κατανομής για τις αναποτελεσματικότητες είναι 

σχετικά δυσκίνητη και θεωρεί ότι οι περισσότερες υπό εξέταση μονάδες 

συγκεντρώνονται γύρω από την πλήρη αποτελεσματικότητα-αναποτελεσματικότητα 

μηδέν. Στην πράξη, ωστόσο, κάποιες άλλες κατανομές μπορεί να είναι πιο
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κατάλληλες (Greene, 1990). Κάποιες μελέτες για χρηματοπιστωτικά ιδρύματα έχουν 

δείξει ότι καθορίζοντας την πιο γενικευμένη ’’κόλουρη-truncated” κανονική κατανομή 

για αναποτελεσματικότητα, έχει ως αποτέλεσμα λιγότερο, αλλά στατιστικά 

σημαντικά, διαφορετικά αποτελέσματα από την ειδική περίπτωση της ημι-κανονικής 

κατανομής (Berger & DeYoung, 1997). Ένα παρόμοιο αποτέλεσμα 

χρησιμοποιώντας δεδομένα από τον ασφαλιστικό τομέα προκύπτει όταν 

χρησιμοποιήθηκε η κατανομή γάμμα (gamma distribution), η οποία και είναι πιο 

ευέλικτη από την ημι-κανονική (Yuengert, 1993). Παρ’ όλα αυτά, αυτή η μέθοδος 

όπου δίνεται περιθώριο για μεγαλύτερη ευελιξία στην υιοθετούμενη κατανομή της 

αναποτελεσματικότητας μπορεί να κάνει πιο δύσκολο το διαχωρισμό της 

αναποτελεσματικότητας από το τυχαίο σφάλμα σ’ ένα συνδυασμένο πλαίσιο 

σφάλματος, καθώς η ’’κόλουρη-κομμένη (truncated)” κανονική και η γάμμα 

κατανομές μπορεί να είναι αρκετά κοντά στην συμμετρική κανονική κατανομή που 

υποτίθεται για τυχαίο σφάλμα.

Η DFA επίσης καθορίζει μια συναρτησιακή μορφή για το αποτελεσματικό 

σύνορο, αλλά διαχωρίζει τις αναποτελεσματικότητες από το τυχαίο σφάλμα με ένα 

διαφορετικό τρόπο. Αντίθετα από την SFA, η DFA δεν κάνει κάποιες ’’ισχυρές” 

υποθέσεις όσον αφορά τις συγκεκριμένες κατανομές των αναποτελεσματικοτήτων 

και των τυχαίων σφαλμάτων. Αντί γι’ αυτό, η DFA υποθέτει ότι η 

αποτελεσματικότητα κάθε μονάδας είναι σταθερή στο χρόνο, ενώ το τυχαίο σφάλμα 

τείνει προς το μηδέν με την πάροδο του χρόνου. Ο υπολογισμός της 

αναποτελεσματικότητας για κάθε μονάδα στο σύνολο δεδομένων του υπό εξέταση 

δείγματος καθορίζεται στη συνέχεια ως η διαφορά μεταξύ του μέσου όρου των 

υπολειμματικών (average residuals) της και του μέσου υπολειμματικού των 

μονάδων που βρίσκονται πάνω στο αποτελεσματικό σύνορο, ενώ αφήνονται και 

κάποια περιθώρια (με truncation) για να εξηγείται η αποτυχία του τυχαίου
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σφάλματος να φτάσει πλήρως στο μηδέν. Ένας εναλλακτικός τρόπος στην 

εφαρμογή της DFA είναι η χρήση ενός μοντέλου fixed effects. Σ’ ένα τέτοιο μοντέλο, 

όπως αναφέρεται στο οικείο κεφάλαιο, μια εικονική μεταβλητή (dummy variable) 

προσδιορίζεται για κάθε υπό εξέταση μονάδα σε ένα σύνολο δεδομένων του 

δείγματος. Οι διαφορές που προκύπτουν αναπαριστούν τις ζητούμενες 

αναποτελεσματικότητες, ωστόσο, έχουν εκφραστεί και αρκετά μειονεκτήματα στην 

εν λόγω παραλλαγή. Με την DFA, οι αναποτελεσματικότητες μπορούν να 

ακολουθήσουν σχεδόν οποιαδήποτε κατανομή, ακόμη και μια που είναι αρκετά 

κοντά στη συμμετρική, εφόσον βέβαια οι αναποτελεσματικότητες είναι μη αρνητικές. 

Σε μια μελέτη του Berger (1993), ένα γράφημα μιας μη-περιορισμένης (unrestricted) 

κατανομής αναποτελεσματικοτήτων όπως προκύπτει από δεδομένα σε εφαρμογή 

του DFA έδειξε ότι η προκύπτουσα κατανομή συχνοτήτων ήταν πιο κοντά στο 

σχήμα μιας συμμετρικής κανονικής παρά σε μια ασύμμετρη ημι-κανονική κατανομή. 

Παρ’ όλα αυτά, αν η αποτελεσματικότητα μεταβάλλεται με το χρόνο λόγω 

τεχνολογικών αλλαγών, θεσμικών και ρυθμιστικών μεταρρυθμίσεων και 

διαρθρωτικών αλλαγών, του κύκλου των επιτοκίων και της οικονομίας γενικότερα, ή 

οποιωνδήποτε άλλων επιρροών, τότε η DFA περιγράφει την απόκλιση της κάθε υπό 

εξέταση μονάδας από το μέσο αποτελεσματικό σύνορο παρά την 

αποτελεσματικότητα σε οποιοδήποτε σημείο στο χρόνο.

Τέλος, και η TFA καθορίζει μια συναρτησιακή σχέση για το αποτελεσματικό 

σύνορο και υποθέτει ότι αποκλίσεις από τις προβλεπόμενες τιμές επίδοσης μέσα 

στα υψηλότερα και χαμηλότερα τεταρτημόρια επίδοσης των παρατηρήσεων 

(ταξινομημένα κατά το μέγεθος της κλάσης), αναπαριστούν τυχαίο σφάλμα, ενώ 

αποκλίσεις στην προβλεπόμενη επίδοση ανάμεσα στα υψηλότερα και χαμηλότερα 

τεταρτημόρια αναπαριστούν αναποτελεσματικότητες. Αυτή η προσέγγιση δεν 

επιβάλλει καμιά υπόθεση στις κατανομές ούτε αναφορικά με την
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αναποτελεσματικότητα ούτε και με το τυχαίο σφάλμα, παρά μόνο θεωρεί ότι οι 

αναποτελεσματικότητες διαφέρουν ανάμεσα στα υψηλότερα και χαμηλότερα 

τεταρτημόρια και ότι το τυχαίο σφάλμα ενυπάρχει μέσα σε αυτά τα τεταρτημόρια. Η 

TFA αυτή καθαυτή δεν παρέχει ακριβείς υπολογισμούς της αποτελεσματικότητας για 

τις μεμονωμένες υπό εξέταση μονάδες, αλλά έχει ως στόχο να δώσει μια εκτίμηση 

του γενικού επιπέδου στο οποίο κινείται η ολική αποτελεσματικότητα. Η TFA μειώνει 

την επίδραση των ακραίων σημείων των δεδομένων, όπως το ίδιο κάνει και η DFA 

όταν τα ακραία μέσα υπολειμματικά "είναι κομμένα- truncated”.

Περνώντας από την άλλη μεριά στις μη-παραμετρικές, συναντώνται δύο 

κύριες μέθοδοι, η DEA (Data Envelopment Analysis) και μια ειδική περίπτωσή της η 

FDH (Free Disposal Hull). Και οι δύο βάζουν σχετικά λίγους περιορισμούς καθώς 

και αντίστοιχη δομή για τον καθορισμό του αποτελεσματικού συνόρου. Η DEA είναι 

μια τεχνική γραμμικού προγραμματισμού όπου το σύνολο των "καλύτερων” 

παρατηρήσεων (παρατηρήσεων πάνω στο σύνορο) είναι εκείνο για το οποίο δεν 

υπάρχει άλλη παραγωγική μονάδα -ή όπως συνηθίζεται ο όρος: μονάδα λήψης 

απόφασης (Decision Making Unit -DMU)- ή κυρτός(οοηνβχ) συνδυασμός μονάδων 

που να δίνει τόσα ή περισσότερα outputs δεδομένων των inputs, ή που να 

χρησιμοποιεί τόσα ή λιγότερα inputs δεδομένων των outputs. Η DEA που 

αναπτύχθηκε από τους Charnes, Cooper και Rhodes (1978), αρχικά είχε ως σκοπό 

τη χρήση στο δημόσιο τομέα και γενικότερα σε μη κερδοσκοπικά περιβάλλοντα, 

όπου οι στόχοι της τυπικής οικονομικής συμπεριφοράς μπορεί να μην εφαρμόζουν. 

Έτσι, η DEA μπορούσε να χρησιμοποιηθεί ακόμη και σε περιπτώσεις που δεν 

μπορούσαν να δικαιολογηθούν με συμβατικές συναρτήσεις κόστους ή κέρδους, οι 

οποίες εξαρτώνται από αντιδράσεις βελτιστοποίησης στις τιμές. Το σύνορο της DEA 

σχηματίζεται από τους γραμμικούς συνδυασμούς που συνδέουν το σύνολο των 

"καλύτερων” παρατηρήσεων, δίνοντας ένα κυρτό σύνολο δυνατοτήτων παραγωγής,
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με την ευρεία έννοια του όρου. Κατ’ αυτό τον τρόπο, η DEA δεν απαιτεί τον άμεσο 

καθορισμό της μορφής της υποκείμενης σχέσης παραγωγής.

Από την άλλη μεριά, η προσέγγιση FDH είναι μια ειδική περίπτωση του 

μοντέλου DEA, όπου τα σημεία πάνω στις γραμμές που συνδέουν τις κορυφές της 

DEA δεν περιλαμβάνονται στο αποτελεσματικό σύνορο. Το σύνολο παραγωγικών 

δυνατοτήτων της FDH συνθέτεται μόνο από τις DEA κορυφές και από τα σημεία της 

FDH που είναι εσωτερικά σε αυτές τις κορυφές. Καθώς το σύνορο της FDFH θα είναι 

είτε συμπίπτον, είτε εσωτερικό του συνόρου της DEA, η FDH τυπικά δίνει 

μεγαλύτερες εκτιμήσεις της μέσης αποτελεσματικότητας απ’ ότι η DEA (Tulkens, 

1993). Και οι δύο προσεγγίσεις αφήνουν περιθώρια στην αποτελεσματικότητα να 

μεταβάλλεται με το χρόνο και δεν προϋποθέτουν τίποτα σχετικά με τη μορφή της 

κατανομής των αναποτελεσματικοτήτων. Ωστόσο, μια σημαντική αδυναμία σε αυτές 

τις μη-παραμετρικές προσεγγίσεις είναι ότι γενικά υποθέτουν ότι δεν υπάρχει τυχαίο 

σφάλμα. Τρεις κύριες υποθέσεις είναι:

α) δεν υπάρχει σφάλμα μέτρησης στην κατασκευή του συνόρου, 

β) δεν υπάρχει τυχαιότητα που να δίνει σε μια μονάδα λήψης απόφασης προσωρινά 

καλύτερη μετρούμενη επίδοση τη μια περίοδο από την επόμενη, 

γ) δεν υπάρχουν ανακρίβειες που να δημιουργούνται από τους λογιστικούς κανόνες, 

οι οποίοι μπορεί να κάνουν τα μετρούμενα inputs και outputs να αποκλίνουν από 

πραγματικά οικονομικά inputs και outputs. Καθένα από αυτά τα σφάλματα, όμως, 

που μπορεί να εμφανίζονται στα δεδομένα μιας μη-αποτελεσματικής μονάδας θα 

αντικατοπτρίζονται ως μια αλλαγή στη μετρούμενη αποτελεσματικότητά της. Αυτό 

που μπορεί να είναι πιο προβληματικό είναι το ότι οποιοδήποτε από αυτά τα 

σφάλματα σε μια από τις μονάδες που βρίσκονται πάνω στο αποτελεσματικό 

σύνορο μπορεί να μεταβάλλει τη μετρούμενη αποτελεσματικότητα όλων των
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μονάδων, οι οποίες και συγκρίνονται με αυτή τη μονάδα ή με γραμμικούς 

συνδυασμούς που περιέχουν αυτή τη μονάδα.

22



ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΤΡΙΤΟ

ΘΕΜΕΛΙΩΔΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑΣ

Όπως έχει ήδη αναφερθεί η αποτελεσματικότητα στην παραγωγή (productive 

efficiency) έχει δύο συστατικά στοιχεία, επικεντρώνοντας το ενδιαφέρον στην 

οικονομική αποτελεσματικότητα. Η καθαρά τεχνική, φυσική έννοια αναφέρεται στην 

ικανότητα να αποφεύγεται οποιαδήποτε σπατάλη παράγοντας όσο το δυνατό 

περισσότερο output με βάση τα παρεχόμενα inputs, ή χρησιμοποιώντας όσο το 

δυνατό λιγότερα inputs δεδομένων των outputs. Έτσι, η ανάλυση της τεχνικής 

αποτελεσματικότητας μπορεί να έχει ένα προσανατολισμό είτε προς τα outputs είτε 

προς τα inputs, όπου για τα μεν πρώτα δίνεται η έμφαση στη μεγιστοποίηση και για 

τα δε δεύτερα δίνεται στην ελαχιστοποίηση. Πέρα από τον επίσημο ορισμό που 

έδωσε ο Koopmans, οι Debreu και Farrell εισήγαγαν ένα μέτρο της τεχνικής 

αποτελεσματικότητας, το οποίο και ορίστηκε ως: ένα μείον τη μέγιστη ισοανάλογη 

(equiproportionate) μείωση σ’ όλα τα inputs που παράλληλα επιτρέπει την ίδια 

παραγωγή των δεδομένων outputs. Ένα σκορ ίσο με τη μονάδα υποδεικνύει τεχνική 

αποτελεσματικότητα καθώς δεν είναι εφικτή καμία μείωση των inputs, ενώ ένα σκορ 

μικρότερο της μονάδας υποδεικνύει πρόβλημα αναποτελεσματικότητας. Σε κάποιες 

περιπτώσεις είναι επιθυμητό να εκφραστεί το μέτρο αυτό σε ισοανάλογη αύξηση 

των outputs με δεδομένα τα inputs, όπου η μετατροπή είναι άμεση. Προκειμένου να 

εκφρασθεί η δομή της παραγωγής ποσοτικά είναι απαραίτητο να αναφερθεί κάποια 

σημειολογία και ορολογία.

Έστω ότι οι παραγωγοί -με την ευρεία έννοια- χρησιμοποιούν η παραγωγικούς 

συντελεστές χ:

inputs χ = (Χι, χ2, ..., χη>) e R”, 

για την παραγωγή m προϊόντων y:
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outputs y = (y-ι, y2, ···, ym,) e R™,

Η τεχνολογία παραγωγής μπορεί να παρασταθεί με ένα σύνολο inputs -σύνολο 

παραγωγικών δυνατοτήτων:

L(y) = {x: (y,x) εφικτό}, (3.1),

το οποίο περιγράφει το σύνολο των διανυσμάτων input που είναι εφικτά V y e R™, 

και που συνήθως απαιτείται να είναι ένα κυρτό (convex) σύνολο, όπου V y e R™, 

θα έχει καμπύλη ίσου προϊόντος (isoquant):

IsoqL(y) = {χ: χ e L(y), λχ g L(y), όπου λ e [0, 1)} (3.2)

που περιγράφει το σύνολο των διανυσμάτων input που είναι ικανά να παράγουν 

κάθε διάνυσμα output y, αλλά τα οποία όταν συσταλθούν ακτινικά δεν μπορούν να 

παράγουν διάνυσμα output y, 

και το αποτελεσματικό υποσύνολο

EffL(y) = {χ: χ e L(y), και χ’ < χ => χ’ £ L(y)} (3.3)

ενώ είναι και EffL(y) e IsoqL(y),

το οποίο περιγράφει το σύνολο των διανυσμάτων input που είναι ικανά να 

παράγουν κάθε διάνυσμα output y, αλλά τα οποία όταν συσταλθούν σε 

οποιαδήποτε διάσταση δεν μπορούν να παράγουν διάνυσμα output y.

Όπως έχει αναφερθεί, ο Shephard (1953) εισήγαγε την input συνάρτηση απόστασης 

(input distance function) προκειμένου να παρέχει μια συναρτησιακή αναπαράσταση 

μιας τεχνολογίας πολλαπλών outputs. Η συνάρτηση αυτή είναι:

D/(y, χ) = ηταχ{λ: (χ/λ) e L(y)} (3.4)

Εμφανώς D/(y, χ) > 1, όπως προκύπτει από τη (3.2) ότι:

IsoqL(y) = {χ: D/(y, χ) = 1} (3.5)

Έτσι, το input-oriented μέτρο της τεχνικής αποτελεσματικότητας, όπως εκφράστηκε 

από τους Debreu και Farrell μπορεί να πάρει τη μορφή:
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DF|(y, x) = min{A: λχ e L(y)} (3.6)

όπου DF|(y, x) < 1, και όπως προκύπτει από την (4.4):

DF|(y, x) = 1 / D/(y, χ) (3.7)

ενώ από την (3.5) έχουμε:

IsoqL(y) = {χ: DF|(y, χ) = 1} (3.8)

Δεδομένου ότι συχνά στη μέτρηση της αποτελεσματικότητας εμφανίζεται η 

ανάγκη για output oriented υπολογισμούς, η παραπάνω διαδικασία μπορεί να 

αναστραφεί προς αυτή την κατεύθυνση. FI τεχνολογία παραγωγής μπορεί να 

εκφρασθεί με ένα σύνολο outputs - σύνολο παραγωγικών δυνατοτήτων:

Ρ(χ) = {y: (χ,γ) εφικτό}, (3.9)

το οποίο περιγράφει το σύνολο των διανυσμάτων output που είναι εφικτά V χ e R", 

και που συνήθως απαιτείται να είναι ένα κυρτό (convex) σύνολο, όπου V χ e R1', θα 

έχει καμπύλη ίσου προϊόντος (isoquant):

IsoqP(x) = {y: γ e Ρ(χ), θγ g Ρ(χ), όπου θ e [1, + οο)} (3.10)

που περιγράφει το σύνολο όλων των διανυσμάτων output που μπορούν να 

παραχθούν με κάθε διάνυσμα input χ, αλλά τα οποία όταν επεκταθούν ακτινικά δεν 

μπορούν να παραχθούν από το διάνυσμα input χ, 

και το αποτελεσματικό υποσύνολο

EffP(x) = {y: y e P(x), και y’ > y => y’ £ P(x)} (3.11)

ενώ είναι και EffP(x) e IsoqP(x),

που περιγράφει το σύνολο όλων των διανυσμάτων output που μπορούν να 

παραχθούν με κάθε διάνυσμα input χ, αλλά τα οποία όταν επεκταθούν σε 

οποιαδήποτε διάσταση δεν μπορούν να παραχθούν από το διάνυσμα input χ,

Η output συνάρτηση απόστασης (output distance function) του Shephard (1970) 

είναι:
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Do(x, y) = min{6: (y/θ) e P(x)} (3.12)

Αντίστοιχα είναι D{y, x) > 1, και όπως προκύπτει από τη (3.10):

IsoqP(x) = {y: D0(x, y) = 1} (3.13)

Έτσι, το output-oriented μέτρο της τεχνικής αποτελεσματικότητας, παίρνει τη μορφή: 

DF0(x, y) = max{0: 0y e P(x)} (3.14)

όπου DF0(x, y) >1, και η τεχνική αποτελεσματικότητα μπορεί να εκφρασθεί και ως: 

TEo(x, y) = [max{0: 0y e P(x)}]'1 

και όπως προκύπτει από την (3.12):

DF0(x, y) = 1 / D0(x, y) (3.15)

ενώ από την (3.13) έχουμε:

IsoqP(x) = {y: DF0(x, y) = 1} (3.16)

Μια σχηματική αναπαράσταση του συνόλου των εφικτών παραγωγικών διαδικασιών 

δίνεται στο σχήμα 1. To L(y) είναι το σύνολο των inputs στο διάστημα [χΑ, +»), ενώ 

το σύνολο των outputs στο διάστημα [0, γΒ],

y

Σχήμα 1. Τα σύνολα Inputs και Outputs της τεχνολογίας παραγωγής (Μ=1,Ν=1)
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Στο πάνω γράφημα του σχήματος 2 (επόμενη σελίδα) το L(y) είναι η περιοχή 

κάτω από την καμπύλη, ενώ στο κάτω γράφημα του ιδίου σχήματος το Ρ(χ) είναι η 

περιοχή πάνω από την καμπύλη αντίστοιχα. Στο πάνω γράφημα του σχήματος 3 

δίνεται η input καμπύλη ίσου προϊόντος IsoqL(y) που παρέχει το κατώτατο όριο του 

συνόλου input L(y). Δεδομένου ότι είναι ένα κατώτατο όριο που αναπαριστά την 

έννοια της χρήσης ελάχιστου input, παρέχει ένα ελκυστικό πρότυπο ως προς το 

οποίο μπορεί να μετρηθεί η τεχνική αποτελεσματικότητα της χρήσης input. Το 

EffL(y) είναι το μαυροσκιασμένο κομμάτι του IsoqL(y) και περιλαμβάνει μόνο το 

κομμάτι με κλίση προς τα κάτω. Το κομμάτι του IsoqL(y) με κλίση προς τα πάνω 

που δεν περιλαμβάνεται στο EffL(y) ανήκει στη μη-οικονομική (uneconomic) 

περιοχή του διανυσματικού χώρου των inputs. Καθώς EffL(y) c IsoqL(y), το EffL(y) 

παρέχει ένα πιο ’’αυστηρό” πρότυπο ως προς το οποίο να μετρηθεί η τεχνική 

αποτελεσματικότητα της χρήσης των inputs.

Στο κάτω γράφημα του σχήματος 3 δίνεται η output καμπύλη ίσου προϊόντος 

IsoqP(x) που παρέχει το ανώτατο όριο του συνόλου output Ρ(χ). Δεδομένου ότι είναι 

ένα ανώτατο όριο που αναπαριστά την έννοια της παραγωγής του μέγιστου δυνατού 

output με δεδομένο το διάνυσμα input χ, παρέχει ένα βολικό πρότυπο ως προς το 

οποίο να μετρηθεί η τεχνική αποτελεσματικότητα της παραγωγής output. To EffP(x) 

είναι το μαυροσκιασμένο κομμάτι του IsoqP(x) και περιλαμβάνει μόνο το κομμάτι με 

κλίση προς τα κάτω. Κατ’ αναλογία με την input-oriented περίπτωση το κομμάτι του 

IsoqL(y) με κλίση προς τα πάνω που δεν περιλαμβάνεται στο EffL(y) ανήκει στην 

μη-οικονομική (uneconomic) περιοχή του διανυσματικού χώρου των outputs. Καθώς 

EffP(x) e IsoqP(x), το EffP(x) παρέχει ένα πιο ’’αυστηρό” πρότυπο ως προς το 

οποίο να μετρηθεί η τεχνική αποτελεσματικότητα της παραγωγής των inputs.

Ένα σχηματικό παράδειγμα των δύο μέτρων τεχνικής αποτελεσματικότητας

27



X2
▲

Τα σύνολα Inputs της τεχνολογίας παραγωγής (Ν=2)
►

Χι

Σχήμα 2

28



H input καμπύλη ίσου προϊόντος (isoquant) και το input αποτελεσματικό 
υποσύνολο (Ν=2).

Η output καμπύλη ίσου προϊόντος (isoquant) και το output αποτελεσματικό 
υποσύνολο (Μ=2).

Σχήμα 3
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για δύο inputs και outputs (Ν=2, Μ=2) αντίστοιχα παρουσιάζονται στα παρακάτω 

γραφήματα του σχήματος 4 (σελ. 30). Στο input oriented πάνω δείγμα, τα 

διανύσματα χΑ και χΒ μπορούν να συσταλθούν ακτινικά (contracted radially) και 

ταυτόχρονα να παραμένουν ικανά να παράγουν το διάνυσμα output y, ενώ με τα 

διανύσματα xc και χ° δεν μπορεί να συμβεί αυτό, κάτι που σημαίνει ότι:

DF,(y, xc) = DF|(y, xD) = 1 > max{DF,(y, xA), DF,(y, xB)}

Θα πρέπει να σημειωθεί ότι το διάνυσμα (λΒχΒ) δεν μπορεί να συσταλθεί 

ακτινικά και ταυτόχρονα να παραμένει ικανό να παράγει το διάνυσμα output y, 

μολονότι περιέχει αργούν παραγωγικό δυναμικό (slack) στο input χ2, και μάλλον 

υπάρχει διστακτικότητα για το χαρακτηρισμό του διανύσματος input (λΒχΒ) ως 

τεχνικά αποτελεσματικό στην παραγωγή του διανύσματος output y. Τέτοιο ζήτημα 

δεν προκύπτει για την περίπτωση του διανύσματος input (λΑχΑ). Έτσι, DF|(y, λΑχΑ) = 

DFi(y, λΒχΒ) = 1, παρόλο που (λΑχΑ) <= EffL(y), ενώ (λΒχΒ) g EffL(y). Αντίστοιχες 

παρατηρήσεις μπορεί να γίνουν και στο output-oriented κάτω δείγμα, ενώ γενικά 

ισχύει ότι DFi(y, χ) φ 1/DF0(x, y) και όπως έδειξαν οι Fare & Lovell (1978) και 

Deprins & Simar (1983) αν, και μόνο αν η τεχνολογία παρουσιάζει σταθερές 

αποδόσεις στην κλίμακα (constant returns to scale) θα είναι: DF|(y, χ) = 1/DF0(x, y).

3.1. Σύνορα Παραγωγής

Εδώ μπορεί να δοθεί και μια συναρτησιακή μορφή για τα όρια των 

παραγωγικών διαδικασιών. Καθώς το όριο αναπαριστά το μέγιστο output που 

μπορεί να παραχθεί από ένα δεδομένο διάνυσμα input ή αντίστοιχα το ελάχιστο 

χρησιμοποιούμενο input που απαιτείται για να παραχθεί ένα δεδομένο διάνυσμα 

output, αποτελεί ένα ακόμη πρότυπο ως προς το οποίο μπορεί να μετρηθεί η 

τεχνική αποτελεσματικότητα. Για την περίπτωση πολλαπλών inputs και outputs ένα
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X2
▲

L(y)

Η μέτρηση της τεχνικής αποτελεσματικότητας κατά Debreu-Farrell (input 
oriented)

Y2

Η μέτρηση της τεχνικής αποτελεσματικότητας κατά Debreu-Farrell (output 
oriented)

3

Σχήμα 4



συνδυασμένο σύνορο παραγωγής (joint production frontier) θα είναι μια συνάρτηση: 

F(y, χ) = 0 με ιδιότητες: IsoqL(y) = {χ: F(x, y) = 0} και IsoqP(x) = {y: F(y, x) = 0}. Αυτό 

το σύνορο συχνά αναφέρεται και ως καμπύλη παραγωγικών δυνατοτήτων ή και ως 

καμπύλη μετασχηματισμού.

Χρησιμοποιώντας τώρα τις σχέσεις (4.1) και (4.9) προκύπτει ένα σύνορο 

παραγωγής (production frontier), το οποίο θα είναι μια συνάρτηση: 

f(x) = {χ: y <= Ρ(χ)} = {y: χ e L(y)}, η οποία σχηματικά φαίνεται στο σχήμα 5 κατ' 

αναλογία με το σχήμα 1. Το σύνορο παραγωγής παρέχει το ανώτατο όριο των 

παραγωγικών δυνατοτήτων, και ο συνδυασμός input-output του κάθε παραγωγού 

είναι τοποθετημένος είτε ακριβώς στο σύνορο είτε κάτω από αυτό. Κομβικό σημείο 

στη μέτρηση της τεχνικής αποτελεσματικότητας είναι να βρεθεί η απόσταση του 

συνδυασμού των inputs-outputs του κάθε παραγωγού από το σύνορο παραγωγής, 

το οποίο αποτελεί το αποτελεσματικό σύνορο.

Σχήμα 5. Ένα σύνορο παραγωγής
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3.2. Συναρτήσεις Απόστασης (Distance Functions)

Ένας τρόπος αντιμετώπισης αυτού του προβλήματος είναι με τις 

συναρτήσεις απόστασης του Shephard, οι οποίες παρέχουν ένα συναρτησιακό 

χαρακτηρισμό της δομής της παραγωγικής διαδικασίας, όταν χρησιμοποιούνται 

πολλαπλά inputs και outputs. Οι input συναρτήσεις απόστασης χαρακτηρίζουν τα 

σύνολα input, ενώ οι output συναρτήσεις απόστασης χαρακτηρίζουν τα σύνολα 

output. Ιδιαίτερα σημαντικός είναι ο ρόλος που παίζουν στη θεωρία δυϊκότητας 

(duality theory). Όπως υπό ορισμένες συνθήκες ένα σύνορο παραγωγής είναι το 

δυϊκό ενός συνόρου κόστους, έτσι και μια input συνάρτηση απόστασης είναι το 

δυϊκό ενός συνόρου κόστους, και μια output συνάρτηση απόστασης είναι το δυϊκό 

ενός συνόρου εσόδων.

Μια input συνάρτηση απόστασης υιοθετεί μια προσέγγιση συντήρησης των 

inputs για τη μέτρηση της απόστασης ενός παραγωγού από τα όρια των 

παραγωγικών δυνατοτήτων. Δίνει ουσιαστικά τη μέγιστη ποσότητα μέχρι την οποία 

μπορεί να συσταλθεί το διάνυσμα input του παραγωγού και ταυτόχρονα να 

παραμένει εφικτό για το διάνυσμα output που παράγει. Όπως φαίνεται στο πάνω 

γράφημα του σχήματος 6 (σελ. 34) το μονόμετρο input χ είναι εφικτό για output y, 

αλλά το y μπορεί να παραχθεί με μικρότερο input (χ / λ*), και έτσι είναι D|(y, χ) = λ* >

1. Στο κάτω γράφημα του σχήματος 6 το διάνυσμα input χ είναι εφικτό για output y, 

αλλά το y μπορεί να παραχθεί με το ακτινικά συσταλμένο διάνυσμα input (χ / λ*), 

οπότε και είναι D|(y, χ) = λ* > 1.

Αντίστοιχα μια output συνάρτηση απόστασης υιοθετεί μια προσέγγιση 

επέκτασης των outputs για τη μέτρηση της απόστασης ενός παραγωγού από τα 

όρια των παραγωγικών δυνατοτήτων. Δίνει ουσιαστικά την ελάχιστη ποσότητα μέχρι 

την οποία μπορεί να επεκταθεί το διάνυσμα input του παραγωγού και ταυτόχρονα 

να μπορεί να παραχθεί με δεδομένο το διάνυσμα input. Όπως φαίνεται στο πάνω



γράφημα του σχήματος 7 (σελ. 35) το μονόμετρο output y μπορεί να παραχθεί από 

το δεδομένο input χ, αλλά το ίδιο μπορεί να παραχθεί και το μεγαλύτερο output (y / 

μ*), και έτσι είναι D0(y, χ) = μ* < 1. Στο κάτω γράφημα του σχήματος 7 το διάνυσμα 

output y μπορεί να παραχθεί από το δεδομένο input χ, αλλά το ίδιο μπορεί να 

παραχθεί και το ακτινικά επεκταμένο διάνυσμα output (y / μ*), και έτσι είναι D0(y, χ) 

= μ* < 1.

Στη μεγάλη πλειοψηφία των εργασιών, η τεχνική αποτελεσματικότητα 

μετράται ακτινικά, χρησιμοποιώντας ως πρότυπα τις καμπύλες ίσου προϊόντος 

ακολουθώντας τους Debreu-Farrell [30, 35] και όχι έχοντας ως πρότυπα τα πιο 

ακριβή αποτελεσματικά υποσύνολα όπως υπέδειξε ο Koopmans (1951). Αυτό 

συμβαίνει διότι τα ακτινικά μέτρα ικανοποιούν κάποιες ιδιότητες που διευκολύνουν 

την κατάσταση σε αντίθεση με τα αποτελεσματικά υποσύνολα, τα οποία απαιτούν 

μη ακτινικά μέτρα. Έτσι, καθώς η τεχνική αποτελεσματικότητα είναι το αντίστροφο 

μιας συνάρτησης απόστασης, ικανοποιούνται κάποιες ιδιότητες 

συμπεριλαμβανομένων και των:

- DF|(y, χ) < 1 ή χρησιμοποιώντας το συμβολισμό TE|(y, χ) < 1 και 

DF0(x, y) > 1 ή χρησιμοποιώντας το συμβολισμό TEo(x, y) < 1

2. Αν DF|(y, χ) = 1 ο χ e IsoqL(y) και 

αν DF0(x, y) = 1 ο y € IsoqP(x)

3. FI DF|(y, χ) είναι μονότονα φθίνουσα (monotonically decreasing) στα inputs, ενώ η 

DFo(x, y) είναι μονότονα φθίνουσα στα outputs.

4. FI DF|(y, χ) είναι ομογενής βαθμού -1 στα inputs, ενώ η DF0(x, y) είναι ομογενής 

βαθμού -1 στα outputs.

5. Οι DF|(y, χ) και DF0(x, y) δεν εξαρτώνται από τις μονάδες μέτρησης των inputs 

και outputs.
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:------------------------------------------------------------------- ►
Xi

Μια input συνάρτηση απόστασης (N=2)

Σχήμα 6
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y

Μια output συνάρτηση απόστασης (Μ=2)

Σχήμα 7
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Ωστόσο, υπάρχουν ατέλειες στην πρακτική των Debreu-Farrell [30, 35] 

καθώς η υιοθετούμενη τεχνική αποτελεσματικότητα όντας το αντίστροφο μιας 

συνάρτησης απόστασης, απαιτείται απλώς να βρίσκεται πάνω σε μια καμπύλη ίσου 

προϊόντος, σε αντιδιαστολή με τον ορισμό του Koopmans, όπου είναι πιο ακριβής 

απαιτώντας να βρίσκεται ταυτόχρονα και στα δύο αποτελεσματικά σύνολα (Isoq- 

Eff). Έτσι, το κατά Debreu-Farrell μέτρο αναγνωρίζει όλους τους κατά Koopmans 

αποτελεσματικούς παραγωγούς ως τεχνικά αποτελεσματικούς, αλλά ταυτοποιεί και 

ως τεχνικά αποτελεσματικούς και τους παραγωγούς που βρίσκονται έξω από το 

αποτελεσματικό υποσύνολο αλλά πάνω στην καμπύλη ίσου προϊόντος. Συνεπώς, η 

κατά Debreu-Farrell τεχνική αποτελεσματικότητα είναι αναγκαία αλλά όχι ικανή 

συνθήκη για την κατά Koopmans τεχνική αποτελεσματικότητα. Όπως φαίνονται και 

στα γράφηματα του σχήματος 4, τα διανύσματα (λΒχΒ) και (θΒγΒ) ικανοποιούν την 

κατά Debreu-Farrell συνθήκη, αλλά όχι την κατά Koopmans, ενώ τα (λΑχΑ) και (θΑγΑ) 

ικανοποιούν και τις δύο συνθήκες. FI πρακτική σημασία αυτού του προβλήματος 

εξαρτάται από το πλήθος των παρατηρήσεων που κείτονται έξω από το αντίστοιχο 

αποτελεσματικό υποσύνολο. Ακόμη συναντάται σε αρκετές οικονομετρικές 

αναλύσεις, η παραμετρική μορφή της συνάρτησης που χρησιμοποιείται για την 

αναπαράσταση της παραγωγικής διαδικασίας να επιβάλλει την ισότητα μεταξύ 

καμπύλών ίσου προϊόντος και αποτελεσματικού υποσυνόλου, εξαλείφοντας κατ' 

αυτό τον τρόπο το πρόβλημα του οποιουδήποτε slack από την αρχική υπόθεση. Το 

πρόβλημα μπορεί να είναι αρκετά σημαντικό στην προσέγγιση του μαθηματικού 

προγραμματισμού, στην οποία η μη-παραμετρική μορφή του συνόρου που 

χρησιμοποιείται για την αναπαράσταση των ορίων των παραγωγικών δυνατοτήτων 

επιβάλλει ουσιαστικά slack εξ' υποθέσεως. Αν στην πράξη θεωρείται το πρόβλημα 

ιδιαίτερα σημαντικό, είναι δυνατό τα κατά Debreu-Farrell σκορ τεχνικής 

αποτελεσματικότητας και τα slacks να αναφερθούν χωριστά, δίπλα-δίπλα. Κάτι
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τέτοιο όμως συνήθως αποφεύγεται, και γίνεται προσπάθεια εύρεσης κάποιας λύσης, 

όπως είναι οι τρεις παρακάτω που έχουν κατά καιρούς προταθεί: 

α) Αντικατάσταση του ακτινικού μέτρου κατά Debreu-Farrell με ένα προσθετικό 

μέτρο που ’’απορροφά” το slack σε όλες τις (m+n) διαστάσεις [Charnes, Cooper, 

Golany, Seiford και Stutz (1985)]. Αυτή η τεχνική έχει το μεγάλο πλεονέκτημα να 

εγγυάται ότι ένας παραγωγός θα καλείται αποτελεσματικός αν, και μόνο αν, ανήκει 

στο αποτελεσματικό υποσύνολο. Από την άλλη όμως, καθώς τα slacks ορίζονται 

διαφορετικά για διαφορετικές μεταβλητές, το μέτρο αποτελεσματικότητας δεν είναι 

αμετάβλητο σε αλλαγές των μονάδων μέτρησης, με αποτέλεσμα και η οποιαδήποτε 

κατάταξη που προκύπτει να ενέχει κάποιο βαθμό αυθαιρεσίας. Μια επέκταση του 

προσθετικού (additive) μοντέλου (όπως ονομάζεται εναλλακτικά το VRS μοντέλο), 

που είναι αμετάβλητο στις αλλαγές των μονάδων μέτρησης αναπτύχθηκε από τους 

Charnes, Cooper, Rousseau και Semple (1987).

β) Η αντικατάσταση του ακτινικού μέτρου κατά Debreu-Farrell με ένα μη-ακτινικό 

πολλαπλασιαστικό μέτρο [Fare και Lovell (1978)], το οποίο επίσης εγγυάται ότι ο 

παραγωγός θα καλείται αποτελεσματικός αν, και μόνο αν, ανήκει στο 

αποτελεσματικό υποσύνολο, αλλά ταυτόχρονα παρουσιάζει και αρκετές δυσχέρειες 

στην εφαρμογή του.

γ) Συνδυασμός του ακτινικού μέτρου κατά Debreu-Farrell και όποιων παραμενόντων 

slacks σε ένα απλό μέτρο τεχνικής αποτελεσματικότητας, όπως έχει προταθεί και 

εκτεταμένα χρησιμοποιηθεί [Charnes, Cooper και Rhodes (1978)] και [AM (1989, 

1991)]. Παρ’ όλα αυτά, και αυτά τα συνδυασμένα μέτρα παρουσιάζουν διάφορες 

ατέλειες.

Από τις παραπάνω προσπάθειες για την εξάλειψη της διαφοράς μεταξύ των 

ορισμών κατά Koopmans και κατά Debreu-Farrell για την τεχνική 

αποτελεσματικότητα δεν προέκυψε καμιά επικρατούσα τεχνική, ωστόσο οι δύο πιο
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δημοφιλείς μέθοδοι φαίνεται να είναι η α) και η γ), δηλ. είτε να αναφερθεί μόνο το 

ακτινικό μέτρο κατά Debreu-Farrell και να αγνοηθεί το πιθανό slack, είτε να 

παρουσιασθεί ένα συνδυασμένο μέτρο.

3.3. Οικονομική Αποτελεσματικότητα

Αν όμως είναι διαθέσιμες οι τιμές και μπορεί να υπολογισθεί η οικονομική 

αποτελεσματικότητα, υπάρχουν επιπλέον επιλογές. Ούτως ή άλλως, δεν υπάρχει 

διάκριση μεταξύ του ορισμού και της μέτρησης της οικονομικής 

αποτελεσματικότητας. Ο ορισμός και η μέτρηση της αποτελεσματικότητας απαιτούν 

τον καθορισμό ενός οικονομικού στόχου καθώς και πληροφορίες πάνω στις 

αγοραίες τιμές. Αν ο αντικειμενικός στόχος της παραγωγικής μονάδας (ή ο στόχος 

που ανατίθεται σε αυτήν από τον εκάστοτε αναλυτή) είναι η ελαχιστοποίηση του 

κόστους, τότε ένα μέτρο της αποτελεσματικότητας κόστους παρέχεται από το λόγο 

του ελάχιστου δυνατού κόστους προς το παρατηρούμενο κόστος. Αυτό το μέτρο 

εξαρτάται από τις τιμές των inputs. Παίρνει τιμή ίση με τη μονάδα αν ο παραγωγός 

είναι αποτελεσματικός ως προς το κόστος, ενώ παίρνει τιμές μικρότερες της 

μονάδας υποδεικνύοντας το βαθμό αναποτελεσματικότητας. Ένα μέτρο της 

επιμεριστικής (allocative) αποτελεσματικότητας μπορεί να προκύψει από το λόγο 

της αποτελεσματικότητας κόστους προς την κατά Debreu-Farrell input-oriented 

τεχνική αποτελεσματικότητα. FI τροποποίηση της ανάλυσης της 

αποτελεσματικότητας κόστους ως προς το output-oriented πρόβλημα είναι άμεση με 

τη χρήση της αποτελεσματικότητας εσόδων (revenue efficiency). FI τροποποίηση 

της διαδικασίας ώστε να προσαρμοστούν οι εναλλακτικοί αντικειμενικοί στόχοι 

μπορεί να είναι κάποιες φορές άμεση ή κάποιες φορές να απαιτεί κάπως πιο 

πολύπλοκους χειρισμούς. Το ίδιο σε σημαντικό βαθμό ισχύει και για το 

συνυπολογισμό των ρυθμιστικών και άλλων μη-τεχνολογικών περιορισμών που
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ενδεχομένως εμποδίζουν την επιδίωξη ή μη κάποιων οικονομικών στόχων. Μια 

τρίτη εναλλακτική προσέγγιση, η οποία μπορεί να θεωρηθεί και πιο περιεκτική 

κάποιες φορές, είναι με την αποτελεσματικότητα κέρδους (profit efficiency) όπου 

βασική επιδίωξη είναι η μεγιστοποίηση του κέρδους, λαμβάνοντας ως δεδομένο ότι 

οι παραγωγοί αντιμετωπίζουν θετικές τιμές inputs και outputs.

Υποθέτοντας ότι οι παραγωγοί αντιμετωπίζουν τιμές input που 

αναπαρίστανται με το διάνυσμα: w = (wi, w2, ..., wn) e R", και τιμές output που

αναπαρίστανται με το διάνυσμα: ρ = (ρι, ρ2, ..., pm) e R™, μπορεί να οριστεί μια 

συνάρτηση ελάχιστου κόστους, ή αλλιώς ένα σύνορο κόστους, ως: 

c(y, w) = minx{wT χ: D|(y, χ) > 1} = minx{wT x:xe L(y)} 

που σημαίνει ότι για τους τιμές input που αντιμετωπίζουν οι παραγωγοί 

προσπαθούν να μειώσουν το κόστος wT χ που επωμίζονται για την παραγωγή των 

y outputs που έχουν επιλέξει να παράγουν. Το πρότυπο ως προς το οποίο εκτιμάται 

η επίδοσή τους μετατοπίζεται από το σύνορο παραγωγής στο σύνορο κόστους. Η 

επίτευξη της τεχνικής αποτελεσματικότητας είναι αναγκαία, αλλά όχι και ικανή 

συνθήκη, για την επίτευξη της αποτελεσματικότητας κόστους.

Αντίστοιχα μπορεί να οριστεί μια συνάρτηση μέγιστων εσόδων, ή αλλιώς το 

σύνορο εσόδων (revenue frontier) ως:

r(x, y) = maxy{pT y: D0(x, y) < 1} = maxy{pT y: y e P(x)}, 

όπου ανάλογα με τα προηγούμενα, σημαίνει ότι για τις τιμές output που 

αντιμετωπίζουν οι παραγωγοί προσπαθούν να μεγιστοποιήσουν τα έσοδα ρτ y που 

δημιουργούν δεδομένων των χ inputs που χρησιμοποιούν. Το πρότυπο ως προς το 

οποίο εκτιμάται η επίδοσή τους μετατοπίζεται από το σύνορο παραγωγής στο 

σύνορο εσόδων.
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Επίσης, ταυτόχρονα μπορεί να οριστεί και η συνάρτηση μέγιστου κέρδους, 

σύνορο κέρδους (profit frontier) ως:

π(ρ, w) = maxx{pT y - wT χ: (y, x) e στο σύνολο των εφικτών συνδυασμών 

των διανυσμάτων χ, y του διανυσματικού χώρου που προκύπτει - σχήμα 1}. Η 

υπόθεση τώρα είναι ότι οι παραγωγοί αντιμετωπίζουν τιμές output ρ e R"1 και τιμές 

input w e R" και αντικειμενικός στόχος είναι η μεγιστοποίηση του κέρδους (ρτ y - 

wT χ) που επιτυγχάνουν χρησιμοποιώντας inputs xe R" για να παράγουν outputs y 

e Rm. To πρότυπο ως προς το οποίο εκτιμάται η επίδοσή τους μετατοπίζεται ξανά 

τώρα από το σύνορο παραγωγής στο σύνορο κέρδους.

Τα wT και ρτ είναι οι ανάστροφοι των διανυσμάτων w και ρ - transpose. Για 

πίνακες σειρά όπως τα w και ρ, τα wT και ρτ είναι πίνακες στήλη. Για δύο

j

διανύσματα a = (ai.......aj) και b = (bi, ..., bj) ισχύει ότι: aT b = ^a, ■bj . Ενώ το
/-I

σύνορο παραγωγής περιγράφει το καλύτερο δυνατό που μπορεί να επιτευχθεί 

τεχνικά, τα τρία παραπάνω σύνορα περιγράφουν ανάλογα με την οπτική γωνία το 

καλύτερο δυνατό που μπορεί να επιτευχθεί οικονομικά, οπότε και παρέχουν 

πρότυπα ως προς τα οποία μπορεί να μετρηθεί η οικονομική επίδοση των 

παραγωγικών μονάδων. Στα παρακάτω σχήματα 8, 9, 10 παρουσιάζονται 

σχηματικά οι μορφές των τριών παραπάνω συνόρων.
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c(y w)

►
y

Σχήμα 8. Ένα σύνορο κόστους (Μ=1)

r(x. Ρ)

►
χ

Σχήμα 9. Ένα σύνορο εσόδων (Ν=1)
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(a) M=1
►

P

▲

(b) N=1
►

w

Σχήμα 10. Ένα σύνορο κέρδους
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3.4. Μεταβλητά σύνορα κόστους και κέρδους 

Κάποιες φορές μπορεί να μην είναι δυνατό για τους παραγωγούς να 

ελαχιστοποιήσουν το κόστος ή να μεγιστοποιήσουν τα έσοδα και το κέρδος, αν 

κάποια inputs ή outputs είναι σταθερά, για παράδειγμα λόγω κάποιων συμφωνιών ή 

συμβολαίων. Σ’ αυτή την περίπτωση το επίκεντρο μετατοπίζεται από ένα σύνορο 

κόστους σε ένα μεταβλητό σύνορο κόστους (variable cost frontier), και αντίστοιχα 

από ένα σύνορο εσόδων ή κέρδους σε ένα μεταβλητό σύνορο εσόδων ή κέρδους 

(variable revenue or profit frontier).

Ξεκινώντας για την περίπτωση του μεταβλητού συνόρου κόστους, γίνεται η 

υπόθεση ότι η υπό εξέταση παραγωγική μονάδα χρησιμοποιεί το μεταβλητό 

διάνυσμα inputs χ e διαθέσιμο σε τιμές w e Rn+, και το σταθερό διάνυσμα

inputs z e R®, για την παραγωγή του διανύσματος outputs ye Rm. Ο

αντικειμενικός στόχος είναι η ελαχιστοποίηση του μεταβλητού κόστους wT χ που 

απαιτείται για την παραγωγή του y, δεδομένης της τεχνολογίας και των (w, ζ). Έτσι, 

το μεταβλητό σύνορο κόστους μπορεί να οριστεί ως μια συνάρτηση της μορφής:

vc(y, w, ζ) = minx{wT χ: (y, χ, ζ) e στο σύνολο των εφικτών συνδυασμών των 

διανυσμάτων χ, y του διανυσματικού χώρου που προκύπτει - σχήμα 1}.

Το μεταβλητό σύνορο κόστους vc(y, χ, ζ) δείχνει τα ελάχιστα δυνατά έξοδα πάνω 

στα μεταβλητά inputs που απαιτούνται για να παραχθεί το διάνυσμα outputs y όταν 

οι μεταβλητές τιμές των inputs είναι w και οι σταθερές ποσότητες των inputs είναι ζ. 

Συνεπώς wT > vc(y, w, ζ) και το vc(y, w, ζ) αποτελεί το πρότυπο ως προς το οποίο 

μπορεί να μετρηθεί η επίδοση των παραγωγών. Αντίστοιχα προκύπτουν και για την 

περίπτωση του μεταβλητού συνόρου εσόδων.

Αναφορικά με την περίπτωση του μεταβλητού συνόρου κέρδους, αν υποτεθεί 

ότι οι παραγωγοί πουλάνε τα outputs σε τιμές ρ e Rm στόχος θα αποτελεί η
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μεγιστοποίηση του μεταβλητού κέρδους, δηλ., η μεγιστοποίηση της διαφοράς 

μεταξύ των συνολικών εσόδων και ρτ y και του μεταβλητού κόστους wT χ, 

δεδομένης της τεχνολογίας και των (ρ, w, ζ). Έτσι, ένα μεταβλητό σύνορο κέρδους 

μπορεί να οριστεί ως μια συνάρτηση της μορφής:

νπ(ρ, w, ζ) = maxy,x{pT y - wT χ: (y, χ, ζ) e στο σύνολο των εφικτών 

συνδυασμών των διανυσμάτων χ, y του διανυσματικού χώρου που προκύπτει - 

σχήμα 1}. Το μεταβλητό σύνορο κέρδους δείχνει τη μέγιστη διαφορά των συνολικών 

εσόδων από το μεταβλητό κόστος όταν οι τιμές των outputs είναι ρ, οι μεταβλητές 

τιμές των inputs είναι w, και οι σταθερές ποσότητες των inputs είναι ζ. Συνεπώς, θα 

είναι (ρτ y - wT χ) < νπ(ρ, w, ζ) και άρα το νπ(ρ, w, ζ) μπορεί να χρησιμεύσει ως ένα 

πρότυπο ως προς το οποίο μπορεί να μετρηθεί η επίδοση των παραγωγών.

Η μέτρηση και ανάλυση της αποτελεσματικότητας κόστους μπορεί να 

παρασταθεί όπως φαίνεται στα γραφήματα του σχήματος 11, όπου η 

αποτελεσματικότητα κόστους ενός παραγωγού που χρησιμοποιεί χΑ inputs, 

διαθέσιμα σε τιμές ν\Λ για να παράγει yA outputs μετράται με τη βοήθεια τους 

καμπύλης ίσου προϊόντος lsoqL(yA). Στο input-oriented δείγμα το χΕ ελαχιστοποιεί 

το κόστος της παραγωγής των y στις τιμές w, και έτσι είναι wT χΕ = c(y, w). Η 

αποτελεσματικότητα κόστους του χΑ θα ισούται με το λόγο του ελάχιστου κόστους 

W4,1 χΕ = c(yA, ν/^) προς το πραγματοποιούμενο κόστος χΑ, δηλ., χΕ / \ναύ χα 

= c(yA, ν/) / ν/τ χΑ Η αποτελεσματικότητα κόστους γενικά θα είναι μια συνάρτηση: 

CE(y, χ, w) = c(y, w) / wT x.

Όπως φαίνεται και από το πάνω γράφημα του σχήματος 11 όλη η 

αποτελεσματικότητα κόστους δεν είναι απαραίτητο να αποδοθεί στην τεχνική 

αποτελεσματικότητα. Το κατά Debreu-Farrell μέτρο της τεχνικής 

αποτελεσματικότητας του χΑ δίνεται από το λόγο:

TE(yA, χΑ) = λΑ = λΑ χΑ / χΑ = ν/τ (λΑ χΑ / wT χΑ). Έτσι, η αποτελεσματικότητα
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Χι

Η μέτρηση και ανάλυση της αποτελεσματικότητας κόστους (Ν=2)

c(y, ν/)

/ y

Η μέτρηση και ανάλυση της αποτελεσματικότητας κόστους (Μ=1) 

Σχήμα 11
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κόστους θα δίνεται από το λόγο των εξόδων στο χΕ (που ισούνται με τα έξοδα στο 

χΒ) προς τα έξοδα στο χΕ, ενώ η input-oriented τεχνική αποτελεσματικότητα από το 

λόγο των εξόδων στο λΑ χΑ προς τα έξοδα στο χΑ. Το εναπομένον κομμάτι μπορεί 

να αποδοθεί στο μη βέλτιστο επιμερισμό (misallocation) των inputs, και άρα 

προκύπτει η επιμεριστική αποτελεσματικότητα που μπορεί να βρεθεί από το λόγο 

της αποτελεσματικότητας κόστους προς την τεχνική αποτελεσματικότητα, δηλ.:

AE|(y, χ, w) = CE(y, χ, w) / TE,(y, x)

και άρα από το λόγο wT χΕ / wT (λΑ χΑ). Το μέτρο της αποτελεσματικότητας κόστους 

παίρνει τιμές από 0 ως 1, όπως συμβαίνει και με τα δύο συνθετικά τους. Ένας 

παραγωγός είναι αποτελεσματικός ως προς το κόστος αν, και μόνο αν, είναι και 

τεχνικά και επιμεριστικά αποτελεσματικός, δηλ., ισχύει η ικανή και αναγκαία 

συνθήκη: CE(y, χ, w) = 1 ο TE|(y, χ) = AE|(y, χ, w) = 1. Τα μεγέθη της τεχνικής, 

επιμεριστικής και κόστους αποτελεσματικότητας μετρούνται από τους λόγους των 

σταθμισμένων ως προς τις τιμές των διανυσμάτων inputs. Η διεύθυνση της 

επιμεριστικής αποτελεσματικότητας προκύπτει από τη διαφορά των διανυσμάτων 

input: χΕ - λΑ χΑ.

Για την περίπτωση στην οποία τα αποτελεσματικά υποσύνολα είναι 

υποσύνολα των καμπύλών ίσου προϊόντος (isoquants), δηλ., EffL(y) c IsoqL(y), - 

σχήμα 3 - όπως συμβαίνει στη συναρτησιακή μορφή translog, που έχει αυτή την 

ιδιότητα - και σε αντιδιαστολή με συναρτησιακές μορφές όπως η Cobb-Douglas που 

έχει την ιδιότητα EffL(y) = IsoqL(y) - η αποτελεσματικότητα κόστους εμφανίζει τρία 

συστατικά. Έτσι, αν είναι χΑ το δείγμα των παρατηρήσεων input, η 

αποτελεσματικότητα κόστους έχει ένα ’’τεχνικό συνθετικό” κατά Debreu-Farrell ίσο 

με wT (λΑ χΑ) / wT χΑ, ένα ’’slack συνθετικό” ίσο με wT χΒ / wT (λΑ χΑ) και ένα 

’’επιμεριστικό συνθετικό” ίσο με wT χΕ / wT χΒ, όπως φαίνεται και στο σχήμα 12. 

Θεωρητικά αν είναι διαθέσιμα όλα τα δεδομένα τιμών των inputs μπορούν να

47



Σχήμα 12. Η μέτρηση της τεχνικής αποτελεσματικότητας κατά Debreu-Farrell 
(input oriented)

προσδιοριστούν και τα τρία συνθετικά, στην πράξη όμως το slack συνθετικό 

συνήθως μεταβιβάζεται είτε στο τεχνικό είτε στο επιμεριστικό συνθετικό.

Η μέτρηση και η ανάλυση της αποτελεσματικότητας εσόδων και κέρδους 

προκύπτει αντίστοιχα με την ανάλογη προσαρμογή. Έτσι, ένα μέτρο για την 

αποτελεσματικότητα εσόδων θα είναι μια συνάρτηση τους μορφής:

RE(x, y, ρ) = ρτ y / r(x, ρ), δηλ., θα δίνεται από το λόγο των πραγματοποιούμενων 

εσόδων προς τα μέγιστα έσοδα. Στο κάτω γράφημα του σχήματος 13 η 

αποτελεσματικότητα εσόδων ενός παραγωγού που χρησιμοποιεί χΑ inputs για να 

παράγει y* outputs για πώληση σε τιμές ρΑ μετράται με τη βοήθεια της καμπύλης 

ίσου προϊόντος lsoqP(xA). Το μέτρο του RE θα δίνεται από το λόγο των 

παρατηρούμενων εσόδων ρΑΤ y* προς τα μέγιστα έσοδα που είναι: r(xA, ρΑ) = ρΑΤ 

yE. Το ίδιο σενάριο αναπαρίσταται σχηματικά στο πάνω γράφημα του σχήματος 13.
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r(x, pA)

Μέτρηση και Ανάλυση της αττοτελεσματικότητας εσόδων (Ν=1)

Σχήμα 13
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Αντίστοιχα και σ’ αυτή την περίπτωση είναι εμφανές ότι όλη η αποτελεσματικότητα 

εσόδων δεν οφείλεται απαραίτητα μόνο στην τεχνική αποτελεσματικότητα. Η output- 

oriented τεχνική αποτελεσματικότητα ισούται με:

ΤΕ0(χα yA) = (ΘΑ)'1 = ρΑΤ yA / ρΑΤ (ΘΑ yA).

Έτσι, η αποτελεσματικότητα εσόδων θα δίνεται από το λόγο των εσόδων στο yA 

προς τα έσοδα στο yE (που ισούνται με τα έσοδα στο χΒ), ενώ η output-oriented 

τεχνική αποτελεσματικότητα από το λόγο των εσόδων στο yA προς τα έσοδα στο (ΘΑ 

y*). Το εναπομένον κομμάτι μπορεί να αποδοθεί στο μη βέλτιστο επιμερισμό 

(misallocation) των outputs, και άρα προκύπτει η output-oriented επιμεριστική 

αποτελεσματικότητα που μπορεί να βρεθεί από το λόγο της αποτελεσματικότητας 

εσόδων προς την τεχνική αποτελεσματικότητα, δηλ.:

ΑΕ0(χ, y, ρ) = RE(x, y, ρ) / TE0(x, y)

Περνώντας στην αποτελεσματικότητα κέρδους, η μέτρησή τους θα γίνεται με 

μια συνάρτηση της μορφής:

πΕ(γ, χ, ρ, w) = (ρτ y - wT χ) / π(ρ, w), με την προϋπόθεση ότι π(ρ, w) > 0. Δηλ., ένα 

μέτρο της αποτελεσματικότητας κέρδους παρέχεται από το λόγο του 

πραγματοποιούμενου προς το μέγιστο δυνατό κέρδος, και φυσικά θα είναι πΕ(γ, χ, 

ρ, w) < 1. Στο σχήμα 14 παριστάνεται ένας παραγωγός που αντιμετωπίζει τιμές (ρΑ, 

wA) και επιτυγχάνει αποτελεσματικότητα πΕ(γ, χ, ρ, w) = 1 στο συνδυασμό input- 

output του σημείου Ε, και αποτελεσματικότητα πΕ(γ, χ, ρ, w) < 1 για κάθε άλλο 

εφικτό συνδυασμό input-output. Η ανάλυση της αποτελεσματικότητας κέρδους στα 

συστατικά τους μέρη είναι κάπως αυθαίρετη, εξαρτώμενη κυρίως από το αν 

χρησιμοποιείται ένα input-oriented ή ένα output-oriented μέτρο τεχνικής 

αποτελεσματικότητας. Έτσι, στο σχήμα 14 η υπόθεση είναι ότι χρησιμοποιείται ένα 

output-oriented μέτρο και ο παραγωγός που αντιμετωπίζει τιμές (ρΑ, ν/) 

χρησιμοποιεί το διάνυσμα inputs χΑ για να παράγει το διάνυσμα outputs yA Καθαρά,
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(\N/p)

Σχήμα 14. Ανάλυση της αποτελεσματικότητας κέρδους

αυξάνοντας την output-oriented τεχνική αττοτελεσματικότητα με ακτινική αύξηση του 

output στο θγΛ θα αυξηθεί το κέρδος και η αποτελεσματικότητα κέρδους. Αλλά η 

output-επιμεριστική αναποτελεσματικότητα μπορεί να παραμείνει στο θγ^ και το 

διάνυσμα input χΑ μπορεί να παρουσιάζει input-επιμεριστική αναποτελεσματικότητα. 

Και η output-επιμεριστική αναποτελεσματικότητα στο θγΑ και η input-επιμεριστική 

αναποτελεσματικότητα στο χΑ μειώνουν το κέρδος κάτω από το π(ρΑ, ν/), και έτσι 

συνεισφέρουν και οι δύο στην αναποτελεσματικότητα κέρδους. Ωστόσο ακόμη κι αν 

ληφθεί υπόψη η τεχνική αποτελεσματικότητα και τα δύο είδη τους επιμεριστικής 

αποτελεσματικότητας, μπορεί να παραμένει η αναποτελεσματικότητα κλίμακος, η 

οποία και αποτελεί την τελευταία πηγή της αναποτελεσματικότητας κέρδους. Οι ίδιοι 

συλλογισμοί που βασίζονται σε ένα input-oriented μέτρο τεχνικής 

αποτελεσματικότητας οδηγούν στο συμπέρασμα ότι η τεχνική 

αναποτελεσματικότητα, και τα δύο είδη της επιμεριστικής αναποτελεσματικότητας,
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καθώς και η αναποτελεσματικότητα κλίμακος συνεισφέρουν στην 

αναποτελεσματικότητα κέρδους, μολονότι τα μεγέθη κάθε συστατικού θα διαφέρουν 

από τα αντίστοιχα μεγέθη που προκύπτουν όταν υιοθετείται ένα output-oriented 

μέτρο τεχνικής αποτελεσματικότητας.

Για ένα output—oriented μέτρο τεχνικής αποτελεσματικότητας, το μέτρο της 

αποτελεσματικότητας κέρδους μπορεί να αναλυθεί ως:

πΕ(γ, χ, ρ, w) = {ΤΕ0(χ, y) AE0(x, y, ρ) [r(x, ρ) / ρτ y(p, w)] ρτ y(p, w) - [AE,(y, 

x, w)]"1 [c(y/TE0(x, y), w) / wT x(p, w)] wT x(p, w)} / π(ρ, w).

Οι δύο καινούργιοι όροι, δηλ., ο τρίτος και ο έκτος όρος στον αριθμητή, [r(x, ρ) / ρτ 

y(p, w)] και [c(y/TE0(x, y), w) / wT x(p, w)] αποτελούν το μέτρο της 

αποτελεσματικότητας κλίμακος. Εμφανώς, θα είναι:

πΕ(γ, χ, ρ, w) = [ρτ y(p, w) - wT χ(ρ, w)] / π(ρ, w) = 1, αν και μόνο αν όλες οι 

αποτελεσματικότητες είναι ίσες με τη μονάδα. Δηλ., η επίτευξη της μεγιστοποίησης 

του κέρδους απαιτεί τεχνική αποτελεσματικότητα, με χρήση του κατάλληλου 

μίγματος inputs υπό το πρίσμα των τιμών τους w, παραγωγή του κατάλληλου 

μίγματος outputs υπό το πρίσμα των τιμών τους ρ, και λειτουργία στη σωστή 

κλίμακα υπό το πρίσμα των (ρ, w).

Μεταβλητή αποτελεσματικότητα κόστους, εσόδων και κέρδους

Σε αναλογία με τα προαναφερθέντα μεταβλητά σύνορα, τα οποία μπορούν 

να χρησιμεύσουν ως πρότυπα σύγκρισης, η οικονομική αποτελεσματικότητα θα 

προσαρμόζεται κατάλληλα ώστε να ανταποκρίνεται ακριβέστερα στις περιπτώσεις 

όπου υπάρχουν για παράδειγμα σταθερά inputs και δεν υπάρχουν όλες οι 

δυνατότητες ευελιξίας για τους παραγωγούς. Έτσι, για την περίπτωση της 

μεταβλητής αποτελεσματικότητας κόστους γίνεται και πάλι η υπόθεση ότι η υπό 

εξέταση παραγωγική μονάδα χρησιμοποιεί το μεταβλητό διάνυσμα inputs χ e R",

52



διαθέσιμο σε τιμές w e R", και το σταθερό διάνυσμα inputs ζ e Rt°, για την

παραγωγή του διανύσματος outputs ye R™. Ο αντικειμενικός στόχος είναι η

ελαχιστοποίηση του μεταβλητού κόστους wT χ που απαιτείται για την παραγωγή του 

y, δεδομένης της τεχνολογίας και των (w, ζ). Το πρότυπο ως προς το οποίο 

μετράται η επίδοση είναι το μεταβλητό σύνορο κόστους vc(y, w, ζ). Ένα μέτρο της 

μεταβλητής αποτελεσματικότητας κόστους (variable cost efficiency) μπορεί να 

οριστεί ως μια συνάρτηση της μορφής:

VCE(y, χ, w, ζ) = vc(y, w, ζ) / wT χ.

Το ζ έχει παραμετρικό ρόλο και εφόσον είναι δεδομένο, η VCE(y, χ, w, ζ) έχει τις 

ίδιες ιδιότητες με την CE(y, χ, w). Έτσι, με δεδομένο το ζ, η VCE(y, χ, w, ζ) μπορεί 

να αναλυθεί σε μεταβλητή επιμεριστική αποτελεσματικότητα input και μεταβλητή 

τεχνική αποτελεσματικότητα input, όπως κατ’ αντιστοιχία με τη CE(y, χ, w). Ανάλογα 

συμπεράσματα μπορούν να προκύψουν και για τη μεταβλητή αποτελεσματικότητα 

εσόδων.

Αναφορικά με την περίπτωση της μεταβλητής αποτελεσματικότητας κέρδους, 

αν υποτεθεί ότι οι παραγωγοί πουλάνε τα outputs σε τιμές ρ e R”, στόχος θα

αποτελεί η μεγιστοποίηση του μεταβλητού κέρδους, δηλ., η μεγιστοποίηση της 

διαφοράς μεταξύ των συνολικών εσόδων ρτ y και του μεταβλητού κόστους wT χ, 

δεδομένης της τεχνολογίας και των (ρ, w, ζ). Το πρότυπο ως προς το οποίο 

μετράται η επίδοση είναι το μεταβλητό σύνορο κέρδους νπ(ρ, w, ζ). Ένα μέτρο της 

μεταβλητής αποτελεσματικότητας κέρδους (variable profit efficiency) μπορεί να 

οριστεί ως μια συνάρτηση της μορφής:

\ArrE(y, χ, ρ, w, ζ) = (ρτ y - wT χ) / νπ^, w, ζ), 

υπό την προϋπόθεση ότι νπ^, w, ζ) > 0. Το ζ έχει παραμετρικό ρόλο και εφόσον 

είναι δεδομένο, η VTrE(y, χ, ρ, w, ζ) έχει τις ίδιες ιδιότητες με την πΕ^, χ, ρ, w). Έτσι,
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με δεδομένο το ζ, η VCE(y, χ, w, ζ) μπορεί να αναλυθεί κατ’ αντίστοιχο τρόπο όπως 

και η πΕ(γ, χ, ρ, w).

3.5. Πιθανές πηγές μεταβλητότητας τους αποτελεσματικότητας 

Μπορούν να αναφερθούν διάφορες υποθέσεις που περιλαμβάνουν την 

ένταση του ανταγωνισμού, το θεσμικό περιβάλλον με τους ποικίλους κανονισμούς 

και ρυθμίσεις, καθώς και τη μορφή του καθεστώτος ιδιοκτησίας. Επιπλέον, υπάρχει 

πάντα η πιθανότητα, η μετρούμενη αναποτελεσματικότητα να είναι εν μέρει μια 

αντανάκλαση μιας ανικανότητας να μετρηθούν ολοκληρωτικά και με ακρίβεια όλη η 

ποσότητα και ποιότητα των σχετιζόμενων μεταβλητών, καθώς και να 

μοντελοποιηθούν οι αντικειμενικοί στόχοι και οι περιορισμοί σωστά. Ειδικότερα, η 

μεταβλητότητα στην τεχνική αποτελεσματικότητα έχει αποδοθεί στη μεταβλητότητα 

των παραγόντων που είναι στον έλεγχο των παραγωγών, μολονότι η έρευνα αυτών 

των παραγόντων σπανίως προχωρά πέρα από την απλή αναφορά στη μεταβολή 

του δύσκολα προσδιοριζόμενου input διοίκησης (managerial input). Σε αντίθεση, η 

μεταβλητότητα στην επιμεριστική αποτελεσματικότητα έχει αποδοθεί σε 

πολυάριθμες πηγές, συμπεριλαμβανομένης της απόκλισης μεταξύ των 

αναμενόμενων και των πραγματικών τιμών, μιας επίμονης υπο- ή υπερ-τίμησης των 

τιμών, καθώς και κοινωνικών παραγόντων όπως οι διακρίσεις, ο νεποτισμός, τα 

μέσα, καθώς και άλλες παρόμοιες κοινωνικές συμπεριφορές. Ακόμη δύο στοιχεία 

στα οποία ως τώρα δεν έχει δοθεί ιδιαίτερη βαρύτητα σε ερευνητικό πεδίο, και τα 

οποία ενδεχομένως να αξίζουν μεγαλύτερη προσοχή είναι και α) η θεωρία τους 

παραγωγής υπό συνθήκες αβεβαιότητας - αναφορικά με την τεχνολογία ή τις τιμές 

- κατά την οποία εφόσον οι παραγωγοί είναι αβέβαιοι είναι και αναγκασμένοι να 

παίρνουν αποφάσεις που θα εμφανίζουν κάποιο βαθμό αναποτελεσματικότητας, και 

β) η εσωτερική οργάνωση των παραγωγικών μονάδων, για την οποία είναι
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αυτονόητη η σχέση που μπορεί να υπάρχει με την όποια επίδοση, παραγωγικότητα 

και αποτελεσματικότητα.

3.6. Ανάλυση των τεχνικών μέτρησης τους αποτελεσματικότητας 

Η οικονομική θεωρία της παραγωγής βασίζεται πάνω στα αποτελεσματικά 

υποσύνολα των συνόλων παραγωγής, σε δυϊκές τιμές όπως οι συναρτήσεις 

ελάχιστου κόστους, ή συναρτήσεις μεγίστων εσόδων και κέρδους και στις ιδιότητες 

’’περικλείσεως (envelope)” που δίνουν συναρτήσεις ζήτησης input που 

ελαχιστοποιούν το κόστος, συναρτήσεις προσφοράς output που μεγιστοποιούν τα 

έσοδα και συναρτήσεις προσφοράς output και ζήτησης input που μεγιστοποιούν το 

κέρδος. Η έμφαση δίνεται στην αποτελεσματική παραγωγή, και ο επιβλητικός όρος 

“σύνορο” χρησιμοποιείται γι’ αυτές τις ’’περιοριστικές-bounding” συναρτήσεις. 

Ωστόσο, για αρκετά χρόνια, τουλάχιστον από τότε που ο Cobb-Douglas ξεκίνησε να 

χρησιμοποιεί τις παλινδρομήσεις, η εμπειρική ανάλυση της παραγωγής έχει 

βασιστεί στη στατιστική μεθοδολογία των ελάχιστων τετραγώνων, από την οποία οι 

υπολογιζόμενες συναρτήσεις που ενδιαφέρουν προκύπτουν μέσα από τα δεδομένα. 

Έτσι, τα σύνορα της θεωρίας έχουν γίνει οι συναρτήσεις της ανάλυσης και το 

ενδιαφέρον σε όλα τα δεδομένα έχει αντικατασταθεί από την πρακτική των 

δεδομένων που διατέμνονται (intersecting data), με συνέπεια οι απίθανες 

αποτελεσματικές εκβάσεις (outcomes) να έχουν σε μεγάλο βαθμό αγνοηθεί προς 

όφελος των συνήθως λιγότερο αποτελεσματικών αλλά περισσότερο πιθανών 

εκβάσεων, και όλη η προσοχή έχει μετατοπιστεί από τις ακραίες τιμές σε μια 

κεντρική τάση. Και εφόσον η οικονομετρική ανάλυση πρόκειται να έχει σχέση με τη 

μελέτη της δομής των οικονομικών συνόρων, καθώς και με τη μέτρηση της 

παραγωγικής αποτελεσματικότητας που σχετίζεται με αυτά τα σύνορα, οι 

συμβατικές οικονομετρικές τεχνικές είναι φανερό ότι απαιτούν κάποια τροποποίηση.



Σε πλήρη αντίθεση με τις οικονομετρικές τεχνικές, οι τεχνικές μαθηματικού 

προγραμματισμού είναι ενδογενώς περιοριστικές τεχνικές, και έτσι δεν απαιτούν 

ιδιαίτερη τροποποίηση ώστε να χρησιμοποιηθούν στην ανάλυση των συνόρων 

παραγωγής.

Σαφώς το πιο βολικό θα ήταν να γίνει η προσέγγιση του μαθηματικού 

προγραμματισμού στοχαστική, και ταυτόχρονα να γίνει η οικονομετρική προσέγγιση 

πιο ευέλικτη στην παραμετρική της δομή.

3. 7. Η οικονομετρική προσέγγιση στη μέτρηση της αποτελεσματικότητας

Τα οικονομετρικά μοντέλα κατ’ αρχήν μπορούν να κατηγοριοποιηθούν 

σύμφωνα με τον τύπο των δεδομένων που χρησιμοποιούν, τον τύπο των 

μεταβλητών καθώς και τον αριθμό των εξισώσεων στο μοντέλο. Στον τύπο των 

δεδομένων συναντώνται δύο κύρια είδη: α) τα διαστρωματικά (cross-sectional) 

δεδομένα και β) τα διαχρονικά δεδομένα επιλεγμένου δείγματος (panel data). Η 

βασική διαφορά τους έγκειται στο γεγονός ότι με τα πρώτα δίνεται απλώς η 

δυνατότητα να ληφθεί μια ’’φωτογραφία” αναφορικά με την επίδοση του κάθε 

παραγωγού κατά τη διάρκεια μιας χρονικής περιόδου (όπως είναι ένα ημερολογιακό 

έτος), ενώ με τα δεύτερα δίνεται η δυνατότητα να ληφθεί μια ’’ταινία” της επίδοσης 

του κάθε παραγωγού καθώς εξελίσσεται σε μια υπό εξέταση χρονική περίοδο, δηλ., 

ουσιαστικά εφαρμόζονται μέθοδοι χρονοσειρών. Στον τύπο των μεταβλητών η 

διάκριση έχει να κάνει κυρίως με το αν χρησιμοποιούνται μόνο ποσότητες ή 

ταυτόχρονα ποσότητες και τιμές.

Με μεγάλη διαφορά τα πιο ευρέως χρησιμοποιούμενα μοντέλα είναι τα 

διαστρωματικά μοντέλα απλής εξίσωσης (single equation cross-sectional models), 

τα οποία είναι και τα πιο απλά:
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Έστω ότι γίνεται η υπόθεση ότι οι παραγωγοί χρησιμοποιούν inputs xe R" για να 

παράγουν ένα μόνο output y e R+ με τεχνολογία της μορφής:

Υι = f(Xi; β) ΤΕί, (3.7.1)

όπου yj! είναι το μονόμετρο output του παραγωγού I,

Xj! είναι το διάνυσμα των inputs που χρησιμοποιεί ο παραγωγός I,

β: είναι ένα διάνυσμα των παραμέτρων της τεχνολογίας που πρέπει να εκτιμηθούν,

f(Xi, β): είναι το σύνορο παραγωγής,

ΤΕ,: η output-oriented τεχνική αποτελεσματικότητα του παραγωγού I, η οποία 

εκφράζεται ως TEj = f(x,; β) / y,, δηλ., από το λόγο του παρατηρούμενου output προς 

το μέγιστο εφικτό output. To y, επιτυγχάνει τη μέγιστη δυνατή τιμή ίση με ί(χ,; β) αν, 

και μόνο αν, ΤΕ, = 1. Διαφορετικά, ΤΕ, < 1 δείχνει ένα έλλειμμα του παρατηρούμενου 

output σε σχέση με το μέγιστο δυνατό.

Στην εξίσωση (3.7.1) το σύνορο παραγωγής f(x,; β) είναι ντετερμινιστικό. Συνεπώς, 

η οποιαδήποτε διαφορά του παρατηρούμενου output από το αποτελεσματικό 

σύνορο f(Xj; β) θα αποδοθεί εξολοκλήρου σε τεχνική αποτελεσματικότητα. Ένας 

τέτοιος προσδιορισμός ωστόσο, αγνοεί το γεγονός ότι το output μπορεί να 

επηρεαστεί από τυχαίο θόρυβο, ο οποίος δεν είναι στον έλεγχο του παραγωγού. Για 

την ενσωμάτωση του ανά περίσταση τυχαίου θορύβου στην ανάλυση απαιτείται ο 

καθορισμός ενός στοχαστικού συνόρου παραγωγής. Για να γίνει αυτό, η (3.7.1) 

μπορεί να ξαναγραφεί ως:

y, = f(Xi; β) exp(Vi) ΤΕ,, (3.7.2)

όπου [f(x,; β) exp(Vj)] είναι το στοχαστικό σύνορο παραγωγής, το οποίο και 

αποτελείται από δύο μέρη: ένα ντετερμινιστικό f(x,; β) που είναι κοινό για όλους τους 

παραγωγούς και ένα στοχαστικό exp(v,) που είναι ειδικό για τον κάθε παραγωγό και 

περιγράφει την επίδραση του στατιστικού θορύβου. Ο τυχαίος διαταρακτικός όρος 

(random disturbance term) ν, θεωρείται ότι είναι ανεξάρτητα και κανονικά
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κατανεμημένος ως Ν ~ (0, σν2). Έτσι, και η τεχνική αποτελεσματικότητα θα πάρει τη 

μορφή: TEj = y, / [f(Xj; β) βχρ(ν,)], που την ορίζει ως το λόγο του παρατηρούμενου 

output προς το μέγιστο output σε ένα περιβάλλον που χαρακτηρίζεται από 

αβεβαιότητα, η οποία εκφράζεται με τον όρο exp(Vj). Σ’ αυτή την περίπτωση, το γ, 

επιτυγχάνει τη μέγιστη τιμή [ί(χ,; β) Θχρ(ν,)] αν, και μόνο αν, ΤΕ, = 1. Διαφορετικά, ΤΕ, 

< 1 παρέχει ένα μέτρο του ελλείμματος του παρατηρούμενου output από το μέγιστο 

δυνατό σε ένα περιβάλλον που επιτρέπεται να είναι διαφορετικό για τον κάθε 

παραγωγό.

Σύντομη αναφορά στα ντετερμινιστικά μοντέλα

Ξαναγράφοντας την (3.7.1) ως:

Υι = f(xi; β) exp(-Ui), (3.7.3)

όπου TEj = exp(-Uj), και εφόσον πρέπει να είναι TEj < 1, θα έχουμε: Uj >0. 

Υποθέτοντας στη συνέχεια ότι η f(Xj; β) παίρνει για παράδειγμα το γραμμικό 

λογαριθμικό τύπο Cobb-Douglas, το ντετερμινιστικά μοντέλο θα πάρει τη μορφή:

Ιηγι = βο+ ΣβΠ lnxni-Uj, (3.7.4)
η

όπου το Uj >0 εξασφαλίζει ότι θα είναι y, < f(Xj; β). Η εξίσωση (3.7.4) αποτελεί ένα 

γραμμικό μοντέλο παλινδρόμησης με μια μη-θετική διατάραξη. Αυτός ο 

απλουστευτικός περιορισμός της λογαριθμικής μορφής σε όρους πρώτης τάξης, 

δηλ., η υπόθεση που έγινε ότι έχουμε Cobb-Douglas τεχνολογία κάνει τους 

υπολογισμούς αρκετά πιο εύκολους. Αν ταυτόχρονα υποτεθεί και ότι Uj = 0, το 

πρόβλημα ανάγεται σε ένα απλό υπολογισμό ελάχιστων τετραγώνων (Ordinary 

Least Squares) των παραμέτρων των συνόρων παραγωγής χωρίς καθόλου τεχνική 

αναποτελεσματικότητα. Οι συνήθεις ενστάσεις σ’ αυτή την τακτική έγκεινται κυρίως 

στο ότι συνδυάζει τα άσχημα χαρακτηριστικά και των οικονομετρικών και των 

προσεγγίσεων προγραμματισμού. Τρεις βελτιωμένες παραλλαγές αυτής της απλής
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προσέγγισης είναι α) η Corrected Ordinary Least Squares (COLS), β) η Modified or 

Displaced Ordinary Least Squares και γ) η Maximum Likelihood Estimation (MLE).

H COLS προτάθηκε αρχικά από τον Winsten (1957), μολονότι συνήθως 

αποδίδεται στον Gabrielsen (1975). Δεν κάνει καμία υπόθεση που να αφορά το μη- 

θετικό συστατικό αποτελεσματικότητας u,. Οι υπολογισμοί των στοιχείων της (3.7.4) 

γίνονται σε δύο στάδια. Στο πρώτο χρησιμοποιείται η απλή μέθοδος ελάχιστων 

τετραγώνων (OLS) για να βρεθούν οι αμερόληπτοι εκτιμητές (unbiased estimates) 

των παραμέτρων της κλίσης και οι μεροληπτικοί εκτιμητές (biased estimates) των 

παραμέτρων του σταθερού όρου. Στο δεύτερο στάδιο ο κατά OLS μεροληπτικός 

σταθερός όρος β0 μετατοπίζεται προς τα πάνω - διορθώνεται (corrected) 

προκειμένου να εξασφαλιστεί ότι το υπολογισμένο σύνορο περιορίζει τα δεδομένα 

από πάνω. Έτσι, κατ’ αρχήν ο κατά COLS σταθερός όρος υπολογίζεται ως: 

βο* = βο maxj{Ui}, (3.7.5)

όπου U, είναι τα υπολειμματικά (ή κατάλοιπα - residuals) κατά OLS. Αυτά τα OLS 

υπολειμματικά διορθώνονται προς την αντίθετη κατεύθυνση έτσι ώστε:

- u* = u, - maxj{Uj}. (3.7.6)

Τα COLS υπολειμματικά u* είναι μη-αρνητικά, με ένα τουλάχιστον να είναι μηδέν, 

και μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να παρέχουν εκτιμήσεις για την τεχνική 

αποτελεσματικότητα του κάθε παραγωγού μέσω του ΤΕ, = exp{-uj. Η τεχνική COLS 

εφαρμόζεται εύκολα και παράγει ένα υπολογισμένο σύνορο παραγωγής που κείται 

είτε ακριβώς πάνω (για τουλάχιστον ένα παραγωγό λόγω της σχέσης (3.7.6) στα 

δεδομένα είτε πάνω από αυτά. Ωστόσο, αυτή η απλοϊκότητα έχει κάποια 

μειονεκτήματα. Το υπολογιζόμενο σύνορο παραγωγής είναι παράλληλο (σε 

φυσικούς λογαρίθμους των μεταβλητών) με την OLS παλινδρόμηση, καθώς 

διορθώνεται μόνο ο σταθερός όρος. Αυτό υπονοεί ταυτόχρονα και ότι η δομή της 

"καλύτερης πρακτικής” της τεχνολογίας παραγωγής είναι ίδια με τη δομή της
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’’κεντρικής τάσης” της τεχνολογίας παραγωγής, κάτι που είναι αρκετά περιοριστικό 

και λανθασμένο.

Η MOLS εισήχθηκε αρχικά από τους Afriat (1972) και Richmond (1974), οι 

οποίοι πρότειναν μια ενδιαφέρουσα παραλλαγή της COLS. Εισηγήθηκαν ότι το 

ντετερμινιστικό μοντέλο συνόλου παραγωγής μπορεί να υπολογιστεί με την OLS, 

υπό την προϋπόθεση ότι οι διαταράξεις ακολουθούν καθαρά μονόπλευρη κατανομή 

(one-sided distribution), όπως είναι η εκθετική ή κανονική. Η κύρια αιτία για μια 

τέτοια υπόθεση είναι ότι η τεχνική ανάλυση είναι λογικό να αναμένεται να ακολουθεί 

μια απ’ αυτές τις κατανομές, με τους αυξανόμενους βαθμούς τεχνικής 

αναποτελεσματικότητας να είναι αυξανόμενα λιγότερο πιθανοί. Η διαδικασία της 

MOLS έχει αρκετές ομοιότητες με την COLS των δύο σταδίων. Ουσιαστικά, η MOLS 

θεωρεί μια συναρτησιακή μορφή του μη-θετικού συστατικού αποτελεσματικότητας 

Uj. Μετά τον υπολογισμό με την OLS, ο σταθερός όρος που προκύπτει 

μετατοπίζεται προς τα πάνω ("τροποποιείται”) από το μέσο της υιοθετούμενης 

μονόπλευρης κατανομής. Έτσι, σ’ αυτή την περίπτωση σε αντιδιαστολή με τις 

εξισώσεις (3.7.5) και (3.7.6) ο σταθερός όρος υπολογίζεται ως εξής: 

βο** = βο E(Ui), (3.7.7)

όπου u, είναι και πάλι τα υπολειμματικά (ή κατάλοιπα - residuals) κατά OLS. Αυτά 

τα OLS υπολειμματικά διορθώνονται τώρα έτσι ώστε:

— Uj** = Ui — E{Ui}. (3.7.8)

Αυτά τα υπολειμματικά (residuals) μπορούν στη συνέχεια να χρησιμοποιηθούν 

προκειμένου να υπολογιστεί η τεχνική αποτελεσματικότητα για κάθε υπό εξέταση 

παραγωγό, παρόμοια με την COLS. Παρ’ όλα τα θετικά της εύκολης εφαρμογής, δεν 

υπάρχει καμία εγγύηση ότι η τροποποίηση της OLS μετατοπίζει τον εκτιμώμενο 

σταθερό όρο αρκετά ώστε να εξασφαλιστεί ότι όλοι οι παραγωγοί περιορίζονται 

προς τα πάνω από το εκτιμώμενο σύνορο παραγωγής, καθώς αν ένας παραγωγός
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έχει ιδιαίτερα μεγάλο θετικό OLS υπολειμματικό είναι πιθανό γι’ αυτό τον παραγωγό 

να ισχύει [u, - E(u,)] > 0. Όταν συμβαίνει αυτό, είναι δύσκολο να εξηγηθεί και 

αποδοθεί ένα σκορ τεχνικής αποτελεσματικότητας που είναι μεγαλύτερο από τη 

μονάδα. Επίσης, είναι πιθανό με την MOLS να μετατοπίζεται το σύνορο παραγωγής 

τόσο πολύ προς τα πάνω που πλέον κανένας παραγωγός να μην μπορεί να είναι 

τεχνικά αποτελεσματικός. Τέλος, και στην περίπτωση της MOLS, κατ’ αντιστοιχία με 

την COLS, συμβαίνει το σύνορο παραγωγής να είναι παράλληλο με την OLS 

παλινδρόμηση, καθώς και εδώ διορθώνεται μόνο ο σταθερός όρος, με συνέπεια να 

ισχύουν τα ίδια μειονεκτήματα.

Πέρα από τις ημι-κανονική και εκθετική κατανομές που προαναφέρθηκαν, 

έχουν χρησιμοποιηθεί και η κόλουρη-κομμένη κανονική (truncated normal) 

[Stevenson (1980)] και η γάμμα (gamma) [Greene (1980)], οι οποίες είναι κατανομές 

δύο παραμέτρων.

Η MLE προτάθηκε από τον Afriat (1972) και χρησιμοποιήθηκε αρχικά από 

τους Greene (1980) και Stevenson (1980). Εφαρμόζεται, υποθέτοντας μια 

συναρτησιακή μορφή για το συστατικό αποτελεσματικότητας Uj, ενώ ταυτόχρονα 

υπολογίζονται και οι τεχνολογικοί παράμετροι του ντετερμινιστικού μοντέλου 

(παράμετροι β κλπ.) στην όποια έκφραση της εξίσωσης (3.7.3), καθώς και οι 

παράμετροι της κατανομής της u,. Το κατά MLE σύνορο περικλείει όλες τις 

παρατηρήσεις, ενώ τα MLE υπολειμματικά μπορούν να εισαχθούν στην TEj = exp(- 

U|) προκειμένου να υπολογιστεί η τεχνική αποτελεσματικότητα, η οποία και θα 

ικανοποιεί την ιδιότητα 0 < TEj < 1.

Και οι τρεις παραπάνω τεχνικές χαρακτηρίζονται από απλότητα που μπορεί 

να θεωρηθεί και το μεγάλο τους πλεονέκτημα. Φυσικά, έχουν επίσης και το κοινό 

μειονέκτημα του ότι μετράνε την τεχνική αποτελεσματικότητα σε σχέση με ένα 

ντετερμινιστικό σύνορο παραγωγής. Μια σχηματική αναπαράσταση των COLS,
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MOLS, MLE σε σύγκριση και με την OLS δίνεται στο σχήμα 15.

In(output)

COLS

LS

In(input)

Σχήμα 15. MOLS, COLS, MLE και OLS ντετερμινιστικά σύνορα παραγωγής

Οι COLS, MOLS και MLE δεν κάνουν καμιά αναφορά στο θόρυβο και αποδίδουν 

όλες τις αποκλίσεις από το σύνορο παραγωγής σε τεχνική αναποτελεσματικότητα, 

δηλ., κάθε μεταβολή του output που δε σχετίζεται με μεταβολή του input αποδίδεται 

ως τεχνική αναποτελεσματικότητα. Οι COLS και MOLS έχουν επιπλέον το 

μειονέκτημα ότι και οι δύο προσαρμόζουν την κατά OLS εκτίμηση του σταθερού 

όρου αφήνοντας τα εναπομείναντα στοιχεία του β αμετάβλητα όπως βρίσκονται με 

την OLS, κάτι που, όπως προαναφέρθηκε, υπονοεί ίδια δομή αποτελεσματικού 

συνόρου για όλους τους παραγωγούς, όπως π.χ. χαρακτηριστικά κλίμακας και 

αντικατάστασης. Κατά συνέπεια, οι COLS και MOLS δείχνουν ίδια κατάταξη όπως 

και η OLS, και η χρήση τους αποκτά μεγαλύτερο ενδιαφέρον όταν έχουν ιδιαίτερη 

σημασία τα σκορ αποτελεσματικότητας.
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H MLE από την άλλη μεριά αφήνει περιθώρια για δομικές διαφορές μεταξύ 

OLS και τεχνολογία συνόρου.

Πάντως, καμία από τις τρεις μέθοδους δεν λαμβάνει καθόλου υπόψη την 

επίδραση των τυχαίων συγκυριών, οι οποίες μπορεί να συνεισφέρουν (θετικά ή 

αρνητικά) στη μεταβολή του output. Έτσι, κατά μία έννοια, αυτές οι τρεις τεχνικές 

μπορούν να θεωρηθούν τα διαμετρικά αντίθετα των συμβατικών OLS εκτιμήσεων 

μια συνάρτησης παραγωγής. Η OLS από τη μία αποδίδει όλη τη μεταβολή στο 

output που δε σχετίζεται με μεταβολή στο input σε τυχαία γεγονότα και δεν κάνει 

καμιά αναφορά για τεχνική αναποτελεσματικότητα. Από την άλλη, και οι τρεις 

μέθοδοι, COLS, MOLS και MLE αποδίδουν όλη τη μεταβολή στα outputs που δε 

σχετίζεται με μεταβολή των inputs σε τεχνική αναποτελεσματικότητα και δεν κάνει 

καμιά αναφορά στο στατιστικό θόρυβο.

Ανάλογες διαδικασίες μπορούν να αναπτυχθούν και για τις περιπτώσεις που 

είναι διαθέσιμες και οι τιμές προκειμένου να προσεγγιστεί η οικονομική 

αποτελεσματικότητα με τη βοήθεια των αντίστοιχων ντετερμινιστικών συνόρων, ή 

εσόδων ή κέρδους.

Όπως προαναφέρθηκε, η παραπάνω ανάλυση είχε ως αφετηρία τα 

διαστρωματικά μοντέλα απλής εξίσωσης (single equation cross-sectional models). 

Ωστόσο, μια ακριβέστερη προσέγγιση ευελπιστούν να παρέχουν τα διαστρωματικά 

μοντέλα πολλαπλών εξισώσεων (multiple equation cross-sectional models), τα 

οποία είναι δυνητικά πιο έγκυρα για τρεις κυρίως λόγους. Πρώτον, ενσωματώνει 

αρκετά εύκολα συναρτησιακές μορφές πιο ευέλικτες από την Cobb-Douglas για την 

συνάρτηση παραγωγής, όπου εφόσον χρησιμοποιηθεί μορφή απλής εξίσωσης θα 

εμφανιστούν προβλήματα πολυσυγγραμικότητας (multicollinearity). Δεύτερον, 

εύκολα ενσωματώνει πολλαπλά outputs. Τρίτον, επιτρέπει τον πιο άμεσο και εύκολο 

υπολογισμό ταυτόχρονα τόσο της τεχνικής όσο και της επιμεριστικής
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αποτελεσματικότητας, δηλ., διευκολύνει την εκτίμηση της οικονομικής 

αποτελεσματικότητας. Ένα παράδειγμα που καταδεικνύει κάποια από τα παραπάνω 

πλεονεκτήματα για input-oriented σύστημα με πρότυπο translog κόστος και 

μοίρασμα των inputs είναι το παρακάτω: Και πάλι γίνεται η υπόθεση ότι οι 

παραγωγοί χρησιμοποιούν το διάνυσμα inputs χ e R", διαθέσιμο σε σταθερές τιμές

w e Rn+, για την παραγωγή του διανύσματος outputs ye R™ .Ίο παρατηρούμενο

κόστος ισούται με wT χ > c(y, w; β), όπου c(y, w; β) είναι η συνάρτηση ελάχιστου 

ολικού κόστους (σύνορο κόστους) και β οι παράμετροι της τεχνολογίας. Τα 

παρατηρούμενα μερίδια των inputs είναι (Wj Xj) / (wT χ) και αν θεωρηθεί ότι οι 

εξισώσεις ελαχιστοποίησης του κόστους του μεριδίου input είναι της μορφής: Sj(y, w; 

β) θα μπορούν να μετατραπούν σε μια σειρά ανισοτήτων κατάλληλες για 

υπολογισμούς της μορφής: 

ln(wT χ) = c(lnyh Inw,, β) + Τ, + Α,

γ wTx

\

Λ
= Sj(lnyi, w,; β) + uji

όπου I, είναι δείκτης που αναφέρεται στις παραγωγικές μονάδες, 

j, δείκτης που υποδεικνύει τα inputs,

Tj, δείχνει την αύξηση στο κόστος που αποδίδεται σε τεχνική αναποτελεσματικότητα 

και είναι Τ, > 0. Καθώς μετράται ακτινικά-διανυσματικά, είναι ουδέτερη όσον αφορά 

την επίδραση στις εξισώσεις του μεριδίου input.

Aj, που επίσης είναι Aj > 0, δείχνει την αύξηση του κόστους που αποδίδεται σε 

επιμεριστική αναποτελεσματικότητα και καθώς αναπαριστά ένα κατά κάποιο βαθμό 

ακατάλληλο μίγμα input, το κόστος της πρέπει να συνδεθεί με τις εξισώσεις του 

μεριδίου input, που για το συγκεκριμένο μοντέλο θα γίνει με τους όρους Uj,·, οι οποίοι 

μπορεί να είναι είτε μεγαλύτεροι, είτε μικρότεροι είτε και ίσοι με το μηδέν, κάτι που
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αντικατοπτρίζει το γεγονός ότι το κόστος αυξάνεται από λάθη καταμερισμού- 

επιμερισμού προς οποιαδήποτε κατεύθυνση.

Το μεγάλο πρόβλημα έγκειται στον υπολογισμό των παραμέτρων τεχνολογίας β, 

καθώς και στα μέτρα αποτελεσματικότητας Τ,, Α, και Uj, για κάθε παραγωγό. 

Υπάρχουν δύο βασικές λύσεις στο πρόβλημα υπολογισμού. Η μία είναι να 

επεκταθούν οι τεχνικές COLS ή MOLS σε ένα σύστημα εξισώσεων, προσέγγιση 

που αναφέρεται και ως CITSUR ή MITSUR, καθώς έχουν να κάνουν με 

’’διορθωμένες" ή "τροποποιημένες” εκτιμήσεις, οι οποίες λαμβάνονται από μια 

διαδικασία επαναλαμβανόμενων φαινομενικά ασυσχέτιστων παλινδρομήσεων. Με 

αυτό τον τρόπο προκύπτουν εκτιμήσεις των (Τ, + Αή, τα οποία στη συνέχεια 

αναλύονται σε ξεχωριστούς υπολογισμούς των Τ, και Α, μέσω διαφόρων 

αλγορίθμων όπως του Kopp-Diewert-Zieschang. Η δεύτερη λύση προέρχεται από 

τη χρήση των MLE τεχνικών, κατά την οποία πρέπει να καθορισθούν συναρτησιακές 

μορφές για τα Τ, και Ujj καθώς και σχέση σύνδεσης μεταξύ των Α, και Uj,. [Bauer, 

(1990)]. Η τροποποίηση της παραπάνω προσέγγισης για μεγιστοποίηση εσόδων ή 

κέρδους είναι άμεση.

Διαχρονικά Δεδομένα (Panel data)

Στα προηγούμενα ο κάθε παραγωγός θεωρείται ότι γίνεται αντικείμενο 

παρατήρησης μια φορά. Αν όμως η κάθε παραγωγική μονάδα παρατηρείται σε μια 

χρονική περίοδο, οι τεχνικές επιλεγμένου δείγματος δεδομένων (panel data) 

μπορούν να αντιμετωπίζουν καλύτερα το πρόβλημα. Το βασικό πλεονέκτημα όλων 

των μοντέλων χρονοσειρών έγκειται στη δυνατότητα παρατήρησης του κάθε 

εξεταζόμενου παραγωγού περισσότερες από μια φορές, με δυνητικό αποτέλεσμα 

καλύτερες εκτιμήσεις της αποτελεσματικότητάς του σε σύγκριση με τα 

αποτελέσματα που προκύπτουν από μια απλή διαστρωματική ανάλυση (single
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cross section). Ένα παράδειγμα που παρουσιάζει τις κύριες αρχές των μεθόδων 

χρονοσειρών και που βασίζεται στους Schmidt & Sickles (1984) δίνεται παρακάτω: 

Το μοντέλο του συνόρου παραγωγής καθορίζεται ως:

Yit = f(Xit! β) exp(Ui),

όπου t = 1, ..., Τ αναφέρεται στις χρονικές περιόδους,

ενώ ο όρος Uj, που αναφέρεται στην τεχνική αναποτελεσματικότητα θεωρείται ότι 

μεταβάλλεται μόνο ως προς τους παραγωγούς και όχι ως προς το χρόνο. Αν είναι 

επιθυμητό το μοντέλο να γίνει στοχαστικό, μπορεί να συμπεριληφθεί και ο 

στατιστικός θόρυβος, ο οποίος και μπορεί να μεταβάλλεται και ως προς το χρόνο 

και ως προς τους παραγωγούς, οπότε και το μοντέλο θα πάρει τη μορφή: 

yit = f(xit; β) exp(vit + u,)

Είτε πρόκειται για το στοχαστικό είτε για το ντετερμινιστικό μοντέλο, η εκτίμηση των 

μοντέλων δεν απαιτεί καμία υπόθεση πάνω στη συναρτησιακή μορφή της 

επίδρασης του παραγωγού Uj, και εφόσον δεν υπάρχουν χρονικά αμετάβλητα inputs 

δεν είναι απαραίτητο να υποτεθεί ότι η κατανομή των u, είναι ανεξάρτητη από τα 

inputs. Κατά τους Schmidt & Sickles (1984) μπορούν να υπάρχουν τρεις τρόποι 

υπολογισμού. Κατά πρώτον, με έναν ’’εσωτερικό” εκτιμητή (within estimator), όπου 

δε γίνεται καμία υπόθεση όσον αφορά την κατανομή των u,, καθώς επίσης και καμία 

υπόθεση για την ανεξαρτησία μεταξύ των u, και των inputs. Κατά δεύτερον, με ένα 

Generalized Least Squares (GLS) εκτιμητή, όπου και πάλι δε γίνεται καμία υπόθεση 

όσον αφορά την κατανομή των Uj, αλλά υποθέτεται ότι τα Uj είναι ασυσχέτιστα 

(uncorrelated) ως προς τα inputs ούτως ώστε να μπορούν να συμπεριληφθούν 

χρονικά αμετάβλητοι όροι παλινδρόμησης (regressors) στο μοντέλο. Τέλος, τρίτον 

με ένα MLE εκτιμητή, όπου γίνονται και οι δύο υποθέσεις και για την κατανομή των 

Uj και για την ανεξαρτησία μεταξύ u, και των inputs. Στις δύο πρώτες περιπτώσεις τα 

Uj κανονικοποιούνται προκειμένου οι πιο αποτελεσματικές παρατηρήσεις να έχουν
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TEj = 1. Οι Gong & Sickles (1989) συνέκριναν τους τρεις παραπάνω τρόπους με μια 

μελέτη Monte Carlo.

Σε μεγάλης διάρκειας δεδομένα μπορεί να είναι επιθυμητό να επιτρέπεται η 

τεχνική αποτελεσματικότητα να μεταβάλλεται στο χρόνο, κάτι που έγινε από τους 

Cornwell, Schmidt & Sickles (1990) με τη χρησιμοποίηση δευτεροβάθμιων 

(quadratic) συναρτήσεων του χρόνου με καθορισμένους συντελεστές για τον κάθε 

παραγωγό.

3.8. Εναλλακτικές μέθοδοι στη μέτρηση της αποτελεσματικότητας

Μια δημοφιλής εναλλακτική μέθοδος στη μέτρηση της αποτελεσματικότητας 

είναι ο προγραμματισμός στόχου (goal programming). Σε μια αρκετά παλιά, αλλά 

και ιδιαίτερα σημαντική μελέτη οι Aigner και Chu (1968) θεώρησαν μια σχέση 

παραγωγής της μορφής: 

γι < f(xs; β),

όπου το σύνορο παραγωγής f(x,; β) θεωρήθηκε ότι παίρνει τη γραμμική λογαριθμική 

Cobb-Douglas μορφή. Έδειξαν ότι το ντετερμινιστικό μοντέλο συνόρου παραγωγής 

μπορεί να μετατραπεί σε οποιοδήποτε από δύο μοντέλα μαθηματικού 

προγραμματισμού.

Το πρώτο μοντέλο είναι το γραμμικό μοντέλο μαθηματικού 

προγραμματισμού, στο οποίο ο στόχος (goal) είναι να υπολογιστεί το διάνυσμα των 

παραμέτρων β, για το οποίο ελαχιστοποιούνται οι αντίστοιχες αποκλίσεις του 

παρατηρούμενου output του κάθε παραγωγού κάτω από το μέγιστο εφικτό output. 

Οι προκύπτουσες αποκλίσεις μετατρέπονται στη συνέχεια σε μέτρα τεχνικής 

αποτελεσματικότητας για κάθε παραγωγό. Ένα τέτοιο μοντέλο μπορεί να εκφραστεί 

ως: min^[f(x,;P)-y,]
' i

67



ή αλλιώς min ^ u,,
β i

που υπόκεινται στους περιορισμούς:

[f(xi; β) - yj > 0, V i = 1, 2......

ή με τη Cobb-Douglas μορφή:

[βο+ X βη lnxni ] - Inyi, V i = 1, 2, ...,
n

και β > 0.

Το δεύτερο μοντέλο είναι το δευτεροβάθμιο-τετραγωνικό (quadratic) μοντέλο 

προγραμματισμού, στο οποίο στόχος είναι να υπολογιστεί το διάνυσμα των 

παραμέτρων β, για το οποίο ελαχιστοποιείται το άθροισμα των αντίστοιχων 

τετραγωνικών αποκλίσεων των παρατηρούμενων outputs του κάθε παραγωγού 

κάτω από το μέγιστο εφικτό output. Αυτό το μοντέλο μπορεί να εκφραστεί ως:

min 21 [f(Xi; β) - Υι]2
Ρ \

ή αλλιώς min^uf,
” i

που υπόκεινται στους ίδιους περιορισμούς:

[f(xf, β) - Υι] > 0, V i = 1, 2......

ή με τη Cobb-Douglas μορφή:

[βο + ΧβΠ lnxni ] > Inyi, V i = 1, 2, ...,
η

και β > 0.

Εφόσον βρεθούν οι τιμές των παραμέτρων και για τα δύο μοντέλα η τεχνική 

αποτελεσματικότητα θα μπορεί να υπολογιστεί από τα slacks των περιορισμών, 

δηλ., θα είναι: ΤΕ, = exp(-Uj), όπου για την Cobb-Douglas μορφή είναι: 

ώ = [βο+ X βη lnxnj ] - Inyj,
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Η ομοιότητα των παραπάνω εξισώσεων με την εκτίμηση ελάχιστων 

τετραγώνων του διανύσματος παραμέτρων β είναι ιδιαίτερα μεγάλη. Οι αποκλίσεις 

είναι προς τη μία πλευρά (one-sided) και δε γίνεται καμία υπόθεση για την κατανομή 

τους. Ένα βασικό μειονέκτημα των προσεγγίσεων μαθηματικού προγραμματισμού 

είναι ότι οι παράμετροι υπολογίζονται παρά εκτιμώνται, όπως γίνεται με τις τεχνικές 

παλινδρόμησης, πράγμα που μπερδεύει τα στατιστικά συμπεράσματα που αφορούν 

στις προκύπτουσες τιμές των παραμέτρων. Μια στατιστική βάση φάνηκε ότι θα 

μπορούσε να παρέχει μια σύνδεση των συνόρων που υπολογίζονται με τις 

μεθόδους προγραμματισμού με τα σύνορα που εκτιμώνται με μεθόδους μεγίστης 

πιθανοφάνειας (maximum likelihood methods), όπως είναι η MLE. Ωστόσο, όπως 

έδειξαν οι Schmidt (1976) και Greene (1980) με υποθέσεις για τις κατανομές των u,, 

τα μοντέλα προγραμματισμού στόχου που έχουν γνωστά αντίστοιχα MLE μοντέλα 

(MLE counterparts), έχουν άγνωστες στατιστικές ιδιότητες, ενώ τα μοντέλα MLE που 

έχουν επιθυμητές στατιστικές ιδιότητες δεν έχουν κανένα γνωστό αντίστοιχο 

(counterpart) μοντέλο προγραμματισμού στόχου.

3.9. Non-frontier efficiency measurement methods 

Οι τεχνικές που έχουν αναφερθεί παραπάνω έχουν ένα κοινό ότι περικλείουν 

τα δεδομένα, δηλ., είναι enveloping techniques. Μεταχειρίζονται την τεχνική 

αποτελεσματικότητα σε όρους απόστασης από το σύνορο παραγωγής, την 

οικονομική αποτελεσματικότητα σε όρους απόστασης από ένα κατάλληλο 

οικονομικό σύνορο, και την επιμεριστική αποτελεσματικότητα ως το λόγο της 

οικονομικής προς την επιμεριστική αποτελεσματικότητα. Διαφέρουν κυρίως στις 

μεθόδους που εφαρμόζουν για την κατασκευή των συνόρων και τη μέτρηση της 

απόστασης. Υπάρχει ωστόσο, μια βιβλιογραφία που αναζητεί τη μέτρηση της 

αποτελεσματικότητας χωρίς να ανατρέχει σε σύνορα, και υπάρχουν αρκετά άρθρα,
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στα οποία δεν εμφανίζεται καθόλου η λέξη ’’σύνορο (frontier)”. Μέσα σε αυτά τα 

πλαίσια δε γίνεται καμία προσπάθεια για να περικλυσθούν τα δεδομένα (envelop 

data) ή να συνδεθεί η αποτελεσματικότητα με την απόσταση από μια περικλεισμένη 

επιφάνεια (enveloping surface). Αντίθετα από τις περισσότερες οικονομετρικές 

αναλύσεις αποτελεσματικότητας καθώς και από τις αναλύσεις μαθηματικού 

προγραμματισμού, το ενδιαφέρον εστιάζεται στην επιμεριστική αποτελεσματικότητα. 

Η μέθοδος που χρησιμοποιείται συνήθως είναι η οικονομετρική. Η προέλευση αυτής 

της εναλλακτικής μεθόδου φαίνεται να αποδίδεται στον Hopper (1965) με μια μελέτη 

του πάνω στο αγροτικό σύστημα στην Ινδία με στόχο την επίτευξη υψηλών βαθμών 

επιμεριστικής αποτελεσματικότητας. Βρήκε ότι η καλλιέργεια συντήρησης 

(subsistence agriculture) δίνει καλά αποτελέσματα, και στο συμπέρασμα αυτό 

έφτασε χρησιμοποιώντας OLS για να υπολογίσει Cobb-Douglas συναρτήσεις 

παραγωγής - όχι σύνορα παραγωγής όμως - στη συνέχεια για να υπολογίσει την 

αξία του οριακού προϊόντος (marginal product) του κάθε input και έπειτα για να 

συγκρίνει δύο πράγματα: την αξία του οριακού προϊόντος ενός input ως προς τα 

outputs, καθώς και την αξία του οριακού προϊόντος ενός input σε σχέση με την τιμή 

του. Σε κάθε σύγκριση η ισότητα υπονοεί επιμεριστική αποτελεσματικότητα, ενώ το 

πρόσημο και το μέγεθος της κάθε ανισότητας υποδεικνύει την κατεύθυνση και το 

βαθμό επιμεριστικής αναποτελεσματικότητας, με ταυτόχρονη αναφορά και στο 

κόστος, το οποίο μπορεί να υπολογιστεί εφόσον έχουν εκτιμηθεί οι παράμετροι της 

συνάρτησης παραγωγής. Εν συντομία, τα μοντέλα αποτελεσματικότητας χωρίς τη 

χρήση συνόρων (non-frontier efficiency models) που ακολούθησαν, έχουν απλά 

κατά Hopper παραμετροποιημένες συγκρίσεις, με τις ανισότητες να αντικαθίστανται 

από παραμέτρους που πρέπει να υπολογιστούν. Έτσι, αν γίνει η υπόθεση ότι οι 

παραγωγοί χρησιμοποιούν inputs χ e /?”, διαθέσιμα σε τιμές we R", για την
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παραγωγή του output y e R+ για πώληση σε τιμή ρ <= R+. Οι ανισότητες της μορφής:

Υ, < f(xi; β),

παραμετροποιούνται ως: y, = Ajf(Xj; β)

και ελέγχεται η υπόθεση της ίσης τεχνικής αποτελεσματικότητας εξετάζοντας την 

υπόθεση ότι A, = Aj για δύο παραγωγούς ί και j. Αξίζει να σημειωθεί ότι εδώ δεν 

εμφανίζεται καμία έννοια για το σύνορο παραγωγής, καθώς για τη μετάβαση από 

την ανισότητα στην παραμετροποίηση αγνοείται η απαίτηση ότι max{Ai, Aj} < 1.

Προχωρώντας στη συνέχεια, αν οι παραγωγικές μονάδες αναζητούν τη 

μεγιστοποίηση του κέρδους, οι ανισότητες θα είναι της μορφής:

Η ελαχιστοποίηση του κόστους για τον παραγωγό ί εξετάζεται με τον έλεγχο της 

υπόθεσης ότι By = Bik, για j, k = 1, 2, ..., η. Με ανάλογο τρόπο μπορεί να ελεγχθεί 

και η επιμεριστική αποτελεσματικότητα σε σχέση με τους στόχους ελαχιστοποίησης 

του κόστους ή μεγιστοποίησης του κέρδους, όπου αυτό που απαιτείται για την 

εφαρμογή του μοντέλου είναι ο καθορισμός της συναρτησιακής μορφής της 

συνάρτησης παραγωγής και η παραγωγή ενός συνόλου εξισώσεων όμοιου με αυτές 

της (3.9.1) που επιτρέπουν τον υπολογισμό των παραμέτρων τεχνολογίας β καθώς 

και των παραμέτρων αποτελεσματικότητας (Ah By).

3.10. Αποτελεσματικότητα και Παραγωγικότητα 

Πριν την ανάλυση των κυρίαρχων τεχνικών μέτρησης της 

αποτελεσματικότητας, αναφέρεται μια παράπλευρη έννοια, η παραγωγικότητα, που

οι οποίες και μπορούν να παραμετροποιηθούν ως εξής:

Ρ
(3.9.1)
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όπως προαναφέρθηκε, είναι ο λόγος του output προς το input και ποικίλει λόγω 

διαφορών στην τεχνολογία παραγωγής, διαφορών στην αποτελεσματικότητα της 

παραγωγικής διαδικασίας αλλά και διαφορών στο περιβάλλον μέσα στο οποίο 

λαμβάνει χώρα η παραγωγή. Το πρόβλημα είναι να αποδοθεί η μεταβολή της 

παραγωγικότητας σε αυτές τις πηγές καθώς και σε ένα μη-αποδόσιμο 

υπολειμματικό (residual), το οποίο κατά τον Abramovitz (1956) αποτελεί το γνωστό 

’’μέτρο της άγνοιάς μας". Αν η αλλαγή στην αποτελεσματικότητα μπορεί να 

συνεισφέρει στην αύξηση της παραγωγικότητας, θα πρέπει και να μπορεί να 

ενσωματωθεί στα μοντέλα παραγωγικότητας. Η δυνατότητα να συμπεριληφθεί η 

μεταβολή στην αποτελεσματικότητα ως ένα συστατικό της μεταβολής της 

παραγωγικότητας εξαρτάται από το είδος των δεδομένων, αλλά και από τις 

υποθέσεις που προτίθεται κανείς να κάνει.

Η μη-παραμετρική προσέγγιση Malmquist

Αυτή η προσέγγιση στην ανάλυση της μεταβολής της παραγωγικότητας σε 

τεχνική μεταβολή και μεταβολή της αποτελεσματικότητας, χρησιμοποιεί τεχνικές 

γραμμικού προγραμματισμού προκειμένου να αναλύσει αυτό που οι Caves, 

Christensen και Diewert (1982) αναφέρουν ως ένα Malmquist (1953) δείκτη 

παραγωγικότητας. Η τεχνική αναπτύχθηκε από τους Fare και Grosskopf και τους 

συνεργάτες τους ως ένας τρόπος ανάλυσης της αύξησης της παραγωγικότητας και 

χρησιμοποιήθηκε σε περιπτώσεις των Σουηδικών νοσοκομείων [Fare, Grosskopf, 

Lindgren και Roos (1989)], των Σουηδικών φαρμακείων [Fare, Grosskopf, Lindgren 

και Roos (1992)] και αλλού. FI απαίτηση σε δεδομένα είναι ένα panel από ποσότητες 

inputs και outputs. FI βασική ιδέα αναπαρίσταται στο σχήμα 16. Η τεχνική πρόοδος 

έχει συμβεί ανάμεσα στις χρονικές περιόδους t και t+Ι, καθώς Ρ*(χ) e Pt+1(x). 

μολονότι η βελτίωση στην τεχνολογία δεν ήταν ουδέτερη ως προς τα outputs.
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> yi

Σχήμα 16. H Malmquist μη-παραμετρική προσέγγιση

Η τεχνική αποτελεσματικότητα του υποθετικού παραγωγού Α επίσης 

εμφανίζεται να έχει βελτιωθεί από την περίοδο t στην περίοδο t+Ι. Αξίζει 

ακόμη να σημειωθεί ότι yA,t e Ρι(χ) και yA,t+1 e Pt+1(x), αλλά yA,t+1 £ Ρ*(χ)·

Ένας Malmquist output-oriented δείκτης μπορεί να οριστεί ως:

Mot+1(xt+1, yt+1, χι, y‘) = D'Q{xM,yM)D'+\x'+\vM)
□ο(χ'. y’) Ρ0+1(χι.ν')

(3.10.1)

Αυτός ο δείκτης παραγωγικότητας είναι ο γεωμετρικός μέσος ενός ζεύγους 

λόγων των output συναρτήσεων απόστασης. Ο πρώτος λόγος συγκρίνει την 

επίδοση των δεδομένων για τις περιόδους t και t+Ι σε σχέση με τις 

παραγωγικές δυνατότητες που υφίστανται στην περίοδο t, ενώ ο δεύτερος
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συγκρίνει την επίδοση των ίδιων δεδομένων σε σχέση με τις παραγωγικές 

δυνατότητες που υφίστανται στην περίοδο t+1. Το δεξιό μέρος της (3.10.1) μπορεί

να γραφτεί και ως:

Ρ0(Χ1+,Υ+1) DpixW) I'"' ,3 10 21
D0+1(xt+1, yt+1) Do+1(xl, y‘)J

Η έκφραση (3.10.2) αναλύει το δείκτη σε γινόμενο δύο όρων. Ο πρώτος όρος είναι ο 

λόγος δύο output συναρτήσεων απόστασης που έχουν να κάνουν με τα δεδομένα 

και την τεχνολογία από τις περιόδους t+Ι και t. Δεδομένου ότι αυτές οι output 

συναρτήσεις απόστασης, όπως έχει αναφερθεί, είναι τα αντίστροφα των κατά 

Debreu-Farrell μέτρων της output-oriented τεχνικής αποτελεσματικότητας, όταν ο 

πρώτος όρος είναι ίσος με τη μονάδα θα σημαίνει ότι δεν υπάρχει καμία αλλαγή 

στην τεχνική αποτελεσματικότητα, ενώ όταν έχει τιμή μεγαλύτερη ή μικρότερη από 

τη μονάδα θα σημαίνει ότι η τεχνική αποτελεσματικότητα αντίστοιχα έχει βελτιωθεί ή 

μειωθεί. Ο δεύτερος όρος παραμένει ένας γεωμετρικός μέσος, αλλά σ’ αυτή την 

περίπτωση της μετατόπισης στο σύνορο παραγωγής κατά μήκος δύο διαστάσεων, 

μιας μέσω των δεδομένων της πρώτης περιόδου (χ1, y‘) και της άλλης μέσω των 

δεδομένων της δεύτερης περιόδου (xt+1, yt+1). Ο δεύτερος όρος παίρνει τιμή ίση με 

τη μονάδα όταν δεν έχει συμβεί καμία τεχνική αλλαγή κατά μήκος καμίας διάστασης, 

ενώ έχει τιμή μεγαλύτερη ή μικρότερη από τη μονάδα ανάλογα με το αν η τεχνική 

αλλαγή ήταν προς τα μπρος (progressive) ή προς τα πίσω (regressive). Η 

εφαρμογή και λύση του προβλήματος έγκειται στη λύση προβλημάτων γραμμικού 

προγραμματισμού. Όταν επιλυθούν τα σκορ αποτελεσματικότητας αντιστρέφονται 

και αντικαθίστανται στην εξίσωση (3.10.1) προκειμένου να αναλυθεί η μεταβολή της 

παραγωγικότητας σε μεταβολή της αποτελεσματικότητας και μεταβολή της 

τεχνολογίας.

M0t+1(xt+1, yt+1, χ1, y‘) = Dp (χ ■Y ) 
D‘(x',y‘)
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Πάνω στη μέτρηση της παραγωγικότητας απαντώνται στην διεθνή 

βιβλιογραφία και πολλές άλλες τεχνικές μεταξύ των οποίων είναι η οικονομετρική 

προσέγγιση, η DEA window analysis, η FDH sequential και η intertemporal goal 

programming προσέγγιση.

Μια ιδιαίτερα σημαντική έννοια στα ίδια πλαίσια, όπως έχει προαναφερθεί, 

είναι η παραγωγικότητα ολικού παράγοντα (Total Factor Productivity - TFP). Με 

αυτό τον όρο αποδίδεται ένας δείκτης των outputs διαιρεμένος με ένα δείκτη χρήσης 

των συνολικών inputs. Έτσι, η TFP είναι μια γενίκευση των μέτρων 

παραγωγικότητας απλού παράγοντα (single-factor productivity measures), όπως 

είναι η παραγωγικότητα εργασίας, η οποία δίνεται από το λόγο των outputs προς 

ένα μόνο input, την εργασία. Θεωρώντας την απλούστερη περίπτωση, έστω ότι είναι 

δύο χρονικές περίοδοι, t και t+Ι, με output για κάθε περίοδο y‘, yt+1, που για ευκολία 

θεωρούνται μονόμετρα (scalar) και για τα οποία γίνεται η υπόθεση ότι είναι ίδιας 

ποιότητας στις δύο περιόδους, ενώ τα inputs που χρησιμοποιούνται για τις δύο 

περιόδους είναι χι, xt+1. Έστω, επίσης, ότι για την κάθε χρονική περίοδο το σύνολο 

παραγωγής S* αναπαριστά το μετασχηματισμό των inputs χ* e R" σε output y* e R+:

S* = {(x*, y*): x* μπορεί να παράγει το y1}, και ομοίως 

St+1 = {(xt+1, yt+1): xt+1 μπορεί να παράγει το yt+1}.

Δηλ., το σύνολο S περιγράφει όλους τους εφικτούς συνδυασμούς input-output σε 

ένα δεδομένο χρόνο. Αν θεωρηθεί ότι η τεχνολογική μεταβολή είναι ανεξάρτητη από 

τα inputs, δηλ., ότι η τεχνολογική μεταβολή οδηγεί σε ανάλογες μεταβολές όλων των 

inputs αφήνοντας το μίγμα των inputs αμετάβλητο, ή ακολουθώντας τον Flicks 

(1932) αν η τεχνική μεταβολή είναι κατά Flicks ουδέτερη που σημαίνει ότι ο λόγος 

των οριακών προϊόντων παραμένει σταθερός για οποιοδήποτε μίγμα input, οι 

συναρτήσεις παραγωγής μπορούν να εκφραστούν ως εξής: 

y* = A(t) f(x‘) και
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yt+1 = A(t+1)f(xt+1).

Θα πρέπει να σημειωθεί ότι θεωρείται μια αμετάβλητη στο χρόνο δομή τεχνολογίας 

f(x). Ωστόσο, η συνάρτηση παραγωγής μπορεί να μετατοπίζεται ανάμεσα στις 

περιόδους t και t+Ι μέσω των παραμέτρων Α.

Προχωρώντας τώρα, μπορεί να οριστεί η TFP στο χρόνο t ως ο λόγος του 

output που παράγεται στο t προς το συνολικό input που χρησιμοποιείται στο t, δηλ.:

δηλ., η TFP είναι ένα μέτρο μέσου προϊόντος. Ft μεταβολή της TFP μπορεί να 

οριστεί ως η αλλαγή της TFP ανάμεσα στις περιόδους t και t+Ι:

VTFP(t) = ■ ■ = A(t), και όμοια για το χρόνο t+Ι,
f(x )

TFP(t) y/
/ f(x')

Aft)

Ο δείκτης TFP μπορεί να οριστεί και σε όρους ποσοστών ως ακολούθως:

ATFP / At TFP = [TFP(t+1) - TFP(t)] / TFP(t) για At = 1.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΤΕΤΑΡΤΟ

ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΟΥ ΣΥΝΟΡΟΥ (STOCHASTIC FRONTIER ANALYSIS)

Η κύρια οικονομετρική μέθοδος βασίζεται στα στοχαστικά μοντέλα συνόρου 

παραγωγής, τα οποία εισήχθησαν σχεδόν ταυτόχρονα από τους Aigner, Lovell & 

Schmidt (1977) και Meeusen & van den Broeck (1977). Αυτά τα μοντέλα επιτρέπουν 

την αναποτελεσματικότητα, αλλά ταυτόχρονα αναγνωρίζουν και το γεγονός ότι 

τυχαίες συγκυρίες έξω από τον έλεγχο του παραγωγού μπορούν να επηρεάσουν το 

output. Το μεγάλο τους πλεονέκτημα είναι ότι η επίδραση πάνω στο output λόγω 

μεταβολών στην επίδοση της εργασίας ή των μηχανημάτων, μη-αναμενόμενων 

καιρικών συνθηκών ή και απλώς τυχαίων συγκυριών μπορεί τουλάχιστον ως επί το 

πλείστον να διαχωριστεί από τη συνεισφορά της μεταβολής στην 

αποτελεσματικότητα.

Επικεντρώνεται η ανάλυση κατ’ αρχήν στην τεχνική αποτελεσματικότητα για 

λόγους απλούστευσης του υπό εξέταση μοντέλου, έχοντας κατά νου ότι οι βασικές 

αρχές είναι οι ίδιες και για την επέκταση στην οικονομική αποτελεσματικότητα με τις 

διάφορες εκφράσεις της (κόστους, εσόδων, κέρδους).

Τα στοχαστικά οικονομετρικά μοντέλα μπορεί να λεχθεί ότι έχουν κάποια 

σχέση με τα προαναφερθέντα ντετερμινιστικά οικονομετρικά μοντέλα στο ότι έχουν 

πολλές κοινές βάσεις σε ότι αφορά στις στατιστικές τεχνικές. Εστιάζοντας το 

ενδιαφέρον για λόγους απλότητας στα διαστρωματικά μοντέλα απλής εξίσωσης 

(single equation cross-sectional models) η υπόθεση θα είναι ότι οι παραγωγοί 

χρησιμοποιούν inputs χ <= R" για να παράγουν ένα μόνο output y e R+ με 

τεχνολογία της μορφής όπως έχει αναφερθεί:

Υι = f(xi; β) exp(Vi) TEj, (3.7.2)

όπου [f(x,; β) exp(Vj)] είναι το στοχαστικό σύνορο παραγωγής, το οποίο και 

αποτελείται από δύο μέρη: ένα ντετερμινιστικά f(x,; β) που είναι κοινό για όλους τους
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παραγωγούς και ένα στοχαστικό exp(Vj) που είναι ειδικό για τον κάθε παραγωγό και 

περιγράφει την επίδραση του στατιστικού θορύβου, όπου και γίνεται ενσωμάτωση 

του ανά περίσταση τυχαίου θορύβου στην ανάλυση του στοχαστικού συνόρου 

παραγωγής. Ο τυχαίος διαταρακτικός όρος (random disturbance term) ν, θεωρείται 

ότι είναι ανεξάρτητα και κανονικά κατανεμημένος ως Ν ~ (0, σν2). Η τεχνική 

αποτελεσματικότητα όπως έχει αναφερθεί είναι της μορφής ΤΕ, = y, / [ί(χ{; β) exp(v,)], 

δηλ., εκφράζεται από το λόγο του παρατηρούμενου output προς το μέγιστο output 

σε ένα περιβάλλον που χαρακτηρίζεται από αβεβαιότητα, η οποία εκφράζεται με τον 

όρο exp(Vi). Σ’ αυτή την περίπτωση, το y, επιτυγχάνει τη μέγιστη τιμή [ί(χ,; β) exp(v,)] 

αν, και μόνο αν, ΤΕ, = 1. Διαφορετικά, ΤΕ, < 1 παρέχει ένα μέτρο του ελλείμματος 

του παρατηρούμενου output από το μέγιστο δυνατό σε ένα περιβάλλον που 

επιτρέπεται να είναι διαφορετικό για τον κάθε παραγωγό. Από τις οικονομετρικές 

τεχνικές που αναφέρθηκαν στα ντετερμινιστικά μοντέλα, οι MOLS και MLE μπορούν 

να εφαρμοσθούν και στην εκτίμηση του στοχαστικού συνόρου παραγωγής με 

διαδικασίες παρόμοιες, ξεκινώντας με την υπόθεση πάνω στη συναρτησιακή μορφή 

της κατανομής του όρου u,. Η MOLS προσαρμόζει τον OLS σταθερό όρο κατά μείον 

μέσο Uj, το οποίο μπορεί να προκύπτει από τις ροπές των OLS υπολειμματικών 

(residuals). Η MLE υπολογίζει τις παραμέτρους τεχνολογίας και 

αποτελεσματικότητας ταυτόχρονα. Ωστόσο, αντίθετα από τις ντετερμινιστικές 

περιπτώσεις τα υπολειμματικά που προκύπτουν από τις MOLS και MLE περιέχουν 

και το θόρυβο και την αναποτελεσματικότητα, τα οποία πρέπει να αναλυθούν 

συνήθως με την τεχνική που πρότειναν οι Jondrow, Lovell, Materov και Schmidt 

(1982).

Προηγούμενες εργασίες πάνω στα παραμετρικά μοντέλα συνόρου 

περιελάμβαναν τις έρευνες των Aigner & Chu (1968), Afriat (1972) και Richmond
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(1974), οι οποίοι υπέθεταν μια συνάρτηση που να δίνει μέγιστο δυνατό output ως 

προς συγκεκριμένα Inputs. Έτσι, για μια δεδομένη παραγωγική μονάδα, ί, θα είναι:

Υι = ffa. Ρ).

όπου γί, το μέγιστο επιτεύξιμο output από ένα χ, διάνυσμα (μη-στοχαστικό) inputs, 

και β, όπως έχει αναφερθεί, μια άγνωστη διανυσματική παράμετρος.

Οι Aigner & Chu (1968) πρότειναν τον υπολογισμό του β με μεθόδους 

μαθηματικού προγραμματισμού με βάση μια διαστρωμάτωση των παραγωγών ενός 

συγκεκριμένου κλάδου. Αλλά, δεδομένου ότι οι τεχνικές μαθηματικού 

προγραμματισμού δεν οδηγούν σε εκτιμήσεις με γνωστές στατιστικές ιδιότητες, ο 

Schmidt (1976), σε μια προσπάθεια να δώσει μια στατιστική βάση, πρόσθεσε έναν 

όρο διαταραχής, το οποίο δίνει το μοντέλο:

Υι = f(xi, β) + εί, i = 1,2, ..., η,

όπου ε, > 0. Εφόσον γίνει μια υπόθεση για την κατανομή του διαταρακτικού όρου ε, 

το μοντέλο μπορεί να υπολογιστεί με τεχνικές μέγιστης πιθανοφάνειας (maximum- 

likelihood techniques). Πιο συγκεκριμένα, η υπόθεση ότι το -ε, έχει μια εκθετική 

κατανομή οδηγεί σε τεχνικές γραμμικού προγραμματισμού, ενώ αν έχει ημι-κανονική 

κατανομή οδηγεί σε τεχνική δευτεροβάθμιου (quadratic) προγραμματισμού. Οπότε, 

οι εκτιμήσεις των Aigner & Chu (1968) μπορούν να θεωρηθούν ως εκτιμήσεις 

μεγίστης πιθανοφάνειας κάτω από συγκεκριμένες προδιαγραφές σφάλματος.

Αν υποτεθεί τώρα ότι η f(x,, β) παίρνει τη γραμμική-λογαριθμική μορφή Cobb- 

Douglas, το στοχαστικό μοντέλο μπορεί να γραφτεί ως εξής:

ΙηΥί = βο + Σβπ lnxnj + Vi- Uj, (4.1)
Π

όπου V|, είναι το μέρος του θορύβου στο συνολικό όρο σφάλματος και Uj, είναι το 

μέρος της μη-αρνητικής τεχνικής αποτελεσματικότητας. Καθώς ο όρος του 

σφάλματος έχει δύο συστατικά, το στοχαστικό μοντέλο συνόρου παραγωγής συχνά
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αναφέρεται και ως μοντέλο σύνθετου σφάλματος (composed error model). To 

συστατικό θορύβου συνήθως υποτίθεται ότι είναι συμμετρικά κατανεμημένο 

ανεξάρτητα από το u,. Έτσι, ο όρος σφάλματος ε, = ν, - u, είναι ασύμμετρος, καθώς 

Uj > 0. Υποθέτοντας ότι τα ν, και Uj κατανέμονται ανεξάρτητα από το χ,, ο 

υπολογισμός της (4.1) με τη μέθοδο ελάχιστων τετραγώνων (OLS) παρέχει καλές 

εκτιμήσεις των βη, αλλά όχι και του β0, καθώς είναι Ε(ε,) = - E(us) < 0. Επιπλέον, με 

την OLS δεν προκύπτουν εκτιμήσεις για την τεχνική αποτελεσματικότητα του κάθε 

παραγωγού ξεχωριστά. Παρ’ όλα αυτά, η OLS παρέχει ένα απλό test για την 

παρουσία ή όχι τεχνικής αναποτελεσματικότητας στα δεδομένα. Αν u, = 0, τότε ε, = 

Vj, οπότε ο όρος σφάλματος είναι συμμετρικός και τα δεδομένα δεν υποστηρίζουν 

μια προσέγγιση τεχνικής αναποτελεσματικότητας. Αν όμως είναι u, > 0, τότε το ε> = Vj 

- Uj είναι λοξό προς τα αριστερά (negatively skewed), και υπάρχει ένδειξη τεχνικής 

αναποτελεσματικότητας στα δεδομένα, κάτι που δείχνει ότι ένα test για την 

παρουσία τεχνικής αναποτελεσματικότητας μπορεί να βασίζεται άμεσα στα OLS 

υπολειμματικά (residuals). Οι Schmidt & Lin (1984) πρότειναν ένα στατιστικό έλεγχο 

(test statistic):

(b1)1/2 = m3/(m2)3/2,

όπου m2 και m3 είναι η δεύτερη και τρίτη ροπή δείγματος (sample moment) των OLS 

υπολειμματικών. Καθώς το ν, είναι συμμετρικά κατανεμημένο, πι3 είναι απλά η τρίτη 

ροπή δείγματος του u,. Έτσι, m3 < 0 δείχνει την ύπαρξη τεχνικής 

αναποτελεσματικότητας, ενώ m3 > 0 υποδηλώνει ότι τα OLS υπολειμματικά είναι 

λοξά προς τα δεξιά, κάτι που δεν έχει νόημα σε αυτά τα πλαίσια και απλώς παρέχει 

μια ένδειξη ότι το μοντέλο δεν είναι καλά καθορισμένο. Ο Coelli (1995) πρότεινε ένα 

εναλλακτικό στατιστικό έλεγχο που έχει ασυμπτωτική κατανομή Ν(0, 1). Καθώς η 

λοξότητα προς τα αριστερά (negative skewness) λαμβάνει χώρα όταν m3 < 0, ένας 

έλεγχος της υπόθεσης: m3 > 0 είναι κατάλληλος. Για τη μηδενική υπόθεση της
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’’μηδέν λοξότητας (zero skewness)” των σφαλμάτων στην (5.1), ο στατιστικός 

έλεγχος: m3 / (6m23 /1)1/2 είναι ασυμπτωτικά κατανεμημένος ως Ν(0, 1).

Το πλεονέκτημα και των δύο tests είναι ότι και τα δύο βασίζονται στα OLS 

αποτελέσματα, τα οποία λαμβάνονται εύκολα. Το μειονέκτημά τους, ωστόσο, είναι 

ότι βασίζονται στην ασυμπτωτική θεωρία, ενώ πολλά δείγματα είναι σχετικά μικρά.

Εφόσον υποτεθεί ότι τα OLS υπολειμματικά είναι λοξά προς τα αριστερά 

(negatively skewed) μπορεί να προχωρήσει η διαδικασία υπολογισμού του 

στοχαστικού συνόρου παραγωγής. Οι βασικοί στόχοι είναι να εκτιμηθούν οι 

τεχνολογικοί παράμετροι β στην f(x; β) και να βρεθούν τα σκορ 

αποτελεσματικότητας για τον κάθε υπό εξέταση παραγωγό. Για το δεύτερο στόχο 

απαιτούνται χωριστοί υπολογισμοί του στατιστικού θορύβου Vj και της τεχνικής 

αναποτελεσματικότητας u,, που να προκύπτουν από εκτιμήσεις της ε, για τον κάθε 

παραγωγό, κάτι που απαιτεί υποθέσεις για τις κατανομές και των δύο συστατικών 

σφαλμάτων.

Θεωρώντας για παράδειγμα την ημι-κανονική κατανομή για τον όρο 

αναποτελεσματικότητας και κανονική για το στατιστικό θόρυβο, όπως πρότειναν οι 

Aigner, Lovell & Schmidt (1977), οι υποθέσεις μπορούν να συνοψιστούν στα εξής:

1. Vi~N(0, σν2)

2. U, ~ Ν+(0, au2), δηλ., μη-αρνητική ημι-κανονική

3. ν, και u, κατανέμονται ανεξάρτητα μεταξύ τους και ως προς τους συντελεστές 

παλινδρόμησης (regressors).

Η συνάρτηση πυκνότητας (density function) της u > 0 δίνεται από μια 

εξίσωση της μορφής:

2 u2
f(u) = =- exp{- — -}, ενώ αναπαρίσταται στο σχήμα 17. Η συνάρτηση

V2π συ 2 au

πυκνότητας αντίστοιχα για την ν είναι της μορφής:
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Δεδομένης της υπόθεσης ανεξαρτησίας, η συνδυασμένη συνάρτηση πυκνότητας 

(joint density function) των u και ν θα είναι το γινόμενο των δύο συναρτήσεων 

πυκνότητας και έτσι θα έχει τη μορφή:

f(u, ν) =
2 , u2 ν2

ο exP{- 0 22πσ„ σ„ 2σ„ 2 σ2) (4.2)

Καθώς είναι ε = ν - u, η συνδυασμένη συνάρτηση πυκνότητας για u και ε θα είναι: 

2
f(u, ε) =

2π σα σν
exp{-

2 σ'
(ε + uf 

2 σ' *

Έτσι, η οριακή συνάρτηση πυκνότητας (marginal density function) του ε 

μπορεί να βρεθεί ολοκληρώνοντας ως προς u την f(u, ε):
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(4.3)

CO f~\
ί(ε) = if (u, ε) du = .—— [1 

o v 2π σ
-Φ(εΑ)] θχρ{-^} = 

σ 2σ

2 . ε . . , ε λ ,
- Φ(-) Φ(------ ),σ σ σ

όπου σ = (σ/ + σν2)1/2, λ = ou / σν, Φ(-—) η αθροιστική (cumulative) συνάρτηση
σ

ε λ

£
κατανομής της τυπικής κανονικής κατανομής, και φ( —) η αντίστοιχη αθροιστική

σ

συνάρτηση πυκνότητας. Η κανονική - ημι-κανονική κατανομή περιέχει δύο 

παραμέτρους, au και au (ή σ και λ). Στο σχήμα 18 φαίνονται τρεις κατανομές που 

ανταποκρίνονται σε διαφορετικούς συνδυασμούς και au. Και οι τρεις είναι λοξές 

προς τα αριστερά (negatively skewed) με αρνητικές επικρατούσες τιμές και μέσους, 

καθώς θεωρείται ότι au > 0 σε κάθε περίπτωση.

ί(ε)

Σχήμα 18. Κανονικές ημι-κανονικές κατανομές
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Η παράμετρος λ ενσωματώνει το μοντέλο της μη-αποτελεσματικότητας. Η 

απλή παλινδρόμηση προκύπτει από λ = 0. Η επίπτωση θα ήταν ότι κάθε 

παραγωγός λειτουργεί πάνω στο σύνορό του, κάτι όμως που δε σημαίνει ότι μπορεί 

να ελεγχθεί για μη-αποτελεσματικότητα με τα συνηθισμένα μέσα, καθώς η πολική 

τιμή, λ = 0, είναι πάνω στα όρια του παραμετρικού χώρου και όχι στο εσωτερικό. 

Έτσι, τα τυπικά tests όπως των Λανκγρανζιανών πολλαπλασιαστών (Langrage 

Multipliers) παρουσιάζονται με ιδιαίτερα πιθανά προβλήματα. Παρ’ όλα αυτά, οι 

παράμετροι κατανομής σ και λ μπορούν να υπολογιστούν μαζί με τις παραμέτρους 

τεχνολογίας β, και είναι χρήσιμο να γίνει ένα στατιστικό test της υπόθεσης λ = 0, 

όπου το test βασίζεται στην εκτίμηση μεγίστης πιθανοφάνειας (maximum likelihood 

estimate) του λ. Δεν υπάρχει ιδιαίτερη δυσκολία στον υπολογισμό ενός Wald test ή 

ενός test λόγου πιθανοφάνειας (likelihood ratio), αλλά καθώς η υποθετική τιμή του λ 

κείται ακριβώς πάνω στο όριο του παραμετρικού χώρου είναι δύσκολο να 

ερμηνευθεί ο στατιστικός έλεγχος.

Ο οριακή συνάρτηση πυκνότητας ί(ε) είναι ασύμμετρα κατανεμημένη, με 

μέση τιμή: Ε(ε) = - E(u) = - au

και διακύμανση: ν(ε) = —— au2 + σν2.
π

Οι Aigner, Lovell & Schmidt (1977) πρότειναν το [1 - E(u)] ως εκτιμητή της τεχνικής 

αποτελεσματικότητας για όλους τους παραγωγούς. Ωστόσο, οι Lee & Tyler (1978) 

πρότειναν το:

E[exp(-u)] = 2 [1 - Φ(σ„)) exp{^-},

το οποίο είναι προτιμότερο από το [1 - E(u)] καθώς το [1 - u] περιλαμβάνει μόνο 

τον πρώτο όρο στο ανάπτυγμα δυναμοσειράς (power series expansion) του exp(-u).
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Επίσης, αντίθετα από το [1 - E(u)] το E[exp(-u)] συμφωνεί με τον ορισμό της 

τεχνικής αποτελεσματικότητας ΤΕ, = y, / [ί(χ,; β) θχρ(ν,)].

Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (4.3), η λογαριθμική συνάρτηση 

πιθανοφάνειας (log-likelihood function) για ένα δείγμα / παραγωγών θα είναι:

InL = σταθερά - I Ιησ + In Φ(-——) - ^ ε,2 .

Η παραπάνω λογαριθμική συνάρτηση μπορεί να μεγιστοποιηθεί ως προς τις 

παραμέτρους προκειμένου να βρεθούν οι εκτιμήσεις μεγίστης πιθανοφάνειας όλων 

των παραμέτρων. Αυτές οι εκτιμήσεις θα είναι πιο συνεπείς καθώς / -» οο.

Το επόμενο βήμα είναι να βρεθούν οι εκτιμήσεις για την τεχνική 

αποτελεσματικότητα του κάθε παραγωγού. Δεδομένου ότι προκύπτουν εκτιμήσεις 

του ε, = Vj - Uj, προφανώς περιέχονται πληροφορίες και για το u,. Αν ε, > 0, οι 

πιθανότητες είναι το u, να μην έχει μεγάλη τιμή καθώς E(Vj) = 0, κάτι που 

συνεπάγεται ότι ο παραγωγός πιθανώς να είναι σχετικά αποτελεσματικός, ενώ αν ε, 

< 0, οι πιθανότητες είναι το u, να είναι μεγάλο, κάτι που υποδεικνύει ότι ο 

παραγωγός είναι σχετικά μη-αποτελεσματικός. Το ζήτημα είναι να εξαχθεί η 

πληροφορία που περιέχει το ε, αναφορικά με το ιι,. Μια λύση στο πρόβλημα μπορεί 

να προκύψει από την υπό συνθήκη (δεσμευμένη - conditional) κατανομή του u, με 

δεδομένο το ε,, όπου περιλαμβάνεται οποιαδήποτε πληροφορία που περιέχει το ε, 

και αφορούν στο u,. Οι Jondrow et. al. (1982) έδειξαν ότι αν u, ~ Ν+(0, au2), η 

δεσμευμένη κατανομή του u με δεδομένο ε είναι:

f(u|e) = f(u. ε)/ί(ε) = ^=1— exp{- (U‘M;)2} [1 - Φ(- μ')],
ν2π σ, 2σ: / σ,

όπου μ, = - ε σμ2 / σ2 και σ*2 = au2 σν2 / σ2. Καθώς το ί(ϋ|ε) κατανέμεται ως Ν+(μ*, 

σ*2), είτε η μέση, είτε η επικρατούσα τιμή αυτής της κατανομής μπορεί να
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χρησιμεύσει ως ένα σημείο εκτίμησης για το u,. Έτσι, για τη μέση (ή αναμενόμενη) 

τιμή θα έχουμε τη μορφή:

Ε(υί|εί) = μ*ι + σ* [ φ(-μ„ /σ.)
1 - Φ(-μ„ /σ,)

] = σ*[ Ψ (-£,■ λ / σ)
1 - Φ(-ε, λ / σ) -(

εΛ λ
σ )],

ενώ για την επικρατούσα τιμή θα είναι:

2

( - ει(—j), αν ε, < 0,
σ

M(Ui|£i) = '

ν. 0, αν είναι διαφορετικά.

Η E(Uj^j) χρησιμοποιείται πιο συχνά από την M(Uj^j), παρά το γεγονός ότι η 

δεύτερη έχει μια ιδιαίτερα βολική ερμηνεία ως εκτιμητής μέγιστης πιθανοφάνειας. Ο 

Materov (1981) έδειξε ότι η M(u,^j) μπορεί να παραχθεί από τη μεγιστοποίηση της 

συνδυασμένης πιθανότητας των ιι, και ν, - εξίσωση (4.2) - ως προς τα u, και vh υπό 

τον περιορισμό ν, - u, = ε,.

Εφόσον βρεθούν οι εκτιμήσεις του Uj, οι υπολογισμοί της τεχνικής 

αποτελεσματικότητας θα έχουν ως εξής:

ΤΕ, = exp{—ΰί}. (4.4)

όπου Ο, είναι είτε η E(Uj^j) ή η M(Uj^j).

Οι Battese & Coelli (1988) πρότειναν μια εναλλακτική εκτίμηση για την ΤΕ, ως:

ΤΕ, = E(exp{-Ui}|ei) = [1'.Φ1°·~ήί/°·)] βχρ{-μ.ι + % σ.2}. (4.5)

Οι εκτιμήσεις που προκύπτουν από τις εξισώσεις (4.4) και (4.5) μπορεί να είναι 

διαφορετικές, καθώς exp{-E(Uj^j)} φ Ε[Θχρ{-υ,}|ε,]. Συνήθως προτιμάται η (4.5), 

κυρίως όταν το u, είναι κοντά στο μηδέν, για λόγους βασικά ευκολίας στη χρήση των 

δυναμοσειρών. Ωστόσο, ανεξάρτητα από το ποια εξίσωση χρησιμοποιείται οι 

εκτιμήσεις της τεχνικής αποτελεσματικότητας είναι ανακριβείς καθώς η μεταβολή
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που συνδέεται με την κατανομή του (Uj|Sj) είναι ανεξάρτητη από το ί. Παρ’ όλα αυτά, 

απ’ ότι φαίνεται αυτό είναι το καλύτερο που μπορεί να επιτευχθεί για διαστρωματικά 

δεδομένα.

Επίσης, είναι δυνατό να επιτευχθούν διαστήματα εμπιστοσύνης (confidence 

intervals) για τις εκτιμήσεις της τεχνικής αποτελεσματικότητας εκμεταλλευόμενοι το 

γεγονός ότι η πυκνότητα του (u^i) είναι γνωστό ότι είναι της μορφής Ν+(μ*, σ*2). Οι 

Horrace & Schmidt (1996) παρήγαγαν τα ανώτερα και κατώτερα όρια στην (u^), τα 

οποία υπονοούν και τα ανώτερα και κατώτερα όρια στην exp{-u,}^j. Ένα διάστημα 

εμπιστοσύνης (L,, Uj) της μορφής (1 - α) 100% για την expf-uj^i παρέχεται από:

Li = exp{-p*i - zL σ*},

Uj = βχρ{-μ„, - ζυ σ*},

όπου Pr(Z>zL) = α/2 [1 - Φ(-μ*, / σ*)],

Pr(Z>Zu) = [1 - (α/2)] [1 - Φ(-μ,ί / σ,)] 

και το Ζ κατανέμεται ως Ν(0, 1). Έτσι, θα είναι: 

zL = Φ'1 {[1 - (α/2)] [1 - Φ(-μ*ί / σ»)]} και 

ζυ = Φ"1 {[1 - (1 - α/2)] [1 - Φ(—μ*ϊ / σ*)]}.

Η όλη ανάλυση βασίζεται στην υπόθεση ότι u ~ Ν+(0, σ2), που είναι αρκετά 

αληθοφανής και βολική με αποτέλεσμα να εφαρμόζεται συχνά σε εμπειρική έρευνα. 

Έχουν αναπτυχθεί και κάποια tests για αυτή την υπόθεση όπως του Lee (1983) που 

ήλεγξε την ημι-κανονική κατανομή ως προς μια οικογένεια κατανομών Pearson. Στα 

ίδια πλαίσια, οι Bera και Mallick (1998) ανέπτυξαν ένα στατιστικό έλεγχο 

βασιζόμενοι στο White’s (1982) information matrix test.

Η υπόθεση της ημι-κανονικής κατανομής προκάλεσε αρκετή κριτική και 

αρκετές εναλλακτικές υποθέσεις έχουν προταθεί όσον αφορά την κατανομή του 

μονόπλευρου συστατικού όρου σφάλματος u, που έχουν επίσης εφαρμοσθεί σε
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εμπειρικό επίπεδο, χωρίς όμως να εμφανίζονται τόσο συχνά. Ήδη από την αρχή οι 

Meeusen & van den Broeck (1977) αλλά και οι Aigner, Lovell & Schmidt (1977) 

είχαν προτείνει την εκθετική κατανομή για το u, με κανονική κατανομή για το ν και 

θεωρώντας πάλι ότι τα ν, και u, κατανέμονται ανεξάρτητα μεταξύ τους και ως προς 

τους συντελεστές παλινδρόμησης (regressors). Έτσι, προέκυψε το κανονικό - 

εκθετικό μοντέλο (Normal-Exponential model), όπου και πάλι χρησιμοποιώντας τη 

μέση, E(Uj|Cj), ή την επικρατούσα τιμή, M(Uj|Cj), μπορεί να υπολογιστεί η τεχνική 

αποτελεσματικότητα. Με τον ίδιο τρόπο κατασκευάζονται και τα διαστήματα 

εμπιστοσύνης (confidence intervals), ενώ μια διαφορά εν προκειμένω 

παρουσιάζεται στο ότι η (Uj|s,) έχει διαφορετική πυκνότητα στην κανονική - εκθετική 

περίπτωση σε σχέση με την περίπτωση της κανονικής - ημι-κανονικής.

Ο Stevenson (1980) έχοντας κάποιες αντιρρήσεις για τα παραπάνω, 

πρότεινε αντί για την ημι-κανονική την κόλουρη-κομμένη κατανομή (truncated 

distribution). Το μοντέλο που προκύπτει αποτελεί μια γενίκευση του κανονικού - 

ημι-κανονικού μοντέλου επιτρέποντας στο u να ακολουθεί την κομμένη κατανομή 

(truncated distribution). Ο μονόπλευρος όρος σφάλματος u θεωρείται ως η 

μεταβλητή που βρίσκεται κόβοντας (truncating) στο μηδέν την κατανομή μιας 

μεταβλητής με πιθανό μη-μηδενικό μέσο. Μια ιδιαίτερη διαφορά είναι ότι περιέχει μια 

επιπλέον παράμετρο, της οποίας η επικρατούσα τιμή πρέπει να εκτιμηθεί και κατ’ 

αυτό τον τρόπο παρέχει μια κάπως πιο ευέλικτη μορφή (pattern) της 

αποτελεσματικότητας στα δεδομένα. Η χρήση και πάλι της μέσης, E(Ui|Cj), ή της 

επικρατούσας τιμής, M(Uj|Cj), μπορεί να δώσει εκτιμήσεις για την τεχνική 

αποτελεσματικότητα, ενώ και τα διαστήματα εμπιστοσύνης μπορούν να παραχθούν 

αντίστοιχα λαμβάνοντας υπόψη τη διαφορετική πυκνότητα της (Uj|Cj).

Όπως το κανονικό - ημι-κανονικό μοντέλο μπορεί να γενικευθεί υποθέτοντας 

ότι το u ακολουθεί κομμένη (truncated) κανονική κατανομή, έτσι και το κανονικό -
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εκθετικό μοντέλο μπορεί να γενικευθεί υποθέτοντας ότι το u ακολουθεί μια κατανομή 

γάμμα. Η μορφή αυτή εισήχθηκε αρχικά από τους Greene (1980) και Stevenson 

(1980), ενώ επεκτάθηκε στη συνέχεια από τον Greene (1990) και είχε κάποιες 

ουσιαστικές διαφορές, ωστόσο, όμως η ιδιαίτερα πολύπλοκη διαδικασία φάνηκε να 

υπερτερεί των όποιων ωφελημάτων.

Ένα σημαντικό σημείο είναι το αν και κατά πόσο επηρεάζονται η κατάταξη και 

τα σκορ αποτελεσματικότητας από τις υποθέσεις κατανομής, ερώτημα στο οποίο 

δεν υπάρχει σαφής απάντηση. Υπάρχουν, ωστόσο, κάποια στοιχεία που 

υποδεικνύουν ότι ούτε η κατάταξη ούτε τα σχετικά σκορ αποτελεσματικότητας, από 

τα οποία προκύπτει η κατάταξη, είναι ιδιαίτερα ευαίσθητα στις υποθέσεις 

κατανομής.

Μια εναλλακτική τακτική υπολογισμού στις προαναφερθείσες εκτιμήσεις 

αποτελεί η μέθοδος της προσέγγισης των ροπών (Method of moments approach). 

Οι υπολογισμοί που αναπτύχθηκαν παραπάνω έχουν δύο στάδια. Στο πρώτο, 

χρησιμοποιείται η μέθοδος μεγίστης πιθανοφάνειας προκειμένου να υπολογιστούν 

όλες οι παράμετροι του μοντέλου. Στο δεύτερο στάδιο, η τεχνική 

αποτελεσματικότητα βρίσκεται για τον κάθε παραγωγό αποσυνθέτοντας τον 

υπολειμματικό όρο μεγίστης πιθανοφάνειας (maximum likelihood residual term) σε 

ένα συστατικό θορύβου και ένα συστατικό τεχνικής αναποτελεσματικότητας. Με τη 

μέθοδο προσέγγισης των ροπών το πρώτο στάδιο διασπάται σε δύο μέρη. Στο 

πρώτο μέρος, χρησιμοποιείται η OLS προκειμένου να προκύψουν εκτιμήσεις όλων 

των παραμέτρων που περιγράφουν τη δομή του συνόρου παραγωγής εκτός από το 

σταθερό όρο. Έτσι, αυτό το μέρος δεν εξαρτάται από υποθέσεις για την κατανομή 

οποιουδήποτε συστατικού σφάλματος. Στο δεύτερο μέρος της διαδικασίας 

εκτίμησης, υιοθετούνται υποθέσεις για τις κατανομές προκειμένου να επιτευχθούν 

εκτιμήσεις για το σταθερό όρο και τις παραμέτρους που περιγράφουν τη δομή των
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δύο συστατικών σφάλματος u και ν. Στη συνέχεια μπορεί να ακολουθηθεί πορεία 

ανάλογη με αυτή που περιγράφηκε για τα πιο πάνω τέσσερα μοντέλα, στα οποία και 

μπορεί να εφαρμοσθεί αυτή η μέθοδος για το πρώτο στάδιο.

Διαχρονικά δεδομένα (Panel data)

Όταν το δεδομένα περιέχουν και παρατηρήσεις σε διάφορα σημεία στο χρόνο 

για τον ίδιο παραγωγό (δηλ., πρόκειται για panel data) μπορούν να γίνουν κάποιες 

βελτιώσεις στα προηγούμενα, καθώς εκ πρώτης όψεως τουλάχιστον παρέχουν 

περισσότερες πληροφορίες απ’ ότι μια απλή διαστρωμάτωση (single cross-section). 

Συνεπώς μπορεί να αναμένεται ότι πρόσβαση σε panel data είτε θα καταστήσει 

δυνατό κάποιες από τις υιοθετούμενες υποθέσεις για τις κατανομές να χαλαρώσουν, 

είτε θα δώσει εκτιμήσεις τεχνικής αποτελεσματικότητας με πιο επιθυμητές 

στατιστικές ιδιότητες. Όπως παρατήρησαν οι Schmidt & Sickles (1984) τρεις 

αδυναμίες μπορούν να αντιμετωπιστούν καλύτερα:

1. Η υπόθεση ότι η αναποτελεσματικότητα στο επίπεδο της συγκεκριμένης 

παραγωγικής μονάδας δε σχετίζεται με τα επίπεδα input μπορεί να είναι 

αδικαιολόγητη.

2. Η υπόθεση της κανονικότητας μπορεί να είναι προτιμότερο να αποφευχθεί και 

στη θέση της να χρησιμοποιηθεί κάποια εναλλακτική, ενώ υπό κάποιες συνθήκες τα 

διαχρονικά δεδομένα είναι πιο ανεξάρτητα από το δείγμα (robust) με συνέπεια να 

αυξάνεται η πιθανότητα για βελτίωση των εκτιμήσεων.

3. Η ανάγκη να υπολογιστεί η αναποτελεσματικότητα της κάθε παραγωγικής 

μονάδας στο μοντέλο συνόρου παραγωγής με έναν εκτιμητή, (όπως των Jondrow, 

Lovell, Materov & Schmidt) ο οποίος δε συγκλίνει στην πραγματική τιμή είναι ένα 

ιδιαίτερα ευαίσθητο πρόβλημα λαμβάνοντας υπόψη και το γεγονός ότι αυτή η 

εκτίμηση είναι και το κέντρο της όλης προσπάθειας.

Αν θεωρηθεί και πάλι ένα απλό μοντέλο παραγωγής:
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yst = α + β’ Xit + vit - uit,

όπου υπάρχουν N παραγωγικές μονάδες και Τ, παρατηρήσεις για την κάθε μία - 

λαμβάνεται η πιο απλή περίπτωση που το Τ, είναι σταθερό για όλους τους υπό 

εξέταση παραγωγούς, κάτι όμως που δεν είναι απαραίτητο και μπορεί να 

αντιμετωπιστεί με τον κατάλληλο χειρισμό-. Αν θεωρηθεί ότι τα ν, και u, είναι 

ανεξάρτητα στο χρόνο όπως επίσης και κατά μήκος των παραγωγικών μονάδων, 

τότε η διαστρωματική προσέγγιση καλύπτει την περίπτωση και δεν υπάρχει 

διαφορά από τα προαναφερθέντα μοντέλα. Αν όμως είναι επιθυμητό να γίνουν 

περαιτέρω υποθέσεις γύρω από τη φύση της αναποτελεσματικότητας, προκύπτουν 

νέες δυνατότητες. Αν για παράδειγμα το u, είναι σταθερό στο χρόνο, το μοντέλο θα 

γίνει:

Yit = α + β’ xit + vit - uit

Fixed Effects Model

Με αυτό τον τρόπο προκύπτει και το πιο απλό μοντέλο panel data, το οποίο 

συνήθως λέγεται μοντέλο σταθερών επιδράσεων (fixed-effects model) και με 

μερικές τροποποιήσεις μπορεί να δώσει εκτιμήσεις της τεχνικής

αποτελεσματικότητας χρησιμοποιώντας συνήθως τη μέθοδο ελάχιστων τετραγώνων 

με εικονικές μεταβλητές (Least Squares with Dummy Variables - LSDV). 'Eva 

ιδιαίτερο πλεονέκτημα της προσέγγισης είναι ότι καθιστά περιττή την υπόθεση ότι οι 

αναποτελεσματικότητες της παραγωγικής μονάδας δε συσχετίζονται με τα επίπεδα 

input. Ακόμη, δεν είναι απαραίτητη καμία υπόθεση για την κανονικότητα, ενώ επίσης 

η εκτίμηση του u, πλησιάζει την ιδιότητα της συνέπειας ενός ντετερμινιστικού 

μοντέλου, καθώς πάντα είναι καλύτερος ένας μέσος όρος από Τ, παρατηρήσεις 

παρά μια απλή παρατήρηση.

Ένα μειονέκτημα αυτής της προσέγγισης είναι η παρουσία χρονικά 

αμετάβλητων χαρακτηριστικών στις υπό εξέταση παραγωγικές μονάδες. Αν το
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μοντέλο εξαρτάται αττό χαρακτηριστικά όπως κεφαλαιακό απόθεμα, ή τοποθεσία ή 

άλλα παρόμοια, τα οποία δε μεταβάλλονται στο χρόνο, τότε η LSDV εκτίμηση δεν 

μπορεί να βρεθεί με απλό τρόπο. Ακόμη δυσκολότερο γίνεται, αν αυτές οι 

επιδράσεις απλώς παραλείπονται από το μοντέλο, οπότε και επανεμφανίζονται στις 

σταθερές επιδράσεις ως αναποτελεσματικότητα (ή έλλειψή της), ενώ προφανώς θα 

έπρεπε να μπουν σε διαφορετική κατηγορία. Έτσι, τελικά οι σταθερές επιδράσεις 

(Uj) που έχουν ως σκοπό την περιγραφή της μεταβλητότητας κατά μήκος όλων των 

παραγωγικών μονάδων σε τεχνική αποτελεσματικότητα, ταυτόχρονα 

περιλαμβάνουν και άλλα φαινόμενα όπως το θεσμικό περιβάλλον, το οποίο μπορεί 

να είναι διαφορετικό κατά μήκος των παραγωγών, αλλά μένει αμετάβλητο στο χρόνο 

για τον κάθε παραγωγό ξεχωριστά. Αυτή η σύγχυση της μεταβολής στην τεχνική 

αποτελεσματικότητα με μεταβολή σε άλλα φαινόμενα συμβαίνει είτε

συμπεριλαμβάνονται αυτά τα άλλα φαινόμενα ως συντελεστές παλινδρόμησης στο 

μοντέλο, είτε όχι. Αυτές οι αδυναμίες κινούν το ενδιαφέρον για διαφορετικούς 

χειρισμούς, οι οποίοι μπορεί να αποδειχθούν πιο ευνοϊκοί, όπως είναι το μοντέλο 

τυχαίων επιδράσεων (random effects model).

Random Effects Model

Σε αντίθεση με το fixed effects μοντέλο, όπου το u, θεωρείται σταθερό, ενώ 

ταυτόχρονα μπορεί να συσχετίζεται με τους συντελεστές παλινδρόμησης

(regressors), αν υποτεθεί ότι το ιΐι έχει τυχαία κατανομή με σταθερή μέση τιμή και 

διακύμανση, αλλά θεωρείται ότι δε συσχετίζεται με τους συντελεστές 

παλινδρόμησης - επίπεδα inputs - και τα ν,, προκύπτει το μοντέλο τυχαίων 

επιδράσεων (random effects model). Ένα άμεσο πλεονέκτημα αυτού του μοντέλου 

είναι ότι επιτρέπει τα ειδικά για τον κάθε παραγωγό χαρακτηριστικά, τα οποία είναι 

αμετάβλητα στο χρόνο, όπως το κεφαλαιακό απόθεμα ή η τοποθεσία, να 

ενσωματωθούν στο μοντέλο. Υπάρχουν δύο προσεγγίσεις προς αυτή την
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κατεύθυνση: a) η μέθοδος γενικευμένων ελάχιστων τετραγώνων (Generalized Least 

Squares, GLS), b) η μέθοδος μεγίστης τπθανοφάνειας (maximum likelihood).

Ένα ερώτημα που προκύπτει άμεσα είναι το αν και κατά πόσο τα 

αποτελέσματα των εκτιμήσεων που προκύπτουν είναι ευαίσθητα στην εκάστοτε 

εφαρμοζόμενη μέθοδο. Οι τρεις προσεγγίσεις (Fixed Effects και 2 Random Effects) 

επιβάλλουν κάποιες απαιτήσεις για τα δεδομένα και έχουν διαφορετικές ιδιότητες. 

Ανάλογα με τις περιστάσεις - μέγεθος δείγματος, δηλ., αρθ. εξεταζομένων 

παραγωγικών μονάδων, πλήθος υπό εξέταση χρονικών περιόδων κλπ. - μπορεί να 

είναι προτιμότερη η χρήση της μιας ή της άλλης. Στη βιβλιογραφία αναφέρονται 

αρκετές εμπειρικές συγκρίσεις μεταξύ των τριών με συχνά αλληλοσυγκρουόμενα 

συμπεράσματα, αλλά υπάρχει κάποια βάση στο να θεωρηθεί ότι αυτές οι τρεις 

προσεγγίσεις είναι πιθανό να παράγουν όμοιες κατατάξεις αποτελεσματικότητας, 

ιδιαίτερα στο πάνω και κάτω μέρος της κατανομής, όπου και συνήθως 

συγκεντρώνεται το ενδιαφέρον της διοίκησης.

Αποτελεσματικότητα Κόστους - Εσόδων - Κέρδους

Εφόσον στην ανάλυση μπορούν να συμπεριληφθούν και οι τιμές μπορεί να 

βρεθεί και η οικονομική αποτελεσματικότητα με τις διάφορες εκφράσεις της, δηλ., 

αποτελεσματικότητα κόστους, εσόδων ή κέρδους ανάλογα με την προσέγγιση, όπου 

γίνεται εκτίμηση τόσο της τεχνικής όσο και της επιμεριστικής αποτελεσματικότητας. 

Με την ίδια λογική όπως και στα προαναφερθέντα για την τεχνική 

αποτελεσματικότητα προκύπτει ένα μοντέλο συντεθειμένου σφάλματος (composed 

error model), όπου τα σφάλματα σε αποφάσεις παραγωγής πρέπει να 

μεταφραστούν σε υψηλότερα κόστη ή χαμηλότερα έσοδα ή κέρδη. Ταυτόχρονα, 

όμως η στοχαστική φύση του συνόρου παραγωγής θα υποδείκνυε ότι το θεωρητικό 

ελάχιστο σύνορο κόστους (επικεντρώνοντας στην περίπτωση κόστους για λόγους 

ευκολίας) θα ήταν επίσης στοχαστικό.
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Με βάση ένα διαστρωματικό μοντέλο πολλαπλών εξισώσεων (multiple 

equation cross-sectional models), μπορούν να αναδειχθούν τα κύρια στοιχεία της 

ανάλυσης χρησιμοποιώντας συγκεκριμένα ένα σύστημα που εισήχθηκε από τους 

Christensen & Greene (1976) για την περίπτωση της αποτελεσματικότητας κόστους, 

ενώ με την ανάλογη τροποποίηση μπορεί να δώσει εκτιμήσεις στα πλαίσια και των 

αποτελεσματικοτήτων εσόδων και κέρδους. Αν υποτεθεί και πάλι ότι οι παραγωγοί 

χρησιμοποιούν το διάνυσμα inputs xe R", διαθέσιμο σε σταθερές τιμές w e R",

για την παραγωγή του διανύσματος outputs ye R™, το παρατηρούμενο κόστος 

όπως και πριν ισούται με wT χ > c(y, w; β), όπου c(y, w; β) είναι η συνάρτηση 

ελάχιστου ολικού κόστους (σύνορο κόστους) και β οι παράμετροι της τεχνολογίας. 

Τα παρατηρούμενα μερίδια των inputs είναι (Wj Xj) / (wT χ) και αν θεωρηθεί ότι οι 

εξισώσεις ελαχιστοποίησης του κόστους του μεριδίου input είναι της μορφής: Sj(y, w; 

β) θα μπορούν να μετατραπούν και πάλι σε μια σειρά ανισοτήτων κατάλληλες για 

υπολογισμούς που τώρα είναι της μορφής: 

ln(wT χ) = c(lnyj, InWj, β) + voi + Τ, + A,

vwTx,
= Sj(lnyi, Wii β) + Vji + uji

όπου όπως και για την ντετερμινιστική περίπτωση, ϊ, είναι δείκτης που αναφέρεται 

στις παραγωγικές μονάδες, j, δείκτης που υποδεικνύει τα inputs,

Τι, δείχνει την αύξηση στο κόστος που αποδίδεται σε τεχνική αναποτελεσματικότητα 

και είναι Τ, > 0. Καθώς μετράται ακτινικά-διανυσματικά, είναι ουδέτερη όσον αφορά 

την επίδραση στις εξισώσεις του μεριδίου input.

Α, που επίσης είναι Α, > 0, δείχνει την αύξηση του κόστους που αποδίδεται σε 

επιμεριστική αναποτελεσματικότητα και καθώς αναπαριστά ένα κατά κάποιο βαθμό 

ακατάλληλο μίγμα input, το κόστος της πρέπει να συνδεθεί με τις εξισώσεις του
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μεριδίου input, που για το συγκεκριμένο μοντέλο θα γίνει με τους όρους up, οι οποίοι 

μπορεί να είναι είτε μεγαλύτεροι, είτε μικρότεροι είτε και ίσοι με το μηδέν, κάτι που 

αντικατοπτρίζει το γεγονός ότι το κόστος αυξάνεται από λάθη καταμερισμού- 

επιμερισμού προς οποιαδήποτε κατεύθυνση.

To c(lnyj, Inw,, β) αποτελεί το ντετερμινιστικό σύνορο κόστους και Sj(lnyi, w,; β) είναι 

τα συσχετιζόμενα ντετερμινιστικά μερίδια input, ενώ [c(lnyi, Inw,, β) + ν0,] είναι το 

στοχαστικό σύνορο κόστους και [Sj(lnyi, w,; β) + Vj,] τα συσχετιζόμενα στοχαστικά 

μερίδια input. Οι όροι ν0, και Vj, αναπαριστούν το στατιστικό θόρυβο και θεωρούνται 

ότι κατανέμονται ως κανονικές πολυμεταβλητές με μηδενικό μέσο.

Η ερμηνεία των όρων αναποτελεσματικότητας είναι κάπως περισσότερο 

περίπλοκη λόγω της δυϊκής προσέγγισης στην εκτίμηση. Έστω ότι υποτίθεται ότι 

είναι κατάλληλη η αναπαράσταση του μονόπλευρου όρου σφάλματος ως καθαρή 

αναποτελεσματικότητα αναφορικά με την πλευρά της παραγωγής για το υπό 

εξέταση μοντέλο. Ο υπολογισμός θα εξαρτάται (δεσμεύεται - conditional) από τα 

επιλεγμένα inputs, οπότε και το αν η επιλογή των inputs είναι επιμεριστικά 

αποτελεσματική θα εξαρτάται από ποια πλευρά προσεγγίζεται το θέμα. Από την 

πλευρά του κόστους, ωστόσο, τα όποια σφάλματα στη βελτιστοποίηση θα πρέπει 

να εμφανίζονται ως υψηλότερα κόστη. Έτσι, ένας παραγωγός που μπορεί να 

εκτιμηθεί ως τεχνικά αποτελεσματικός χρησιμοποιώντας ένα μέτρο συνάρτησης 

παραγωγής μπορεί να εμφανίζεται μη-αποτελεσματικός ως προς μια συνάρτηση 

κόστους. Αυτό έχει δειχθεί σε αρκετές εφαρμογές, οι οποίες έχουν βασιστεί πάνω σε 

διάφορες συναρτήσεις κόστους με περαιτέρω ανάλυση του στοχαστικού όρου, όπου 

δίνουν:

C, = C(yi, Wj) + V, + Uj + A,,

όπου το A, αποδίδεται αποκλειστικά σε επιμεριστική αναποτελεσματικότητα. Σε 

απουσία σταθερών αποδόσεων στην κλίμακα, CRS, ακόμη και με επιμεριστική
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αποτελεσματικότητα, υπάρχει μια ασάφεια στην ερμηνεία του μονόπλευρου 

σφάλματος από την πλευρά του κόστους. Για παράδειγμα, αν ληφθεί μια Cobb- 

Douglas συνάρτηση παραγωγής χωρίς επιμεριστική αναποτελεσματικότητα:

Έτσι, οι οικονομίες κλίμακος, 2^βκ >1, τείνουν να μειώνουν την επίδραση της

τεχνικής αναποτελεσματικότητας. Εμφανώς, η απλή ερμηνεία του μονόπλευρου 

σφάλματος από την πλευρά του κόστους ως ένα κατά Farrell μέτρο 

αναποτελεσματικότητας είναι ακατάλληλη εκτός και αν το μέτρο οριστεί ξανά σε 

όρους κόστους αντί για output. Δηλ., αντί για τα outputs, μπορούν να επιλεχθούν τα 

κόστη ως πρότυπα (standards) ως προς τα οποία θα μετράται η 

αποτελεσματικότητα. Επίσης, με διάφορους χειρισμούς, η υπολογιζόμενη 

αναποτελεσματικότητα που επιτυγχάνεται στα πλαίσια μιας συνάρτησης κόστους 

μπορεί να μεταφραστεί σε ένα κατά Farrell μέτρο τεχνικής αναποτελεσματικότητας, 

απλώς πολλαπλασιάζοντάς τη με το Για την περαιτέρω ανάλυση της

αποτελεσματικότητας κόστους προκειμένου να εκτιμηθεί η επιμεριστική 

αποτελεσματικότητα είναι συνήθως απαραίτητο να συμπεριληφθούν είτε 

περιορισμοί αναφορικά με τον αριθμό των outputs και τη συναρτησιακή μορφή του 

συνόρου κόστους είτε περιορισμοί που αφορούν στη δομή των διαταρακτικών όρων 

του υπό εξέταση μοντέλου. Και στις δύο περιπτώσεις η δυνατότητα ανάλυσης 

προκύπτει περισσότερο από την επιβολή περιοριστικών υποθέσεων αλλά και από 

την πρόσβαση σε επιπλέον δεδομένα όπως είναι οι ποσότητες και τα μερίδια

V\ = α + Σβ* lnxk + Vi-Ui,

οπότε και προκύπτει:
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κόστους των inputs. Έχουν ττροταθεί αρκετές προσεγγίσεις για τη μέτρηση της 

επιμεριστικής αναποτελεσματικότητας, μεταξύ των οποίων σε θεωρητικό επίπεδο 

ξεχωρίζουν οι μελέτες των Kobb & Diewert (1982), Zieschang (1983), Schmidt 

(1984), Melfi (1984), Bauer (1985), Ferrier & Lovell (1990), Kumbhakar (1991) και 

Mensah (1994). Ωστόσο, πρέπει να σημειωθεί ότι εμφανίζονται αρκετά προβλήματα 

όσον αφορά στους υπολογισμούς σε πρακτικό επίπεδο και η ταυτόχρονη μέτρηση 

τεχνικής και επιμεριστικής αποτελεσματικότητας παραμένει ένα σχετικά δύσβατο 

μονοπάτι.

Ανάλογες διαδικασίες μπορούν να εφαρμοσθούν και για συναρτήσεις εσόδων 

ή κέρδους.

4. 1. Δύο Εναλλακτικές Προσεγγίσεις στην Εκτίμηση της Αποτελεσματικότητας -

TFA-DFA

Σχετικά πρόσφατα αναπτύχθηκαν δύο καινούργιες προσεγγίσεις για την 

εκτίμηση της αποτελεσματικότητας κόστους που βασίζονται σε ένα translog 

σύστημα αποτελούμενο από μια εξίσωση κόστους και τις συνδεόμενες με αυτή 

εξισώσεις κόστους των μεριδίων input. Ωστόσο, καμία από τις δύο δεν μπαίνει στη 

διαδικασία της ανάλυσης της αποτελεσματικότητας κόστους στα συστατικά της, 

τεχνική και επιμεριστική αποτελεσματικότητα. Η πρώτη προσέγγιση καλείται Thick 

Frontier Analysis (TFA). H TFA δεν απαιτεί ένα μονόπλευρο όρο σφάλματος και έτσι 

στην ουσία δεν είναι μια προσέγγιση συνόρου. Ωστόσο, έχει ένα θετικό ότι 

εφαρμόζεται ιδιαίτερα εύκολα χρησιμοποιώντας είτε διαστρωματικά (cross-sectional) 

είτε διαχρονικά δεδομένα (panel data). FI δεύτερη προσέγγιση καλείται Distribution 

Free Approach, (DFA), καθώς μολονότι περιέχει ένα μονόπλευρο όρο σφάλματος, ο 

οποίος αναπαριστά αναποτελεσματικότητα κόστους, δεν επιβάλλει καμιά υπόθεση 

για την κατανομή του. Η DFA απαιτεί διαχρονικά δεδομένα (panel data) και έχει
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αρκετές δομικές ομοιότητες με τη μέθοδο γενικευμένων ελάχιστων τετραγώνων 

(Generalized Least Squares, GLS).

TFA

H Thick Frontier Analysis αναπτύχθηκε από τους Berger & Humphrey (1991 

1992) ως ένας τρόπος αποφυγής των περιοριστικών υποθέσεων που απαιτούνται 

στις συμβατικές προσεγγίσεις για την εκτίμηση της αποτελεσματικότητας κόστους. Η 

TFA είναι πολύ λιγότερο δομημένη από τις συμβατικές μεθόδους και έτσι δίνει 

λιγότερη πληροφόρηση, αλλά πάντα ’’δουλεύει” και όπως αναφέρθηκε, μπορεί να 

εφαρμοσθεί σε διαστρωματικά ή διαχρονικά δεδομένα. Για την περαιτέρω ανάλυση 

θα χρησιμοποιηθεί ένα παράδειγμα διαστρωματικών δεδομένων, υποθέτοντας 

εξαρχής ότι είναι διαθέσιμες παρατηρήσεις πάνω στις υφιστάμενες συνολικές 

δαπάνες Ε,, τα παραγόμενα διανύσματα outputs y, > 0, καθώς και ένα διάνυσμα w, 

για τις τιμές που αντιμετωπίζουν οι i = 1, 2, ..., I παραγωγοί του υπό εξέταση 

δείγματος. Στη συνέχεια προσδιορίζονται οι παραγωγοί που βρίσκονται στα πάνω 

και κάτω τεταρτημόρια της μέσης κατανομής κόστους. Αν οι παραγωγοί παράγουν 

πολλαπλά outputs, το μέσο κόστος μπορεί να αντιπροσωπευθεί από το συνολικό 

κόστος διαιρεμένο με το Ευκλείδειο μέτρο του διανύσματος output. Οι παραγωγικές 

μονάδες που βρίσκονται στο κάτω τεταρτημόριο θεωρούνται ότι είναι σχετικά 

αποτελεσματικές ως προς το κόστος ως ομάδα, και όλες μαζί ορίζουν ένα ’’παχύ 

σύνορο” - thick frontier, ενώ αυτές που βρίσκονται στο πάνω τεταρτημόριο 

θεωρούνται ότι είναι μη-αποτελεσματικές ως προς το κόστος σε σχέση με το thick 

frontier. Το επόμενο στάδιο είναι η εκτίμηση των χωριστών συναρτήσεων κόστους 

(όχι συνόρων) για τα πάνω και κάτω μέσα τεταρτημόρια κόστους. Μεταβλητότητα 

των υπολειμματικών (residuals) μέσα στο κάθε τεταρτημόριο υποτίθεται ότι 

αντανακλά μόνο τυχαίο στατιστικό θόρυβο, ενώ διαφορές στο μέσο επίπεδο των 

προβλεπόμενων κόστων ανάμεσα στα πάνω και κάτω τεταρτημόρια υποτίθεται ότι
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αντανακλά μόνο ένα συνδυασμό εξωγενών επιρροών και αναποτελεσματικότητας 

κόστους μέσα στο πάνω τεταρτημόριο. Ενώ είναι ιδιαίτερα απίθανο αυτές οι 

υποθέσεις να στέκουν ακριβώς και κατά συνέπεια είναι απίθανο η TFA να δίνει 

ακριβείς υπολογισμούς της αποτελεσματικότητας κόστους, ο στόχος της TFA δεν 

είναι η οικονομετρική αυστηρότητα, αλλά μια αξιόπιστη αντίληψη στο πιθανό 

μέγεθος του προβλήματος.

Γίνεται η υπόθεση ότι οι συναρτήσεις κόστους μέσα σε κάθε τεταρτημόριο 

έχουν translog μορφή. Στη συνέχεια μπορεί να εκτιμηθεί η δομή της τεχνολογίας 

μέσα σε κάθε τεταρτημόριο υπολογίζοντας το σύστημα εξισώσεων:

InEj = lnc(yi, w,; β) + ν,,

InEj = Sni(yi, Wji β) + vni, n = 2.......N όροι σφάλματος και τα

Sni προκύπτουν από το λήμμα του Shephard (Shephard’s lemma).

{To Shephard’s lemma έχει να κάνει με την κλίση (gradient) του υπό εξέταση 

συνόρου (π.χ. κόστους ή εσόδων) ως προς τις τιμές (αντίστοιχα input ή output)}. 

Αυτό το σύστημα υπολογίζεται δύο φορές, μια για κάθε τεταρτημόριο. Υπό την 

υπόθεση ότι ο στατιστικός θόρυβος κατανέμεται κανονικά, [ν,, νΠι’]’ ~ Ν(0, Σ), -Σ είναι 

ένας πίνακας που αντανακλά τη συσχέτιση της τεχνικής με την επιμεριστική 

αποτελεσματικότητα- αυτό το σύστημα μπορεί να υπολογιστεί χρησιμοποιώντας τη 

μέθοδο της επανάληψης σε φαινομενικά ασυσχέτιστες παλινδρομήσεις (iterating on 

Seemingly Unrelated Regressions, SUR) μέχρι να επιτευχθεί η σύγκλιση. Έστω ότι 

οι υπολογιζόμενοι παράμετροι για το πρώτο και τέταρτο τεταρτημόριο 

παριστάνονται αντίστοιχα με β1 και β4, ενώ τα προβλεπόμενα μέσα κόστη στις μέσες 

τιμές των (y,, Xj) μέσα στο κάθε τεταρτημόριο από τα [c(y, w; β1) / y]Q1 και [c(y, w; β4) 

/ yΓ.

Η διαφορά μεταξύ των δύο μέσων προβλεπόμενων κοστών των 

τεταρτημόριων μπορεί να εκφρασθεί και αναλυθεί ως εξής:
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[c(y, w; β4) / y]Q4 - [c(y, x; β1) / y]Q1
[c(y, χ; β1) / y]Q1

_ [c(y, w; β4) / y]Q4 - [c(y, x; β1) / y]Q4 +
[c(y. χ; β1) / y]Q1

[c(y,w^Vy]Q4-[c(y,x;^)/y]Q1 
[c(y, χ; β1) / y]Q1

Στο αριστερό (πάνω) μέρος της ισότητας δίνεται μια εκτίμηση της ποσοστιαίας 

διαφοράς μεταξύ των προβλεπόμενων μέσων κοστών των παραγωγών που 

βρίσκονται στα τεταρτημόρια Q4 και Q1. Καθώς οι συναρτήσεις κόστους 

υπολογίζονται ξεχωριστά για τα δύο τεταρτημόρια, τα υπολογιζόμενα διανύσματα 

των παραμέτρων β4 και β1 επιτρέπεται να διαφέρουν. Οι διαφορές ανάμεσα στα β4 

και β1 και πιο συγκεκριμένα, αλλά όχι αποκλειστικά, οι διαφορές μεταξύ των δύο 

σταθερών όρων (intercepts) έχουν ως σκοπό να αντικατοπτρίζουν τις διαφορές 

μεταξύ των δύο τεταρτημόριων. Ο πρώτος όρος στο δεξί (κάτω) σκέλος της 

ισότητας παρέχει μια εκτίμηση της αναποτελεσματικότητας κόστους των 

παραγωγών που βρίσκονται στο Q4. Εδώ η αναποτελεσματικότητα κόστους 

υπολογίζεται ως η διαφορά μεταξύ του προβλεπόμενου μέσου κόστους στο Q4 

χρησιμοποιώντας τη μη-αποτελεσματική Q4 τεχνολογία, η οποία αναπαρίσταται 

από το β4 και του προβλεπόμενου μέσου κόστους στο Q4 χρησιμοποιώντας την 

αποτελεσματική Q1 τεχνολογία, η οποία αναπαρίσταται από το β1, εκφρασμένη ως 

ένα ποσοστό του προβλεπόμενου μέσου κόστους στο Q1. Ο δεύτερος όρος του 

δεξιού μέρους παρέχει μια εκτίμηση της διαφοράς του μέσου κόστους που μπορεί 

να αποδοθεί όχι σε αναποτελεσματικότητα κόστους, αλλά σε ετερογένεια των 

αγορών, μέσα στις οποίες λειτουργούν οι αποτελεσματικές και μη-αποτελεσματικές 

παραγωγικές μονάδες, κάτι που αντανακλάται με διαφορές ανάμεσα στα (y, w)Q4 και 

(y, w)Q1. Είναι σημαντικό να τονιστεί ότι η ανάλυση δεν εφαρμόζεται στους 

συγκεκριμένους παραγωγούς ξεχωριστά, αλλά στους υποθετικούς μέσους 

παραγωγούς στο κάθε τεταρτημόριο. Υπό αυτή την έννοια η TFA παρέχει
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περιορισμένη πληροφόρηση. Ωστόσο, καθώς συνδέει την αναποτελεσματικότητα 

κόστους με διαφορές μεταξύ των β4 και β1, μπορεί να χρησιμοποιηθεί η ακόλουθη 

έκφραση για την εύρεση μιας εκτίμησης του μέσου κόστους αναποτελεσματικότητας 

του καθενός παραγωγού χωριστά που βρίσκεται στο Q4:

[ο(γι^ι;β4)/γ]α4-[ο(γι,χι;β1)/ν ]04 

[θ(Υ|, Χ;! β1) / Υ,]01

που δίνει ένα μέτρο του ποσοστού, κατά το οποίο το μέσο κόστος αυξάνεται 

χρησιμοποιώντας μη-αποτελεσματική τεχνολογία που αναπαρίσταται με το β4 αντί 

της αποτελεσματικής τεχνολογίας β1.

Η TFA έχει κάποια ιδιαίτερα πλεονεκτήματα , μερικά από τα οποία ήδη έχουν 

αναφερθεί, μεταξύ των οποίων είναι το ότι δεν απαιτεί υποθέσεις για τις κατανομές 

και την ανεξαρτησία των συστατικών σφάλματος, ενώ δεν έχει και κανένα 

μονόπλευρο συστατικό σφάλματος. Επίσης, βασίζεται σε μια έκδοση του translog 

συστήματος κόστους, η οποία μπορεί σχετικά εύκολα να υπολογιστεί με τη 

συμβατική δομή σφάλματος. Ακόμη, δεν αναζητούνται στοιχεία για την 

αναποτελεσματικότητα σε μονόπλευρα συστατικά σφάλματος, αφού δεν υπάρχουν 

και θα ήταν αρκετά πολύπλοκα στον προσδιορισμό, ενώ αντί γι’ αυτό συνδέει την 

αναποτελεσματικότητα με διαφορές μεταξύ εύκολα υπολογιζόμενων διανυσμάτων 

παραμέτρων των τεταρτημόριων. Οι Bauer, Berger & Humphrey (1993) αναφέρουν 

στοιχεία βασισμένα στο αμερικανικό τραπεζικό σύστημα, τα οποία προτείνουν ότι η 

TFA δίνει εκτιμήσεις αποτελεσματικότητας κόστους που είναι στα ίδια επίπεδα με 

εκτιμήσεις που παράγονται από τις συμβατικές μεθόδους στοχαστικού συνόρου.

Ωστόσο, η TFA έχει κάποια αρκετά σοβαρά μειονεκτήματα. Κατά πρώτον, 

αυθαίρετα βασίζεται σε τεταρτημόρια μέσου κόστους. Δεύτερον, χρησιμοποιεί μόνο 

μισά από τα δεδομένα και σε πολλές περιπτώσεις απαιτείται μεγάλη εξοικείωση με 

τους βαθμούς ελευθερίας προκειμένου να απορριφθούν οι μισές παρατηρήσεις.
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Αλλά το πιο σημαντικό είναι ότι η TFA δε δίνει εκτίμηση της αποτελεσματικότητας 

κόστους για τον κάθε παραγωγό ξεχωριστά στο υπό εξέταση δείγμα. Παράγει μία 

μόνο εκτίμηση για τον υποθετικό μέσο παραγωγό στο τεταρτημόριο υψηλού 

κόστους σε σχέση με τον υποθετικό μέσο παραγωγό στο τεταρτημόριο χαμηλού 

κόστους. Φυσικά, αν οι παρατηρήσεις στρωματοποιηθούν σε S κατηγορίες, η TFA 

θα δίνει S τέτοιες εκτιμήσεις. Έτσι, στις περισσότερες περιπτώσεις για το 

management η TFA έχει περιορισμένη αξία.

DFA

FI Distribution-Free Approach, DFA, εισήχθηκε αρχικά από τον Berger (1993) 

και απαιτεί διαχρονικά δεδομένα (panel data), ενώ όπως αναφέρθηκε παρουσιάζει 

δομή όμοια με τη GLS προσέγγιση. Βασίζεται και αυτή σε ένα translog σύστημα 

εξισώσεων κόστους και μεριδίων κόστους των inputs, ενώ δίνει εκτιμήσεις της 

αναποτελεσματικότητας κόστους για κάθε παραγωγό σε κάθε χρονική περίοδο.

Έστω ότι εξετάζεται το δείγμα των παραγωγικών μονάδων i = 1, 2...... I, σε κάθε μια

από τις Τ χρονικές που δίνονται ως t = 1, 2.......  Τ. Για τον κάθε παραγωγό

παρατηρούνται οι συνολικές δαπάνες, Eit, ένα διάνυσμα yit των παραγόμενων 

outputs και ένα διάνυσμα wit των τιμών των inputs. To translog σύστημα που 

αποτελείται από την εξίσωση κόστους και τις εξισώσεις κόστους του μεριδίου των 

inputs μπορεί να γραφεί με την εξής μορφή:

LnEit = lnc(yit, wit; β*) + vit + u,,

"-p X|t = Snitfyit, wit; β{) + vnt, n = 2, N όροι σφάλματος
‘-it

και τα Snit προκύπτουν από το λήμμα του Shephard (Shephard’s lemma).

Αυτό το σύστημα υπολογίζεται χωριστά για κάθε χρονική περίοδο. Σε κάθε 

χρονική περίοδο το διάνυσμα σφάλματος [vit, vnitT περιγράφει τις επιδράσεις του
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στατιστικού θορύβου, ενώ το συστατικό σφάλματος u, > 0 μετρά το κόστος της 

τεχνικής αναποτελεσματικότητας. Και εδώ το σύστημα των εξισώσεων μπορεί να 

υπολογιστεί χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της επανάληψης σε φαινομενικά 

ασυσχέτιστες παλινδρομήσεις (iterating on Seemingly Unrelated Regressions, SUR) 

μέχρι να επιτευχθεί η σύγκλιση συνολικά Τ φορές, μια για κάθε χρονική περίοδο. 

Έτσι, υποτίθεται ότι τα u, κατανέμονται ανεξάρτητα από τους συντελεστές 

παλινδρόμησης. Για κάθε παραγωγό τα υπολειμματικά της εξίσωσης κόστους έ* =

vit + ΰ| λαμβάνονται ως μέση τιμή ως προς το χρόνο προκειμένου να βρεθεί το έ, =

(1/Τ) . Υπό την προϋπόθεση ότι το συστατικό σφάλμα τυχαίου θορύβου vit θα
I

έπρεπε να τείνει σε μια μέση τιμή μηδέν στο χρόνο, το έ( = (1/Τ) ]T£it = ΰ; παρέχει
t

μια εκτίμηση του συστατικού σφάλματος της αναποτελεσματικότητας κόστους. Για 

να εξασφαλιστεί ότι η υπολογιζόμενη αναποτελεσματικότητα κόστους είναι μη- 

αρνητική, το it κανονικοποιείται στη μικρότερη τιμή, οπότε και προκύπτει ότι η 

αποτελεσματικότητα κόστους θα πάρει τη μορφή:

CEj = exp{- [έί — min(e,)]}.

Ένα μειονέκτημα της DFA είναι η απαίτηση ότι η αποτελεσματικότητα 

κόστους πρέπει να είναι χρονικά αμετάβλητη και αυτή η υπόθεση μπορεί να 

υποστηριχθεί όλο και λιγότερο καθώς αυξάνεται το σύνολο των χρονικών περιόδων 

Τ. Ωστόσο, η DFA έχει δύο ιδιαίτερα θετικά σημεία. Πρώτον, βασιζόμενη σε μια 

αλληλουχία Τ ξεχωριστών διαστρωματικών παλινδρομήσεων, επιτρέπει τη δομή της 

τεχνολογίας παραγωγής να μεταβάλλεται εύκολα κατά μήκος του χρόνου, παρόλο 

που δραματική μεταβολή στο βι θα ήταν αρκετά δύσκολο να εξηγηθεί. Δεύτερον, δεν 

επιβάλλει καμία υπόθεση για την κατανομή του u, και αφήνει τα δεδομένα να 

αποκαλύψουν την εμπειρική κατανομή του έ, = ΰ,. Μολονότι το ε, είναι κομμένο­
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κόλουρο (truncated) δεν είναι απαραίτητο να ακολουθεί καμία από τις συγκεκριμένες 

κατανομές, όπως χρειάζεται π.χ. το u, στην προσέγγιση MLE. Χρησιμοποιώντας 

τρία μεγάλα δείγματα (Τ = 10, I = 1000) αμερικανικών τραπεζών ο Berger (1993) 

εξέτασε τις εμπειρικές κατανομές του έ, = 0;. Μόνο δύο από τις τρεις κατανομές

παρουσίασαν λοξότητα προς τα δεξιά (positive skewness) όπως θα περίμενε κανείς 

και οι τρεις συντελεστές λοξότητας (skewness coefficients) ήταν αριθμητικά ιδιαίτερα 

μικροί (0,36, 0,36, -0,21). Τα ιστογράμματα και των τριών κατανομών φαίνονται 

σχεδόν κανονικά, ενώ ο στατιστικός έλεγχος Shapiro-Wilks για τη διακύμανση δεν 

απέρριψε την υπόθεση κανονικότητας για κάθε κατανομή.

Μια σημαντική θεώρηση στην προσέγγιση DFA αφορά στο μέγεθος του 

δείγματος ως προς τις χρονικές περιόδους. Αν το Τ είναι σχετικά μικρό οι όροι 

τυχαίου θορύβου vit μπορεί να μην έχουν ως μέσο το μηδέν και σημαντική ποσότητα 

τυχαίου θορύβου θα εμφανίζεται στο συστατικό σφάλμα της αναποτελεσματικότητας 

κόστους. Από την άλλη πλευρά, αν το Τ είναι μεγάλο η υπόθεση του χρονικά 

αμετάβλητου Uj είναι πιθανό να παραβιαστεί. Αυτό υποδεικνύει ότι μπορεί να 

υπάρχει μια βέλτιστη τιμή του Τ, πάνω στην οποία να βασιστεί η DFA ανάλυση.

Ο DeYoung (1997) ανέπτυξε ένα διαγνωστικό test για τον προσδιορισμό του 

βέλτιστου μεγέθους του δείγματος σε ότι αφορά τις χρονικές περιόδους. FI 

διαδικασία ξεκινά εκφράζοντας το ε, ως ε,(Τ) για να υποδεικνύεται ότι βασίζεται σε Τ 

περιόδους και στη συνέχεια γράφεται σε πλήρης μορφή: 

ε,(Τ) = (1/Τ) [(un + ui2 + ... + uiT) + (Vi! + vi2 + ... + vjT)], (4.1.1)

όπου το Uj τώρα επιτρέπεται να μεταβάλλεται στο χρόνο και να ακολουθεί το 

μονοπάτι του χρόνου:

Γ Um, για t < S
uit = -I (4.1.2)

uit-i+XjUM, για t > S
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όπου το Tj Um είναι η ετήσια (εφόσον οι χρονικές περίοδοι είναι έτη) κλίση (drift) σε 

αναποτελεσματικότητα κόστους για τον ϊ παραγωγό και τ, e [-1, 1], Αντικαθιστώντας 

τώρα την (4.1.2) στην (4.1.1) προκύπτει μια εξίσωση της μορφής: 

ει(Τ) = uM + (1 / 2Τ)·(τ, UM)max{0, |Τ- S| (T - S + 1)} + (1/Τ) £ vit. (4.1.3)
t

Ο πρώτος όρος του δεξιού μέλους της εξίσωσης είναι το αρχικό επίπεδο της 

αναποτελεσματικότητας κόστους για τον i παραγωγό. Ο δεύτερος όρος είναι η μέση 

ετήσια αθροιστική κλίση σε αναποτελεσματικότητα κόστους από t = 1 έως t = Τ. Ο 

τρίτος όρος είναι ο μέσος του τυχαίου θορύβου του συστατικού σφάλματος. Η γενική 

τακτική είναι να επιλεχθεί η τιμή του Τ που να είναι αρκετά μικρή ώστε να περιορίσει 

τις στρεβλώσεις που προκαλούνται από τη χρονική κλίση σε u,, αλλά και να είναι 

αρκετά μεγάλη ώστε να ελαχιστοποιήσει το μέσο συστατικό σφάλμα τυχαίου 

θορύβου. Για μια δεδομένη τιμή του Τ, μπορεί να οριστεί ένας διαστρωματικός 

μέσος και μια διακύμανση του ε,(Τ) ως:

σ2(τ>=^ΣΜΤ)-μ(Τ)]2.

Αντικαθιστώντας την εξίσωση (4.1.3) και την έκφραση για το μέσο μ(Τ) στην 

έκφραση για τη διακύμανση σ2(Τ) προκύπτει η έκφραση:

σ2(Τ) =
Ν Σ (υΜ-^Συ,.) + (1 /2T)-max{0, |Τ — S| (T — S + 1)}·

(Tiu„—ΐΣ^«) + (^)(Σν,-^ΣΣν,)1 ·

Το ενδιαφέρον επικεντρώνεται στο πως αλλάζουν οι απόλυτες τιμές των τριών όρων 

μέσα στις αγκύλες καθώς αυξάνεται η τιμή του Τ. Ο πρώτος όρος (το αρχικό 

επίπεδο της αναποτελεσματικότητας κόστους) δε μεταβάλλεται με το Τ. Ο δεύτερος
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(η μέση ετήσια αθροιστική κλίση σε αναποτελεσματικότητα κόστους) ισούται με 

μηδέν από Τ = 1 έως Τ = S. Για Τ > S αυτός ο όρος αυξάνεται σε απόλυτη τιμή 

καθώς αυξάνεται το Τ. Η απόλυτη τιμή του τρίτου όρου (τυχαίος θόρυβος) μειώνεται 

με την αύξηση του Τ. Έτσι, μέχρι Τ =S το μέγεθος της σ2(Τ) μειώνεται με την αύξηση 

του Τ και κατά συνέπεια οι εκτιμήσεις της αναποτελεσματικότητας κόστους ε·,(Τ) θα 

προσεγγίζουν τις πραγματικές τιμές u,. Ωστόσο, για Τ > S το μέγεθος της σ2(Τ) είτε 

αυξάνει, είτε παραμένει σταθερό είτε μειώνεται καθώς αυξάνεται το Τ, εξαρτώμενο 

από το αν η οριακή μείωση στον τυχαίο θόρυβο υπερέχει, ισούται ή υπολείπεται της 

οριακής κλίσης (marginal drift) σε αναποτελεσματικότητα κόστους. Έτσι, η βέλτιστη 

τιμή του Τ ορίζεται ως η πρώτη τιμή, για την οποία η σ2(Τ) σταματά να μειώνεται. Ο 

DeYoung έκανε ένα test της υπόθεσης ότι η σ2(Τ) σταματά να μειώνεται εκτελώντας 

μια σειρά F-tests για την υπόθεση ότι [σ2(Τ) / σ2(Τ+1)] = 1, μολονότι παρατήρησε ότι 

ο έλεγχος δεν είναι αυστηρά έγκυρος επειδή ο αριθμητής και ο παρονομαστής δεν 

είναι ανεξάρτητες επιλογές (draws) από τον ίδιο πληθυσμό.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΠΕΜΠΤΟ

Η ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΟΥ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΥ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ ΣΤΗΝ ΑΝΑΛΥΣΗ 

ΤΗΣ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑΣ - ΜΕΘΟΔΟΙ DEA 

Μέθοδος Data Envelopment Analysis - DEA

O Farrell (1957) στο κλασικό του άρθρο αναφέρει ότι η μέτρηση της 

αττοτελεσματικότητας στην παραγωγή έχει και θεωρητικό και πρακτικό ενδιαφέρον. 

Ένα ικανοποιητικό μέτρο αποτελεσματικότητας επιτρέπει και τον εμπειρικό έλεγχο 

των θεωρητικών υποθέσεων και τον οικονομικό σχεδίασμά για τη βελτίωση της 

παραγωγικότητας των υπό εξέταση μονάδων. Η προσέγγιση, που σε κάποιο βαθμό 

είχε εμπνευστεί από τον Koopmans (1951), βασίστηκε πάνω σε ένα σύνολο 

παραγωγικών δυνατοτήτων που αποτελείται από τον κωνικό ’’φλοιό-hull” των 

διανυσμάτων input-output. Σε αυτό το πλαίσιο κινήθηκαν οι Charnes, Cooper και 

Rhodes (1978, 1979, 1981), το οποίο και γενίκευσαν και ανασχημάτισαν ως ένα 

πρόβλημα μαθηματικού προγραμματισμού, ’’εγκαινιάζοντας” έτσι την προσέγγιση 

μαθηματικού προγραμματισμού στη μέτρηση της αποτελεσματικότητας. Στην αρχική 

τους μελέτη οι Charnes, Cooper και Rhodes (1978) περιέγραψαν τη μεθοδολογία 

DEA ως: «ένα μοντέλο μαθηματικού προγραμματισμού που εφαρμόζεται σε 

παρατηρούμενα δεδομένα και παρέχει ένα νέο τρόπο για την επίτευξη εμπειρικών 

εκτιμήσεων σχέσεων όπως οι συναρτήσεις παραγωγής και/ή οι επιφάνειες 

αποτελεσματικότητας παραγωγικών δυνατοτήτων, οι οποίες και αποτελούν τους 

ακρογωνιαίους λίθους των μοντέρνων οικονομιών. Από τότε εμφανίστηκαν 

πολυάριθμα μοντέλα DEA στη βιβλιογραφία, καθώς και μια ποικιλία ερευνών που 

εφαρμόζουν την τεχνική. Ο Seiford (1990) καταγράφει πάνω από 400 άρθρα σε μια 

περιεκτική βιβλιογραφική μελέτη.

Σήμερα, το DEA με τα διάφορα μοντέλα του ουσιαστικά εμπερικλείει έναν 

αριθμό εναλλακτικών προσεγγίσεων στη μέτρηση της αποτελεσματικότητας. Στη
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συνέχεια, η κατάταξη των διαφόρων μοντέλων γίνεται με βάση τον τύπο της 

επιφάνειας "περιβλήματος” (envelopment surface), της μέτρησης της 

αποτελεσματικότητας, του προσανατολισμού ή της εστίασης και της επίδρασης των 

αλλαγών κλίμακος.

5.1. Επιφάνειες Περιβλήματος - Envelopment Surfaces

Στην τυπική μικροοικονομική θεωρία, η συνάρτηση παραγωγής μπορεί να 

ερμηνευθεί ως ο σχηματισμός της βάσης για την περιγραφή των σχέσεων input- 

output σε μια επιχειρηματική μονάδα. Εναλλακτικά, η συνάρτηση παραγωγής 

συνιστά ένα σύνορο για το σύνολο των παραγωγικών δυνατοτήτων. Οι υπολογισμοί 

της αποτελεσματικότητας μπορούν να γίνουν σε σχέση με αυτό το σύνορο, αν 

βέβαια είναι γνωστό. Στην πράξη, όμως, αυτό που διαθέτει συνήθως κάποιος είναι 

δεδομένα - ένα σύνολο παρατηρήσεων για κάθε μονάδα λήψης απόφασης 

(Decision Making Unit, DMU), όπως είναι η συνήθης ορολογία για τις υπό εξέταση 

παραγωγικές μονάδες με την ευρεία έννοια του όρου. Αυτές οι παρατηρήσεις 

ανταποκρίνονται στα επίπεδα output που έχουν επιτευχθεί για δεδομένα επίπεδα 

input. Έτσι, ο αρχικός σκοπός είναι να προσδιοριστεί ποιο είναι το σύνολο των 

μονάδων DMUs, όπως προκύπτει από τα δεδομένα, που σχηματίζει μια εμπειρική 

συνάρτηση παραγωγής ή επιφάνεια περιβλήματος (envelopment surface).

Γίνεται η υπόθεση εξαρχής, ότι υπάρχουν η παραγωγοί, δηλ., n DMUs που 

πρόκειται να αξιολογηθούν. Η κάθε DMU καταναλώνει m διαφορετικά inputs για να 

παράγουν s διαφορετικά outputs. Καθένα από τα διάφορα μοντέλα για το DEA 

αναζητά να προσδιορίσει ποιες από τις n DMUs χαρακτηρίζουν μια envelopment 

surface. Αυτή η επιφάνεια αποτελεί το αποτελεσματικό σύνορο και αναφέρεται 

συχνά και ως εμπειρική συνάρτηση παραγωγής. To DEA παρέχει μια αρκετά 

περιεκτική ανάλυση της σχετικής αποτελεσματικότητας για περιπτώσεις πολλαπλών
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inputs-πολλαπλών outputs αξιολογώντας κάθε DMU και μετρώντας την επίδοσή της 

σε σχέση με την envelopment surface. Μονάδες που κείτονται ακριβώς πάνω στην 

επιφάνεια θεωρούνται αποτελεσματικές στην ορολογία του DEA. Μονάδες που δε 

βρίσκονται πάνω στην επιφάνεια θεωρούνται αναποτελεσματικές και η όλη ανάλυση 

παρέχει ένα μέτρο της σχετικής αποτελεσματικότητας.

Στο DEA υπάρχουν δύο βασικοί τύποι envelopment surfaces, που 

αναφέρονται ως επιφάνειες με σταθερές αποδόσεις στην κλίμακα (constant returns- 

to-scale, CRS) και επιφάνειες με μεταβλητές αποδόσεις στην κλίμακα. Επίσης 

εμφανίζονται και υβριδικές επιφάνειες περιβλήματος (hybrid envelopment surfaces) 

που μοντελοποιούν μη-μειούμενες αποδόσεις στην κλίμακα (non-decreasing 

returns-to-scale) ή μη-αυξανόμενες αποδόσεις στην κλίμακα (non-increasing 

returns-to-scale). Η καταλληλότητα της κάθε envelopment surface συχνά 

καθορίζεται από οικονομικές και άλλες υποθέσεις που αφορούν το σύνολο 

δεδομένων που είναι να αναλυθεί. Η επιλογή της envelopment surface, όπως θα 

φανεί και στη συνέχεια, υπονοείται με την επιλογή του συγκεκριμένου DEA μοντέλου 

μαθηματικού προγραμματισμού.

Variable Returns to Scale - VRS

Όπως φαίνεται στο σχήμα 19 μια VRS envelopment surface αποτελείται από 

κομμάτια ’’υποστηρικτικών (supporting)” υπερεπιπέδων (hyperplanes) στο που 

σχηματίζουν συγκεκριμένες επιφάνειες-έδρες (facets) του κυρτού φλοιού (convex 

hull) των σημείων (Yjf Xj), j = 1, 2, ..., n,

όπου Υ αναπαριστά διάνυσμα των outputs και X αναπαριστά διάνυσμα των inputs.

Η γενική εξίσωση ενός υπερπεπιπέδου στο Rm+S με κανονικά στοιχεία παραμέτρων 

(μι, μ2......μ5, v1f ν2........vm) είναι της μορφής:

s m

ZMryr - Zvixi + ω = 0.
r=1 1=1
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Σχήμα 19 (VRS envelopment surface)

Ένα τέτοιο υπερεπίπεδο χαρακτηρίζεται supporting hyperplane (οπότε και 

σχηματίζει μια επιφάνεια-facet της envelopment surface) αν και μόνο αν όλα τα 

σημεία (Yj, Xj) βρίσκονται ακριβώς πάνω στο υπερεπίπεδο ή κάτω από αυτό και 

ταυτόχρονα το υπερεπίπεδο περιέχει τουλάχιστον ένα από αυτά τα σημεία. Αυτές οι 

συνθήκες μπορούν να εκφραστούν μαθηματικά ως εξής:

s m

Σ μΓ yrj - Σ νι Xjj + ω < 0, για όλα τα j DMUs, j = 1,2......n,
r=1 i=1

s m

Σμγ y* - Y Vi xik + ω = 0, για τουλάχιστον κάποιες k DMUs.
r=1 /'=1

Αξίζει να σημειωθεί ότι η πρώτη συνθήκη ταυτοποιεί εκείνο το κομμάτι του κυρτού 

φλοιού (convex hull) που αναδεικνύει υψηλές τιμές output και/ή χαμηλές τιμές input, 

ενώ η δεύτερη συνθήκη εξασφαλίζει ότι το υπερεπίπεδο περνά από τουλάχιστον 

ένα από τα σημεία.

Οι προηγούμενες συνθήκες αντικατοπτρίζονται στο πρόβλημα γραμμικού 

προγραμματισμού για την όποια DMU, έχοντας υπόψη ότι xy και yrj είναι οι 

παρατηρούμενες τιμές που θεωρούνται δεδομένες, ενώ μεταβλητές είναι οι τιμές 

των μΓ, Vi και ω. Για μια εφικτή λύση (μΓ, ν,, ω), η όποια DMUj κείται είτε ακριβώς
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s m

πάνω στο υπερεπίπεδο που δίνεται από τη σχέση ]ΤμΓ yr - ^ν, χ, + ω = 0, είτε
Γ=1 /=1

κάτω από αυτό, λόγω των προαναφερθέντων περιορισμών. Ακριβώς, δηλ., αυτό το 

σύνολο των περιορισμών είναι που εξασφαλίζει ότι όλα τα σημεία κείτονται ακριβώς 

πάνω ή κάτω από το υπερεπίπεδο. Η αντικειμενική συνάρτηση μετρά την απόσταση 

της DMU από το υπερεπίπεδο. Μεγιστοποίηση της αντικειμενικής συνάρτησης 

σημαίνει την επιλογή ενός υπερεπιπέδου που ελαχιστοποιεί αυτή την απόσταση. 

Πρέπει να τονιστεί ότι η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης είναι μη-θετική. Έτσι, 

μια βέλτιστη τιμή μηδέν υποδεικνύει ότι η DMU κείται ακριβώς πάνω στο 

υπερεπίπεδο. Αναποτελεσματικές DMUs κείτονται κάτω από αυτό και έτσι 

ανταποκρίνονται σε μη-μηδενικές (αρνητικές) τιμές αντικειμενικών συναρτήσεων. Το 

πρόβλημα για την I DMU μπορεί να παρασταθεί μαθηματικά ως εξής [36]:

VRSm(Y{, Χ{):

Ο III

max (2>r yri vi χη +ω)
r=1 /=1

S.t.

-Σν'χα +ω<0, Vj = 1, 2,
/=1

n,

μΓ> 1, Vr = 1, 2......s,

Vi> 1, Vj = 1, 2, ..., m.

Άξιο παρατήρησης είναι το ότι η εκτέλεση μιας DEA ανάλυσης απαιτεί τη λύση η 

προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού της παραπάνω μορφής, ένα για κάθε 

μία μονάδα λήψης απόφασης (DMU) I Η βέλτιστη λύση στο κάθε πρόγραμμα, 

VRSm(Y{, Χ{), δίνεται από το διαστάσεων s-διάνυσμα μ*, από των m-διαστάσεων ν{, 

και τη μεταβλητή ω'. Στη βιβλιογραφία αυτές οι τιμές έχουν επικρατήσει να 

αναφέρονται ως εικονικοί πολλαπλασιαστές (virtual multipliers), ενώ κατ’ επέκταση
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και το πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού, VRSM, αναφέρεται ως η multiplier 

side. Το πρόγραμμα άμεσα συνδέεται με το χαρακτηρισμό της 

αποτελεσματικότητας: Μια I DMU είναι αποτελεσματική αν κείται ακριβώς πάνω σε 

μια επιφάνεια (facet), που ορίζει υπερεπίπεδο (hyperplane) μ£ y - ν£ χ + ω£.= 0 της 

επιφάνειας περιβλήματος (envelopment surface).

Καθένα από τα η σύνολα των τιμών που βρίσκονται, {μ£, ν£, ω£}, I = 1, 2, ..., 

η, είναι οι συντελεστές των supporting hyperplanes που ορίζουν τις έδρες (facets) 

της επιφάνειας περιβλήματος (envelopment surface). Ωστόσο, δεν πρέπει να 

υποτεθεί ότι καθένα από τα η προγράμματα VRSm δίνουν ένα ξεχωριστό 

υπερεπίπεδο. Στην ουσία τα supporting hyperplanes για τις αποτελεσματικές DMUs 

εξυπηρετούν ως το κοντινότερο δυνατό (closest) supporting hyperplane για μια μη- 

αποτελεσματική DMU. Η όλη παραπάνω ανάλυση του προβλήματος παρέχει και μια 

μερική ταυτοποίηση της δομής της επιφάνειας (facet). Πιο συγκεκριμένα, οι 

αποτελεσματικές DMUs που κείτονται ακριβώς πάνω σε supporting hyperplane 

συνδέονται με περιορισμούς χωρίς slack (binding constraints). Μια πιο άμεση 

αναπαράσταση αυτής της επιφάνειας, ωστόσο, ως ένας κυρτός συνδυασμός αυτών 

των αποτελεσματικών DMUs αναφοράς μπορεί να δοθεί από το δυϊκό (dual) του 

προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού. Ένα ιδιαίτερα θετικό χαρακτηριστικό 

του δυϊκού προβλήματος, που έστω ότι αναπαρίσταται ως VRSe είναι ότι έχει 

s+m+1 περιορισμούς -όσες οι μεταβλητές του πρωταρχικού (primal) VRSM 

προβλήματος- σε αντιδιαστολή με τους η περιορισμούς του VRSM. Στην πράξη 

συνήθως το η είναι αρκετά μεγαλύτερο από το (s+m+1), κάνοντας έτσι το VRSE 

προτιμότερο για λύση. Η παραγωγή του δυϊκού προβλήματος γίνεται με την κλασική 

διαδικασία γι’ αυτές τις περιπτώσεις. Όλοι οι περιορισμοί γράφονται σε μορφή 

’’μικρότερο ή ίσο με - < ή =” και στη συνέχεια συνδέονται οι δυϊκές μεταβλητές (έστω 

λ|, j = 1, 2, ..., n; sr, r = 1, 2, ..., s; e,. i = 1, 2, ..., m) με τα τρία σύνολα περιορισμών.
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Έτσι, το δυϊκό γραμμικό πρόβλημα αποτελείται από s+m+1 περιορισμούς ισότητας, 

οι οποίοι ανταποκρίνονται στις s+m+1 μεταβλητές του VRSM. Πιο συγκεκριμένα, οι 

πρώτοι s περιορισμοί αντιστοιχούν στα s outputs, οι επόμενοι m περιορισμοί 

αντιστοιχούν στα m inputs, και ο τελευταίος περιορισμός κυρτότητας (convexity),

Π

Υλ,=1, συνδέεται με τη μεταβλητή ω. Τέλος, όλες οι μεταβλητές του δυϊκού
Η

προγράμματος VRSe είναι μη-αρνητικές καθώς οι πρωταρχικοί (primal) περιορισμοί 

είναι της μορφής Έτσι, το δυϊκό γραμμικό πρόγραμμα για την I DMU θα έχει τη 

μορφή [36]:

VRSe(Y{, Χ{):

s m

<Zsr+ Σθί)r=1 ΐ=1

η

Σ Yrj Aj ~ Sr = Yrfi
j=1

r = 1, 2, .... s

nΣ Xy \ -e, = - xit,
j=1

i = 1, 2......m

M
a

_>
■ II

j=1

Aj>0, j = 1, 2......n

Sr> 0, r= 1, 2..... s

e, > 0, i = 1, 2......m

Η βέλτιστη λύση στο VRSE(Y{, Χ{) για την I DMU αποτελείται από το s- 

διάνυσμα (διάνυσμα s διαστάσεων) των output slacks, έστω sf, το m-διάνυσμα των 

excess inputs, έστω ef, και το n-διάνυσμα, έστω Af. Μια προσεκτικότερη εξέταση της 

βέλτιστης λύσης για την όποια I DMU αποκαλύπτει και το αν είναι ή όχι 

αποτελεσματική και το αν κείται ακριβώς πάνω στην envelopment surface. Είναι 

γνωστό από τη θεωρία της δυϊκότητας στο γραμμικό προγραμματισμό, ότι για κάθε
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ένα που ισχύει λ/ > 0, ο αντίστοιχος j-οστός περιορισμός είναι δεσμευτικός (binding), 

δηλ., μ£ Yj - vfXj + ω£.= 0. Δεδομένου ότι κάθε σημείο (Yj, Xj), για το οποίο είναι λ/ > 

0, κείται ακριβώς πάνω στο υπερεπίπεδο με συντελεστές (μ£, ν£), θα ισχύει ακόμη:

μ{(Σλ!γί)-ν'(Σ>! χ,) + ω{ = ο.
j=1 Μ

Έτσι, κάθε DMU j, με j e Λ = (ϋμ£ Yj - v£Xj + ω£.= 0}, είναι αποτελεσματική και κείται 

ακριβώς πάνω στο υπερεπίπεδο μ£ y - vf χ + ω£.= 0, το οποίο ορίζει μια έδρα (facet) 

της επιφάνειας περιβλήματος (envelopment surface).

n n

To διάνυσμα λ£ ορίζει ένα σημείο (Yj, Xj) = (^]λ| Yj ,^λ· Xj ), το οποίο είναι
)=1 Η

η

ένας κυρτός συνδυασμός (^]λ| =1) των μονάδων που κείτονται ακριβώς πάνω σε
1=1

μια επιφάνεια (facet) της επιφάνειας περιβλήματος (envelopment surface). Αν είναι 

λ/ = 1, V = 0 για j * I, τότε σαφώς η ί DMU κείται ακριβώς πάνω στην envelopment 

surface. Έτσι, είναι (Yj, Xj) = (Yj, Xj) για μια αποτελεσματική I DMU. Για μια DMU 

που δεν είναι αποτελεσματική, δηλ., που δεν κείται πάνω στην envelopment 

surface, το σημείο (Yj, Xj) αναφέρεται ως προβαλλόμενο σημείο (projected point). 

Πρέπει να σημειωθεί ότι η λύση του VRSe για όποια ί DMU στην ουσία αναγνωρίζει 

ένα υποσύνολο αποτελεσματικών DMUs, καθώς το ^£ είναι μη-μηδενικό μόνο αν η j 

DMU είναι αποτελεσματική. Το πλήρες σύνολο των αποτελεσματικών μονάδων 

(αποτελεσματικό σύνολο αναφοράς) για τη μονάδα ί δίνεται από το: Λ = (]|μ£ Yj - ν£ 

Xj + ω£.= 0}.

Όπως είναι φανερό από τους περιορισμούς, το προβαλλόμενο σημείο μπορεί 

ισοδύναμα να εκφραστεί και ως:

(Yj, Xj) = (£ λ; Υ,, £ λ1, X,) = <Υ,,+ s', X, - e').
j=1 i=1
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Αυτό εξηγεί και την προηγούμενη αναφορά στο διάνυσμα s', ως διάνυσμα των 

output slacks, καθώς και στο m-διαστάσεων ef, ως διάνυσμα των excess inputs. 

Αυτά τα διανύσματα δίνουν την απόσταση μεταξύ μιας μη-αποτελεσματικής £ DMU 

(Yj, Xj) και του προβαλλόμενού της σημείου (Yj, Xj) πάνω στην envelopment surface. 

Η σχέση μεταξύ των τιμών των output slacks και των excess inputs με τους 

συντελεστές μ* και ν' δίνεται από τις ακόλουθες συμπληρωματικές συνθήκες, όπως 

προκύπτει από τη θεωρία δυϊκότητας γραμμικού προγραμματισμού:

srf > 0 => μΓ*= 1, r = 1, 2.......s

e' > 0 => ν' = 1, i = 1, 2, ..., m

Constant Returns to Scale

Μια CRS envelopment surface αποτελείται από υπερεπίπεδα (hyperplanes) 

στο Rm+S που σχηματίζουν συγκεκριμένες επιφάνειες-έδρες (facets) του κωνικού

φλοιού (conical hull) των σημείων (Yj, Xj), j = 1, 2...... η. Σε αντίθεση με τη VRS,

όπως φαίνεται στο σχήμα 20, όλα τα supporting hyperplanes για μια CRS περνούν 

από την αρχή των αξόνων (σημείο 0 του συστήματος αναφοράς συντεταγμένων -

S

origin). Έτσι, είναι ω = 0, και η εξίσωση για ένα υπερεπίπεδο ανάγεται σε ]ΤμΓ yrj -
r=1

m

χ„ = 0. Ένα τέτοιο υπερεπίπεδο σχηματίζει μια επιφάνεια-έδρα (facet) της
;'=1

CRS envelopment surface αν και μόνο αν [36]:

s m

Σ Mr yrj - Σ vi xij - °- γ|α όλα τα j DMUs, j = 1, 2......n,
r=1 /-I

s m

Σ μΓ y* - Σ vi xik = O' Υια τουλάχιστον κάποιες k DMUs.
r=1 /-I
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Σχήμα 20 (CRS envelopment surface)

Έτσι, αντίστοιχα το πρόβλημα για την I DMU μπορεί να παρασταθεί μαθηματικά ως 

εξής [36]:

CRSm(Y{, Χ{):

s m

max (£μΓ yri —Σ Vj χΗ)
λ·1'» 7~λ μ

s.t.

s m

ΣMr yrj - Σvi χυ *°- Vj = 1,2, ..., Π,
Γ=1 /=1

μΓ> 1, V r = 1, 2, ..., s,

Vj> 1, Vj = 1, 2, ..., m.

Και πάλι η ανάλυση DEA στην ουσία απαιτεί τη λύση η προβλημάτων γραμμικού 

προγραμματισμού της παραπάνω μορφής, ένα για κάθε μία μονάδα λήψης 

απόφασης (DMU) I. Η βέλτιστη λύση στο κάθε πρόγραμμα, CRSM(Yt, Χ{)> δίνεται 

από το διαστάσεων s-διάνυσμα μ{, και από των m-διαστάσεων ν£. Μια I DMU είναι 

αποτελεσματική αν κείται ακριβώς πάνω σε μια επιφάνεια (facet), που ορίζει 

υπερεπίπεδο (hyperplane) μ£ y - vf χ .= 0 της επιφάνειας περιβλήματος 

(envelopment surface). Καθεμία από τις η λύσεις των συνόλων τιμών {μ£, ν£}, {= 1,
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2, ..., η, είναι οι συντελεστές ενός υπερεπιπέδου που ορίζει μια επιφάνειες (facet) 

της envelopment surface.

Αντίστοιχα για τη CRS μορφή και το δυϊκό γραμμικό πρόγραμμα για την I 

DMU θα έχει τη μορφή [36]:

CRSe(Y{, Xt):

min
Ί/.Sf.ef + Σθι)

η
Σ Yn λΙ — si = yr€>
j=1

r = 1,2...... s

η
Σ Xy λ] - e, = - Xit,
J=1

i = 1, 2......m

λ)>0, j = 1, 2...... n

Sr>0, r = 1, 2, .... s

e, > 0, i = 1, 2......m

Οι βέλτιστες λύσεις στο CRSe(Y{, X*) για την I DMU θα δίνονται από το s- 

διάνυσμα (διάνυσμα s διαστάσεων) των output slacks, έστω s£, το m-διάνυσμα των 

excess inputs, έστω e£, και το n-διάνυσμα, έστω Κι. Και πάλι από τη θεωρία της 

δυϊκότητας στο γραμμικό προγραμματισμό, για κάθε ένα που ισχύει λ/ > 0, ο 

αντίστοιχος j-οστός περιορισμός είναι δεσμευτικός (binding), δηλ., μ£ Yj - vfXj + ω£ =

0. Έτσι, κάθε DMU j, με j e Λ = (|'|μ£ Yj - vf Xj + ω{ = 0}, είναι αποτελεσματική και 

κείται ακριβώς πάνω στο υπερεπίπεδο μ£ y - ν£χ = 0, το οποίο ορίζει μια επιφάνεια 

(facet) της επιφάνειας περιβλήματος (envelopment surface).

Όπως και πριν, το διάνυσμα λ£ ορίζει ένα σημείο:

οι, χΐ) = (Σλ1 γι·Σλ1χι)·
i=i i=i
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το οποίο κείται ακριβώς πάνω στην επιφάνεια περιβλήματος. Ωστόσο, στην 

περίπτωση της CRS το σημείο (Yj, X]) είναι απλώς ένας γραμμικός συνδυασμός των 

αποτελεσματικών μονάδων πάνω σε μια επιφάνεια της envelopment surface, σε 

αντιδιαστολή με τη VRS, όπου το σημείο (Yj, Xj) είναι ένας κυρτός συνδυασμός. 

Στην περίπτωση CRS, για μια I DMU που είναι αποτελεσματική ισχύει πάλι (Yj, Xj) = 

(Yj, Xj), ενώ όταν είναι μη-αποτελεσματική, δηλ., που δεν κείται ακριβώς πάνω στην 

envelopment surface, το σημείο (Yj, Xj) και πάλι αναφέρεται ως προβαλλόμενο 

σημείο (projected point), το οποίο και μπορεί ισοδύναμα να εκφραστεί και ως:

Σύγκριση VRS - CRS

Για ευκολία στη σύγκριση VRS - CRS γίνεται χρήση του συμβολισμού των 

μητρών-πινάκων (matrix notation), όπου τα προγράμματα χρησιμοποιούν την s χ η 

μήτρα outputs, Υ, και την m χ η μήτρα inputs, X. Εν συντομία οι διατυπώσεις των 

VRS, CRS μπορούν να εκφραστούν ως εξής [36]:

j=i j-1

VRSm(Y{, Xt): VRSe(Y{, Xf):

maxMiV,w(p Υι-νΧ, + ω) minA,s,e-(1 s + 1 e)

μΥ-νΧ+1ω < 0 Y λ - s = Y{

μ > 1, ν > 1. - X λ - e = Χ{

1 λ = 1

λ > 0, e > 0 s > 0.

CRSm(Y*, Χ{): CRSe(Y{, Xt):

ΠΊΘΧμ,ν,ωίμ Υ{ - V Xf) minA,s,e-(1 s + 1 e)

μ Y — ν X < 0 Υ λ - s = Υ

μ > 1, ν > 1. - X λ - e = Xt
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λ > 0, e > Ο s > 0.

Τρεις λεπτές διαφορές στις παραπάνω διατυπώσεις έχουν ιδιαίτερα σημαντικές 

συνέπειες. Πρώτον, ο περιορισμός της κυρτότητας, στο VRSE, που περιορίζει την 

αναφορά μόνο στους κυρτούς συνδυασμούς σε αντίθεση με το CRSE που επιτρέπει 

όλους τους γραμμικούς συνδυασμούς, δεύτερον, η μεταβλητή, ω, στο VRSM άρει 

τον περιορισμό ότι όλα τα supporting hyperplanes πρέπει να περνούν από την αρχή 

των αξόνων, κάτι που συμβαίνει όμως με το CRSM. Και τρίτον, καθώς το σύνολο 

των περιορισμών για το CRSE είναι τρόπον τινά λιγότερο ’’περιοριστικό” -ο 

περιορισμός της κυρτότητας δεν υπάρχει - είναι πιθανά χαμηλότερα σκορ 

αποτελεσματικότητας. Έτσι, όπως θα περίμενε κανείς, λιγότερες DMUs θα 

προκύπτουν αποτελεσματικές με ένα CRS μοντέλο. Σχηματικά, το παραπάνω θα 

μπορούσε να παρασταθεί όπως φαίνεται στο σχήμα 21, στο οποίο ταυτόχρονα 

γίνεται σύγκριση και με υβριδική επιφάνεια περιβλήματος (hybrid envelopnrent 

surface) προκειμένου να επεξηγηθούν γραφικά κάποιες διαφορές των DEA 

συνόρων. Ο περιορισμός για την υβριδική επιφάνεια διαφέρει στο ότι είναι της 

μορφής 1 λ < 1. Είναι εμφανές ότι από τις σχέσεις μεταξύ των τριών συνόρων, τα 

υπολογιζόμενα σκορ αποτελεσματικότητας, π.χ. για output-oriented μοντέλα, - 

όπως θα αναφερθεί παρακάτω - μπορούν να μπουν σε μια κατάταξη μεταξύ τους, 

και για κάθε παραγωγό αυτή η κατάταξη μπορεί να παρέχει πληροφορίες που 

αφορούν στην ύπαρξη δυνητικών οικονομιών κλίμακος διαθέσιμων σε οποιοδήποτε 

διάνυσμα input. Αν θεωρηθεί ο παραγωγός που στο σχήμα 21 συμβολίζεται με (y*. 

χ*), τα output-oriented μέτρα αποτελεσματικότητάς του θα είναι τα ίδια για non­

increasing returns-to-scale και variable returns-to-scale τεχνολογίες, ενώ θα είναι 

χαμηλότερα για constant returns-to-scale. Σύμφωνα με αυτή την κατάταξη φαίνεται
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Output

iConstant returns to scale 
(λ χωρίς περιορισμό)

: Non-increasing returns to scale 
1 λ < 1

: Variable returns to scale 
1 λ = 1

input

Σχήμα 21. Αποδόσεις στην κλίμακα στο DEA

ότι η CRS δεν περικλείει τα δεδομένα τόσο κοντά όσο οι άλλες δύο στο διάνυσμα 

input χ*, και έτσι, οι αποδόσεις στην κλίμακα είναι μειούμενες στην κλίμακα χ*. Αξίζει 

να σημειωθεί η σύνδεση της κλίμακας με το μέγεθος του διανύσματος input.

Αντίστοιχα, και για input-oriented μοντέλο η ίδια διαδικασία παράγει 

πληροφορία που αφορά στην ύπαρξη δυνητικών οικονομιών κλίμακος διαθέσιμων 

σε οποιοδήποτε διάνυσμα output. Έστω και πάλι ότι θεωρείται ο παραγωγός που 

συμβολίζεται στο σχήμα 21 με (y*. χ*), του οποίου τα μέτρα αποτελεσματικότητας 

είναι τα ίδια αναφορικά με τα CRS και non-increasing returns-to-scale, αλλά 

υψηλότερα για το VRS. Αυτή η κατάταξη υπονοεί ότι η τεχνολογία VRS περικλείει τα 

δεδομένα πιο κοντά από τις άλλες δύο τεχνολογίες στο διάνυσμα output y* και έτσι 

οι αποδόσεις στην κλίμακα είναι αυξανόμενες στο y*. Και πάλι αξιοσημείωτη είναι η
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σχέση της κλίμακας με το μέγεθος του διανύσματος output. Εμφανώς, οι δύο 

προσεγγίσεις (output-oriented και input-oriented) μπορεί να παρέχουν διαφορετικά 

μηνύματα όσον αφορά τις οικονομίες κλίμακος, αλλά δεν είναι ασυνεπείς μεταξύ 

τους καθώς βασίζονται σε διαφορετικές έννοιες της κλίμακας της παραγωγής 

δεδομένου ότι βρίσκονται διερευνώντας σε διαφορετικές κατευθύνσεις και προς 

διαφορετικά σημεία πάνω στο σύνορο παραγωγής. Η κάθε προσέγγιση βασίζεται 

ουσιαστικά σε μια κατάταξη των σκορ αποτελεσματικότητας και αυτή η κατάταξη 

παρέχει μόνο ποιοτικά στοιχεία πάνω στη φύση των αποδόσεων στην κλίμακα. 

Άλλες επιφάνειες περιβλήματος (envelopment surfaces)

Όπως φαίνεται και από τα προηγούμενα τα VRS και CRS περιβλήματα 

(envelopments) δίνουν κατά μέρη (piecewise) γραμμικές επιφάνειες περιβλήματος. 

Ωστόσο, είναι δυνατές και άλλου είδους επιφάνειες περιβλήματος. Για παράδειγμα, 

αντί για τους προσθετικούς συνδυασμούς των inputs και outputs, μπορούν να 

χρησιμοποιηθούν πολλαπλασιαστικοί συνδυασμοί των inputs και outputs. Τα 

προκύπτοντα περιβλήματα (envelopments) είναι κατά μέρη γραμμικά λογαριθμικά 

(log linear) ή κατά μέρη Cobb-Douglas, τα οποία μπορεί να αποδειχθούν αρκετά 

χρήσιμα σε διάφορες εφαρμογές (Charnes, Cooper, Seiford & Stutz, 1982, 1983). 

Έτσι, ένα τέτοιο μοντέλο Cobb-Douglas, το οποίο επιτρέπει την εκτίμηση των 

συναρτήσεων παραγωγής άμεσα από τα εμπειρικά δεδομένα και προκύπτει από 

ένα VRS μοντέλο με αντικατάσταση των λογαρίθμων (Charnes, Cooper, Seiford & 

Stutz, 1983) θα είναι της μορφής:

MULTM(Yf, Xt):

s m

max (£μΓ log(yrl)-£v, log(xN)+u))
μ’·ν'·ω r=1 /=1

s.t.
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η,
a III

Σ Mr log(yIj) - Σ Vi log(x,) + ω < Ο, V j = 1, 2,
r=1 /=1

μΓ> 1, V r = 1, 2, .... s,

Vj> 1, Vj = 1, 2......m.

ενώ το αντίστοιχο δυϊκό πρόβλημα που θα προκύπτει θα έχει ως εξής: 

MULTe(Y{, Χ{):

Σ,09(Υγϊ)λί-Sr= log(yrt), Γ = 1, 2...... s
j=i

n

Σ)log(Xy) Aj - ei = - log(Xit), i = 1,2, , m
j=1

n
II

Aj > 0, j = 1.2, .. ., n

Sr> 0, r = 1, 2, .. s

θί>0, i = 1, 2, .. ., m

Όμοια εφαρμογή και σε CRS μοντέλο έχει ανάλογη μορφή (Charnes, Cooper, 

Seiford & Stutz, 1982).

Μια Βάση για τη Μέτρηση της Αποτελεσματικότητας

Με κύρια αναφορά στα προαναφερθέντα μοντέλα VRS και CRS, η ανάλυση 

DEA απαιτεί την επίλυση η προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού (LP) για 

κάθε μία DMU. Στον υπολογισμό της μονάδας £ λύνεται το πρόβλημα LP για τη 

συγκεκριμένη envelopment surface [είτε πρόκειται για VRSE(Yf, Xf) είτε για CRSE(Yf, 

Xf)] και βρίσκονται α) μια επιφάνεια-έδρα (facet) που ορίζει υπερεπίπεδο της 

επιφάνειας περιβλήματος και β) ένα προβαλλόμενο σημείο (projected point) (Yt, Xt) 

που κείται ακριβώς πάνω στην έδρα που ορίζει το υπερεπίπεδο. Τα μέτρα της
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αποτελεσματικότητας προσπαθούν να βρουν ακριβώς αυτή τη διαφορά ανάμεσα 

στο σημείο (Υ{, Χ{) και στο προβαλλόμενο σημείο (Yt, Χ{) πάνω στην επιφάνεια 

περιβλήματος. Καθώς το (Υ{, Χ{) κείται ακριβώς πάνω στην επιφάνεια που ορίζει το 

επίπεδο μ' y - ν' χ + ω'.= 0, θα ισχύει:

[μ' Υ< - ν* X* + ω'] - [μ' Υ{ - ν'Χ£ + ω'] = μ' (Υ, -Yt) - ν' (Χ{ - Xt) = - μ' (Yc - Yf) - ν' (X, 

- Χ£) = μ' s' - ν' e'.

Έτσι, τα σημεία (Υ£, Χ£) και (Yt, Xt) κείτονται πάνω σε παράλληλα επίπεδα, τα οποία 

απέχουν κατά:

Δ' = — μ' (Yf — Yt) - ν' (Xt - Χ{) = μ' s' - ν' e'.

Το μέτρο της απόστασης δ' αντανακλά το μέγεθος της διαφοράς μεταξύ του 

παρατηρούμενου σημείου (Υ£, Χ{) και του προβαλλόμενου σημείου (Υ£, Χ{) σε σχέση 

με τον υπολογισμό που αναπαρίσταται από τα μ', ν', ω', και τα οποία δίνουν τη 

βέλτιστη τιμή (ελάχιστη για το δυϊκό πρόβλημα) της αντικειμενικής συνάρτησης.

Για τα μοντέλα VRS και CRS ένα δυνατό μονοπάτι προς την επιφάνεια 

περιβλήματος είναι, όπως έχει αναφερθεί η μετακίνηση από το (Υ£, Xt) στο (Yf, Xf) 

κατά μήκος του διανύσματος (s' - θ'). Στο σχήμα 22 αναπαρίσταται αυτό το 

μονοπάτι προβολής για VRS μοντέλο. Ωστόσο, μπορούν να βρεθούν και άλλα 

εναλλακτικά μονοπάτια και προβαλλόμενα σημεία μπορούν να κατασκευασθούν για 

μη-αποτελεσματικές μονάδες. Το κίνητρο για την παραγωγή τέτοιων εναλλακτικών 

σημείων έχει να κάνει με το συγκεκριμένο σύνολο inputs και outputs, όπου 

εστιάζεται το ενδιαφέρον. Δύο τέτοια προβαλλόμενα σημεία αναπτύχθηκαν στο 

αρχικό άρθρο των Charnes, Cooper, Rhodes (1978) και ανταποκρίνονται είτε σε 

έναν input είτε σε έναν output προσανατολισμό. Σε έναν input προσανατολισμό, το 

βάρος δίνεται πάνω στη μείωση του input, ενώ σε έναν output προσανατολισμό, η 

εστίαση είναι πάνω στην αύξηση του output, δηλ., η κύρια έννοια σε έναν 

input/output προσανατολισμό είναι η ανάλογη μείωση/αύξηση.
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Σχήμα 22 (VRS μονοπάτι προβολής)

Για τα μοντέλα VRS και CRS, η σχέση μεταξύ του παρατηρούμενου (Υ{, Χ{) 

και του προβαλλόμενου (Υ{, Χ{) σημείου δίνεται πλήρως από το διάνυσμα (s£, e£). Η 

αύξηση output και η μείωση input που υπαγορεύεται από το (s£, e£), ωστόσο, θα 

μπορούσε να αποτελείται από ένα συνολικό ανάλογο συνθετικό αύξησης/μείωσης, 

το οποίο θα μπορούσε να εφαρμοστεί πρώτα και έπειτα να επιτευχθεί η 

αποτελεσματικότητα με επιπρόσθετη υπολειμματική (residual) αύξηση output και 

μείωση input. Αυτά τα ανάλογα συνθετικά μπορούν να προσδιοριστούν εισάγοντας 

το μονόμετρο μέγεθος ρ, για να αναπαριστά την ενδογενή ανάλογη αύξηση και το 

μονόμετρο μέγεθος /, για να αναπαριστά την ενδογενή ανάλογη μείωση, δηλ., 

s£ = ρ Υ{ + δδ£ e£ = γ Χ{ + δβ£.

Έτσι, το διάνυσμα output μπορεί να αυξηθεί αναλογικά με ένα παράγοντα ρ, 

ενώ οι επιπρόσθετες υπολειμματικές αυξήσεις δίνονται από το δδ£. Πρέπει να 

σημειωθεί ότι τουλάχιστον ένα στοιχείο αυτού του διανύσματος είναι μηδέν. Ομοίως, 

το διάνυσμα input της μονάδας I μπορεί να μειωθεί αναλογικά (σε κάθε συνθετικό) 

κατά ένα παράγοντα γ., ενώ οι επιπρόσθετες υπολειμματικές αυξήσεις δίνονται από 

το δθΕ, όπου και σ’ αυτή την περίπτωση τουλάχιστον ένα στοιχείο αυτού του 

διανύσματος ισούται με μηδέν. Οι ποσότητες της ανάλογης αύξησης των outputs (ρ)
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καθώς και της ανάλογης μείωσης των inputs (γ) που είναι εφικτή για το 

προβαλλόμενο σημείο που επιτυγχάνεται, δίνεται από σχέσεις της μορφής:

ρ = min ^Γ| > 0,
Γ=1.. s y„

γ = min ——— > 0,
/—1, —, /Τ7 ΥλίΙ

όπου τα ρ και γ προσδιορίζουν το βαθμό στον οποίο η μη-αποτελεσματικότητα 

μπορεί να βελτιωθεί με ανάλογη αύξηση output και ανάλογη μείωση input. Πιο 

συγκεκριμένα, οι ενδογενείς ανάλογες αυξήσεις και μειώσεις χρησιμεύουν για τη 

μερική εξήγηση της συνολικής διαφοράς μεταξύ του παρατηρούμενου (Υ{, >Q) και 

του προβαλλόμενου (Υ{, Xt) σημείου. Άρα, τελικά θα είναι:

Αι = — ρ (μ{ Υ{) - γ (vf Χ{) - μ* δδ{ - ν{ δβ{.

Έτσι, η ολική διαφορά αποτελείται από ένα συνθετικό λόγω ανάλογης αύξησης των 

outputs, ένα συνθετικό λόγω ανάλογης μείωσης των inputs και από συνθετικά λόγω 

της υπολειμματικής (μη-ανάλογης) αύξησης των outputs και μείωσης των inputs. Το 

προβαλλόμενο σημείο ή το μονοπάτι προς το αποτελεσματικό σύνορο μπορεί να 

θεωρηθεί ότι επιτυγχάνεται, πρώτα με την ταυτοποίηση ενός ενδιάμεσου σημείου [(1 

+ ρ) Υ*, (1 - γ) Χ{], το οποίο βρίσκεται από την ανάλογη αύξηση/μείωση, και στη 

συνέχεια με την εύρεση του προβαλλόμενου σημείου (Υ{, Χ{) από το υπολειμματικό

φΐ δΛ

5.2. Προσανατολισμένα μοντέλα

Στην προηγούμενη αναφορά στην ανάλογη αύξηση/μείωση στα πλαίσια των 

μοντέλων VRS και CRS, το output slack και το input excess θεωρούνται συγκρίσιμα 

στο ότι κανένα δεν προηγείται ούτε λαμβάνει μεγαλύτερη και πιο λεπτομερή εξέταση 

από το άλλο. Στα προσανατολισμένα μοντέλα η envelopment surface παραμένει η

125



ίδια, είτε πρόκειται για VRS είτε για CRS. Ωστόσο, ένα σύνολο, των inputs ή των 

outputs, έχει προτεραιότητα ως προς το άλλο στο ότι ανάλογη ακτινική κίνηση προς 

το αποτελεσματικό σύνορο επιτυγχάνεται πρώτα σε αυτή την κατεύθυνση. Για μια 

input-oriented προβολή (projection), σκοπός είναι να μεγιστοποιηθεί η ανάλογη 

μείωση των inputs, γ. Ομοίως, για μια output-oriented προβολή, σκοπός είναι να 

μεγιστοποιηθεί η ανάλογη αύξηση των outputs, ρ. Τέτοιες προσανατολισμένες 

προβολές απαιτούν πρώτα τον καθορισμό της μέγιστης τιμής για το γ ή για το ρ. 

Κατ’ αυτό τον τρόπο ταυτοποιείται ένα ενδιάμεσο σημείο [Yf, (1 - γ) Χ{] για τον 

προσανατολισμό input ή ένα ενδιάμεσο σημείο [(1 + ρ) Υ{, Χ{] για τον 

προσανατολισμό output.

Αντί για την ποσότητα της ανάλογης αύξησης ή μείωσης, μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί ένας συμβολισμός που συναντάται περισσότερο στη βιβλιογραφία 

και δείχνει την ποσότητα των διανυσμάτων inputs και outputs που προκύπτει 

αφότου έχει πραγματοποιηθεί η ανάλογη αύξηση ή μείωση. Έτσι, μπορεί να είναι: 

φ= 'Ι + ρ θ = 1 - /

Δηλ., η μεγιστοποίηση του γ είναι ισοδύναμη με την ελαχιστοποίηση του θ = 1 - γ 

και η μεγιστοποίηση του ρ είναι ισοδύναμη με την ελαχιστοποίηση του φ = 1 + ρ. 

Αντίστοιχη μορφή μπορούν να πάρουν και οι περιορισμοί των inputs και outputs, 

όπου σε μορφή μητρών-πινάκων θα έχουν ως εξής:

Υ λ - φ Υ{ - δ*' = 0 

- X λ + θ Χ{ - δΘ' = 0

Τα προσανατολισμένα μοντέλα προσδιορίζουν την αποτελεσματικότητα σε δύο 

στάδια. Για έναν input προσανατολισμό βρίσκεται πρώτα το ενδιάμεσο σημείο (Υ{, θ* 

Χι) και στη συνέχεια το προβαλλόμενο σημείο επιτυγχάνεται με την επίλυση του 

VRSe(Y{, θ' Χ{) ή του CRSE(Yf, θ' Χ{). Για προσανατολισμό output η προσέγγιση των
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δύο σταδίων καθορίζει το ενδιάμεσο σημείο (<pf Υ{, Χ{), από το οποίο προκύπτει το 

προβαλλόμενο σημείο με την επίλυση του VRSe(</ Yt, Xt) ή του CRSE(<^ Yt, X?).

Προσανατολισμός Input

Τα input-oriented μοντέλα σκοπό έχουν τη μεγιστοποίηση της ανάλογης 

μείωσης των inputs, με ταυτόχρονη παραμονή μέσα στο σύνολο των παραγωγικών 

δυνατοτήτων. Φανερά, μια ανάλογη μείωση είναι δυνατή μέχρι τουλάχιστον μια από 

τις επιπλέον (excess) input μεταβλητές να μειωθεί στο μηδέν. Όπως 

προαναφέρθηκε παραπάνω, αυτή η μέγιστη ανάλογη μείωση επιτυγχάνεται στο 

πρώτο στάδιο. Το προκύπτον ενδιάμεσο σημείο χρησιμοποιείται για την εύρεση του 

προβαλλόμενου σημείου στο δεύτερο στάδιο. Για VRS input προσανατολισμό η 

παραπάνω ανάλυση δίνεται με τη μορφή του παρακάτω πίνακα (και πάλι 

χρησιμοποιείται ο συμβολισμός μητρών) [36],

VRS input προσανατολισμός

Πρώτο στάδιο Δεύτερο στάδιο
VRS'(Yf, Xt) VRSE(Yt, θ' Χ{)

mine,A,s,e0 minAiS,e[-(1s+1e)]

>-II(Λ1

-<>- Υ λ — s = Υ{

-Χλ + ΘΧ{-β = 0 -Χλ + θ'χί-θ = 0

1 λ = 1 1 λ = 1

λ > 0, e > 0, s > 0 λ > 0, e > 0, s > 0

Αντίστοιχα για CRS input προσανατολισμό είναι [36]:
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CRS input προσανατολισμός

Πρώτο στάδιο Δεύτερο στάδιο
CRS'(Yt, Χ{) CRSe(Y{, θ1 Χ{)

mine,A,s,e0 minAiSle[—(1 s+1 e)]

>- 1 (Λ II -< Υ λ - s = Υ£

-Χλ + ΘΧ{-θ = 0 -Χλ + θ{Χ{-Θ = 0

λ>0,θ>0, s>0 λ>0, e>0, s>0

Όπως προαναφέρθηκε σ’ αυτή την προσέγγιση δύο σταδίων, τα παραπάνω 

μοντέλα μείωσης input (CRS1 και VRS1) δίνουν το ενδιάμεσο σημείο (Υ{, & Χ{), το 

οποίο δε βρίσκεται απαραίτητα πάνω στο αποτελεσματικό σύνορο, ωστόσο είναι 

πάντα ένα οριακό σημείο του κυρτού φλοιού (convex hull) των δεδομένων. Στη 

συνέχεια το προβαλλόμενο σημείο βρίσκεται με την επίλυση των VRSe(Y£, θ' X*) ή 

CRSe(Y{, Θ^Χ{)· Για παράδειγμα όταν επιλύεται το VRSe(Y£, θ' X*), το προβαλλόμενο 

σημείο που βρίσκεται είναι:

Υί = Υί + s{ Xe = eeX,-el.

Αξίζει να σημειωθεί ότι το ef ανταποκρίνεται στο bj - το μη αναλογικό slack.

Μια input-oriented ανάλυση DEA απαιτεί την επίλυση διαδικασιών δύο 

σταδίων για κάθε μια DMU. Από το πρώτο στάδιο το μόνο ουσιαστικό σημείο 

ενδιαφέροντος είναι η βέλτιστη τιμή του θ, της μέγιστης ποσοστιαίας μείωσης input. 

Αυτή η συγκεκριμένη τιμή, χρησιμοποιείται στη διατύπωση της δεύτερης φάσης 

με τις προσαρμοσμένες τιμές input να είναι Θ^Χ{. Έτσι, το θ^στο δεύτερο στάδιο δεν 

αποτελεί μεταβλητή και καθώς η ποσοστιαία μείωση input έχει επιτευχθεί μέσω του 

η λύση που προκύπτει ορίζει και προβαλλόμενο σημείο, το οποίο κείται ακριβώς 

πάνω στο αποτελεσματικό σύνορο. Τα παραπάνω για το VRS μοντέλο 

αναπαρίστανται στο σχήμα 23, όπου είναι εμφανής και η διαφορά με το σχήμα 22.
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Σχήμα 23 (Input-oriented VRS)

Υπάρχουν επίσης και μοντέλα ενός σταδίου (non-Archimedean) που 

χρησιμοποιούν την απειροστή ποσότητα e (infinitesimal), η οποία ικανοποιεί την 

ιδιότητα 0 < e < 1/Ν για όλους τους θετικούς ακεραίους. Τα μοντέλα αυτά 

παρουσιάζονται εν συντομία στον παρακάτω πίνακα χρησιμοποιώντας κάποιους 

συμβολισμούς ανάλογα με τους συγγραφείς και το είδος τους. Έτσι, από τους 

Charnes, Cooper και Rhodes (1978) προκύπτει το CCR και από τους Banker, 

Charnes και Cooper (1984) προκύπτει το BCC. Επίσης οι εκθέτες υποδεικνύουν τον 

input προσανατολισμό (I), ενώ οι δείκτες το αν είναι η πρωταρχική (primal-P) ή η 

δυϊκή (dual-D) μορφή του γραμμικού προγράμματος.

CCRd' CCRp1

minexs.eG- ε (1s+1e) maxM,v (μ Y{)

-< >- I (Λ II -< vXt= 1

-Χλ + ΘΧ{-θ = 0 μ Υ - ν X < 0

λ > 0, e > 0, s > 0 μ>ε1,ν>ε1
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BCCd' BCCp1
mine.A.s.e^- e (1s+1e) maxg v (μ Y{+ ω)

«Xri

XII(A1

-<>- < X II

-Χλ + ΘΧ{-θ = 0 μΥ-νΧ+1ω < 0

1 λ = 1 μ>ε1, v>e1

λ > 0, e > 0, s > 0

Προσπάθειες για τη λύση αυτών των μοντέλων (non-Archimedean) ως απλά 

γραμμικά προγράμματα με μια συγκεκριμένη αριθμητική τιμή για την απειροστή 

ποσότητα έδειξαν ότι δημιουργούνται υπολογιστικές ανακρίβειες που οδηγούν σε 

εσφαλμένα αποτελέσματα. Τα παραπάνω μοντέλα μονού-σταδίου έχουν το 

μειονέκτημα ότι χρησιμοποιούν το θ ως το μοναδικό μέτρο αποτελεσματικότητας 

αγνοώντας το υπολειμματικό μη-αναλογικό output slack και input excess. Παρόλο 

που αυτά τα μοντέλα προσδιορίζουν με ακρίβεια το θ, εστιάζοντας μόνο σ’ αυτό, 

κατατάσσουν κάποιες φορές ως αποτελεσματικές μονάδες που έχουν θ ίσο με τη 

μονάδα, ενώ υπάρχει output slack ή input excess.

Προσανατολισμός Output

Τα output-oriented μοντέλα σκοπό έχουν τη μεγιστοποίηση της ποσοστιαίας 

αύξησης των outputs, με ταυτόχρονη παραμονή μέσα στο σύνολο των 

παραγωγικών δυνατοτήτων. Έτσι, ένας προσανατολισμός output, όπως 

προαναφέρθηκε, βρίσκει ενδιάμεσα σημεία (φ{ Yf, Χ{), από τα οποία προκύπτουν οι 

αντίστοιχες προβολές. Κι εδώ εμφανώς, μια ποσοστιαία αύξηση είναι δυνατή μέχρι 

τουλάχιστον μια από τις output slack μεταβλητές να μειωθεί στο μηδέν. Τα output- 

oriented VRS και CRS μοντέλα δίνονται στους παρακάτω πίνακες με τη χρήση του 

συμβολισμού μητρών.
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VRS output προσανατολισμός

Πρώτο στάδιο Δεύτερο στάδιο
VRSu(Yt, Xe) VRSE(<p'Ye, Xe)

max(PiAis,e<P minA,s,e[-(1s+1e)]

Υλ-φΥ{-β = 0
οIIw
1O
s*

s-1

-<>-

X λ + e = Xe X λ + e = X{

1 λ = 1 1 λ = 1

λ > 0, e > 0, s > 0 λ > 0, e > 0, s > 0

Αντίστοιχα για CRS output προσανατολισμό είναι:

CRS output προσανατολισμός

Πρώτο στάδιο Δεύτερο στάδιο
CRSU(Y(, X,) CRSe^Y,, X,)

max?iA,s,e<p minA,s,e[-(1s+1e)]

Υλ-φΥ{-β = 0 Υλ-φ'Υί-s = 0

X λ + e = Xe X λ + e = Xe

λ > 0, e > 0, s > 0 λ>0, e>0, s>0

Τα μοντέλα αύξησης output δίνουν στο πρώτο στάδιο ένα ενδιάμεσο σημείο (φ{Υι, 

Xe) και όπως πριν, οι προβολές βρίσκονται με την επίλυση των VRSE(</ Ye, Xe) και 

CRSe((/ Ye, Xe)· Τα παραπάνω για το VRS μοντέλο αναπαρίστανται στο σχήμα 24, 

όπου είναι και εδώ εμφανής η διαφορά με το σχήμα 22.
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Σχήμα 24 (Output-oriented VRS)

Αξίζει και πάλι να σημειωθεί η συγκεκριμένη βέλτιστη τιμή φ'στο δεύτερο στάδιο δεν 

αποτελεί μεταβλητή. Είναι η μέγιστη ποσοστιαία αύξηση output που προσδιορίστηκε 

στο πρώτο στάδιο. Για παράδειγμα, και πάλι με την επίλυση του VRSE(</ Yt, Xt), η 

ευρισκόμενη προβολή θα δίνεται από:

Ye = (p{ Y£ + sc Xe = Xl-el.

και (Ye - Yf) = (φ{ - 1) Y{ + s{ και Χ{ - Xe = e*. Αξιοσημείωτο είναι και πάλι ότι το sf 

ανταποκρίνεται στο δ5{ - το μη αναλογικό slack.

Τα μοντέλα ενός σταδίου (non-Archimedean) για προσανατολισμό output 

δίνονται παρακάτω. Ο συμβολισμός που χρησιμοποιείται είναι ο ίδιος [output 

προσανατολισμός (Ο)].

CCRd° CCRP°
mincp.A.s.eV + e (1s+1e) maxMiV (v Xt)

<ρΥ{-Υλ + 3 = 0 μΥι=1

X λ + e = Xf -μΥ+νΧ>0

λ > 0, e>0, s>0 μ>ε1,ν>ε1
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BCCd' BCCp1
min?,A,s,eiP + e (1s+1e) maxM,v (ν X{)

φΥ{-Υλ + 8 = 0 μ Yf = 1

X λ + e = Χ{ -μΥ+νΧ+1ω > 0

1 λ = 1 μ>ε1,ν>ε1

λ > 0, e > 0, s > 0

5.3. Μονάδες μέτρησης

Όπως προαναφέρθηκε, η επιφάνεια περιβλήματος ορίζεται από το σύνολο 

των αποτελεσματικών DMUs. Αυτές οι DMUs είναι αποτελεσματικές λόγω σχετικών 

χωρικών σχέσεων. Μια αλλαγή στις μονάδες μέτρησης μπορεί να επεκτείνει ή να 

συρρικνώσει αυτή την επιφάνεια περιβλήματος, αλλά αφήνει τις σχετικές χωρικές 

σχέσεις και άρα και την κατάταξη αποτελεσματικότητας / μη-αποτελεσματικότητας 

αμετάβλητη. Μια αλλαγή στις μονάδες, ωστόσο, μπορεί να έχει σημαντική επίδραση 

στις προβολές που παράγονται από τα VRS και CRS μοντέλα, καθώς και στα σκορ 

αποτελεσματικότητας. Η κύρια αιτία βρίσκεται στο ότι ο όρος (μ' sf + ν' e') είναι 

ακριβώς ο όρος (1 s' + 1 el) για τα δύο μοντέλα, μια ποσότητα που προφανώς 

εξαρτάται από τις μονάδες μέτρησης των δεδομένων. Αυτή η εξάρτηση του (1 s' + 1 

e') από τις μονάδες μέτρησης μεταβάλει και τις προβολές και τον υπολογισμό των 

σκορ αποτελεσματικότητας όταν χρησιμοποιούνται διαφορετικές μονάδες μέτρησης. 

Στα τυπικά envelopment μοντέλα, τα κατώτερα όρια της μονάδας για τους 

πολλαπλασιαστές (συντελεστές μ, ν) στα VRSM και CRSm υπονοούν ότι η οριακή 

αξία καθενός από τα μη-μηδενικά output slacks και excess inputs για μια DMU είναι 

ίδια. Επιπλέον, υπονοούν ότι η οριακή αξία των μη-μηδενικών output slacks για ένα 

συγκεκριμένο output (ή μη-μηδενικών excess inputs για ένα συγκεκριμένο input) 

είναι η ίδια κατά μήκος όλων των DMUs. Ακόμη, αν οι μεταβλητές έχουν ιεραρχηθεί
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και οι μονάδες αντανακλούν αυτή την ιεράρχηση, τα τυπικά μοντέλα έχουν το 

πλεονέκτημα ότι εγκαθιστούν μια κοινή βάση εκτίμησης, όπου, π.χ., μια μονάδα 

slack αξίζει ακριβώς το ίδιο για όλες τις DMUs.

Σε αντίθεση με τα τυπικά μοντέλα που έχουν χαμηλότερα όρια για τους 

πολλαπλασιαστές το ένα, τα μοντέλα που είναι ανεξάρτητα των μονάδων μέτρησης 

έχουν χαμηλότερα όρια που ορίζονται από σχέσεις της μορφής: 

μΓ> 1 / yri, r = 1, 2, .... s,

Vj > 1 / Xit, i = 1, 2.......m.

Αυτά τα μοντέλα επιτρέπουν σε κάθε DMU επιπλέον ευελιξία στην επιλογή της 

βάσης εκτίμησης που καθορίζεται από το συγκεκριμένο μίγμα inputs / outputs. Κατ’ 

αυτό τον τρόπο υπονοείται ότι οι οριακές αξίες των μη-μηδενικών output slack και 

excess input δεν είναι ίδιες. Η σχετική αξία του κάθε output slack ή excess input 

μετράται σε σχέση με το επίπεδο του output ή input. Έτσι, διαχωρίζεται όχι μόνο η 

σχετική αξία των inputs και outputs για μια συγκεκριμένη DMU, αλλά ταυτόχρονα 

διαχωρίζεται και η σχετική αξία ενός συγκεκριμένου output ή input κατά μήκος όλων 

των DMUs. Για παράδειγμα, έστω ένα VRS μοντέλο ανεξάρτητο των μονάδων που 

δίνεται από το ακόλουθα δυϊκά προγράμματα:

S m

s.t. £μΓ yrj - ]TVj Χ8 + ω<0, Vj = 1, 2, ..., n,
r=1

Mr > 1 / y* r = 1, 2......s,

Vj > 1 / Xit, i = 1, 2......m.
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η

ΣυΛ -Sr = Yr{,
j=i

r = 1, 2, .. ·, s

η

Σ χϋ λι - ei = - xit.
Μ

1 = 1,2,.. m

II«<Γ

λ]>0, j = 1, 2, .. ., n

Sr > 0, r = 1, 2, .. ., s

e, > 0, « = 1,2... ., m

s ^

Ο όρος (μ{ sf + vf e£) σε συμβολισμό μητρών είναι ακριβώς ο όρος (Υ — sr +
£iyri

m ^
Υ— e,) για μοντέλα ανεξάρτητα των μονάδων μέτρησης. Έτσι αυτά τα μοντέλα
Μ * ||

παράγουν αδιάστατα (dimensionless) σκορ αποτελεσματικότητας, καθώς και 

προβολές που είναι ανεξάρτητα από τις μονάδες, στις οποίες είναι εκφρασμένα τα 

δεδομένα. Φυσικά τονίζεται και πάλι ότι ενώ οι προβολές που προκύπτουν από 

αυτά τα μοντέλα μπορεί να διαφέρουν από τις προβολές που προκύπτουν από τα 

τυπικά μοντέλα, η envelopment surface και η κατάταξη αποτελεσματικότητας / μη- 

αποτελεσματικότητας και για τα δύο είδη παραμένει ίδια.

5.4. Επεκτάσεις του Μοντέλου DEA

Ένας αρκετά σημαντικός αριθμός επεκτάσεων του βασικού μοντέλου DEA 

έχει εμφανιστεί στη βιβλιογραφία, με τις διάφορες προσθήκες να προτείνονται 

συνήθως στα πλαίσια μιας συγκεκριμένης μελέτης προκειμένου είτε α) να ληφθούν 

υπόψη διοικητικοί ή οργανωσιακοί παράγοντες ή όροι, είτε β) να βρεθεί μια λύση να 

υπερκεραστούν οι ασυνέπειες ή οι ελλείψεις των δεδομένων, είτε γ) να 

αναπτυχθούν βελτιώσεις σε συγκεκριμένα μοντέλα. Ανεξάρτητα από την προέλευσή 

τους, αυτές οι επεκτάσεις είναι πλέον αποδεκτές ως πολύτιμες προσθήκες στη
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μεθοδολογία της DEA ανάλυσης. Τρεις κύριες επεκτάσεις που δείχνουν την ποικιλία 

και την προσαρμοστικότητα της βασικής μεθοδολογίας DEA. Οι τρεις επεκτάσεις 

αναφέρονται 1) στις ποιοτικές μεταβλητές, 2) στις μη-ελέγξιμες (nondiscretionary) 

μεταβλητές και 3) στους περιορισμένους πολλαπλασιαστές, και μπορούν να 

θεωρηθούν αντίστοιχα ως τροποποιήσεις στο σύνολο αναφοράς, στο σύνολο των 

μεταβλητών και στο δυνατό εύρος των πολλαπλασιαστών.

1. Ποιοτικές μεταβλητές (Categorical variables)

Συχνά, μια μεταβλητή input ή output μπορεί να έχει μια φυσική 

αναπαράσταση ως διακριτά επίπεδα (π.χ., κατηγορίες πληθυσμού) ή μπορεί να 

αντικατοπτρίζει την παρουσία ή απουσία μιας συγκεκριμένης δυνατότητας (π.χ., 

εγκατάσταση drive-in). Οι Banker και Morey (1986) ασχολούνται με προβλήματα 

που έχουν να κάνουν με την προσπάθεια να εκτιμηθούν οι πόροι, όπως η εργασία ή 

το κεφάλαιο, που ένα κατάστημα τράπεζας θα πρέπει να απαιτεί να επιτύχει σε 

σχέση με τις καταθέσεις, δεδομένης της πληθυσμιακής βάσης αλλά και των 

δημογραφικών χαρακτηριστικών. To DEA θα συγκρίνει το υπό εξέταση κατάστημα- 

DMU με συνδυασμούς των αποτελεσματικών καταστημάτων-DMUs, μερικά από τα 

οποία μπορεί να έχουν σημαντικά μεγαλύτερη πληθυσμιακή βάση από την 

εξεταζόμενη DMU. Έτσι, θα ήταν λιγότερο αμφιλεγόμενο αν η ομάδα σύγκρισης των 

DMUs, αποτελούνταν μόνο από καταστήματα με ίδια ή μικρότερη πληθυσμιακή 

βάση. Αντίστοιχες θεωρήσεις μπορούν να γίνουν αν κάποια από τα καταστήματα 

έχουν δυνατότητες drive-in, ενώ άλλα δεν έχουν. Σε τέτοιες καταστάσεις, είναι 

επιθυμητό να εξασφαλιστεί ότι ένα κατάστημα συγκρίνεται με καταστήματα της ίδιας 

κατηγορίας, τα οποία λειτουργούν σε συνθήκες περίπου ίδιας δυσκολίας και 

αντιξοοτήτων. Η χρήση των ποιοτικών μεταβλητών (input ή output) επιτρέπει την 

ενσωμάτωση τέτοιων παραγόντων και μπορεί να βελτιώσει την κατασκευή ενός 

αποτελεσματικού συνόλου αναφοράς.
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Έστω, ότι θεωρείται μια input ποιοτική μεταβλητή που μπορεί να πάρει τιμές 

1, 2, ..., C. Αυτές οι C τιμές χωρίζουν το σύνολο των DMUs σε κατηγορίες. Δηλ., 

χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες των συνόλων, αν το σύνολο των DMUs ισούται με:

D = {1, 2...... n}=D!UD2 υ ... u Dc, όπου Da = {i | i e D και η τιμή input είναι a} και

Da n Db = 0, για a * b. Έτσι, το μοντέλο επιτρέπει τον υπολογισμό μιας £ DMU σε 

σχέση με την επιφάνεια περιβλήματος, η οποία προσδιορίζεται από τις μονάδες που 

συγκροτούν όλες τις κατηγορίες, ενώ ταυτόχρονα υπονοείται και μια ιεράρχηση των 

κατηγοριών. Για την περίπτωση ενός VRS επεκταμένου μοντέλου θα είναι 

CATe(Y{, Χι):

minAiSie-(1 s + 1 e)

Σλ1γ, -»=Υι.

Σλ!χι = -χ<

1 λ = 1,

λ>0,

Θ > 0,

s > 0

Τα παραπάνω παρέχουν μια εξήγηση για το πώς αντιμετωπίζεται η 

υπονοούμενη ιεραρχία μέσω του DEA στην εκτίμηση των κατηγοριών. Μια μονάδα 

DMU £ e D«, Κ e {1,2, ..., C} μπορεί να εκτιμηθεί σε σχέση με τις μονάδες στο uKk=1 

DK. Έτσι, σταδιακά μπορούν να εκτιμηθούν όλες οι μονάδες £ e Di σε σχέση με τις 

μονάδες στο Di, όλες οι μονάδες £ e D2 σε σχέση με τις μονάδες στο Di u D2, ..., 

όλες οι μονάδες £ e Dc σε σχέση με τις μονάδες στο uck=i DK.

2. Nondescretionary variables - Μη-ελέγξιμες μεταβλητές
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Οι nondescretionary μεταβλητές - οι Banker και Morey (1986) αρχικά 

εισήγαγαν την έννοια ως εξωγενώς σταθερά (fixed) inputs και outputs - είναι 

μεταβλητές πάνω στις οποίες η εκάστοτε DMU δεν έχει κανένα έλεγχο. Για 

παράδειγμα, οι καιρικές συνθήκες ή ο αριθμός των ανταγωνιστών είναι συνήθη 

inputs, για τα οποία πληροφορίες γύρω από το βαθμό που το excess input μπορεί 

να μειωθεί είναι χωρίς νόημα. Οι Banker και Morey (1986) σε μια ανάλυση ενός 

δικτύου 60 DMUs fast-food εστιατορίων, θεωρούν έξι εστιατόρια: Στα inputs 

θεωρούν: ΐ) δαπάνες προμηθειών και υλικών, ϋ)δαπάνες σχετικές με την εργασία, iii) 

ηλικία του καταστήματος, ίν) διαφημιστικές δαπάνες όπως επιμερίζονται από τα 

κεντρικά, ν) παρουσία/απουσία drive-in παραθύρου και νϊ) τοποθεσία σε αστική ή 

αγροτική περιοχή. Μόνο τα δύο inputs είναι υπό τον έλεγχο του εκάστοτε manager 

του εστιατορίου. Έτσι, πληροφορίες που θα αφορούσαν τη μείωση αυτών των 

δαπανών θα ήταν αρκετά χρήσιμες. Τα άλλα τέσσερα inputs όμως είναι πέρα από 

τη διακριτική (discretionary) ευχέρεια του manager της DMU, και άρα η οριακή αξία 

του nondiscretionary input excess (ομοίως για περίπτωση output slack) δεν πρέπει 

να λαμβάνεται στην εκτίμηση της αποτελεσματικότητας.

Και πάλι για ένα VRS μοντέλο, έστω οι μεταβλητές input και output που 

μπορεί να χωρίζονται σε δύο υποσύνολα ελέγξιμων (discretionary-D) και μη-

ελέγξιμων (nondiscretionary-N) μεταβλητών. Έτσι, I = {1, 2......m} = Id U In, Id n In

= 0 και Ο = {1, 2, ..., s} = 0D υ 0N, 0D n 0N = 0. Η βασική διατύπωση του 

μοντέλου θα δίνεται όπως παρακάτω:

VRSE(YfD ΥΛ ΧΛ Χ{Ν):

min
Xj ,sr ,e. -<Σ*.

Γ eOD
+ Zei)

j=1
λ | - sr = yr{, r=1,2, s
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i = 1, 2, .... mΣ Xy Aj - e, = - xlt,
j=1

Σν·
j=1

Aj > 0, j = 1, 2, .... n,

sr>0, r = 1, 2.......s,

e, > 0, 1=1,2....... m.

Ουσιαστικά, δηλ., το παραπάνω μοντέλο αγνοεί τα μη-ελέγξιμα input 

excesses και output slacks από την αντικειμενική συνάρτηση, καθώς είναι έξω από 

τον έλεγχο του manager της εκάστοτε DMU. Ανάλογη διαδικασία μπορεί να 

ακολουθηθεί και για την περίπτωση των προσανατολισμένων μοντέλων, που όπως 

και στα τυπικά μοντέλα επιτυγχάνεται η λύση σε δύο στάδια.

3. Περιορισμένοι πολλαπλασιαστές (Constrained multipliers)

Σε συγκεκριμένες εφαρμογές, μπορεί να είναι επιθυμητό να γίνεται μια

ανάλυση με επιπρόσθετους περιορισμούς πάνω στις μεταβλητές μΓ, r = 1, 2...... s

και vit i = 1, 2, ..., m. Οι Cook, Kazakov και Roll (1991) στη μελέτη τους, στους 

σταθμούς συντήρησης αυτοκινητοδρόμων στο Οντάριο του Καναδά, εξέτασαν την 

αποτελεσματικότητα με την οποία εκτελούνταν οι λειτουργίες συντήρησης σε 

διάφορα μέρη της επαρχίας ούτως ώστε να προσδιοριστούν τι εκπληρώσεις 

μπορούν να αναμένονται μέσα σε δεδομένα όρια προϋπολογισμού. Από την αρχή 

της έρευνάς τους αντελήφθησαν ότι τα συνήθη μοντέλα DEA μπορεί να δίνουν σκορ 

αποτελεσματικότητας για τους σταθμούς μεγαλύτερα από αυτά που θα μπορούσαν 

να δικαιολογηθούν. Όταν επιτρέπεται πλήρη ευελιξία στην επιλογή των 

πολλαπλασιαστών (μ, ν), το μοντέλο συχνά δίνει αδικαιολόγητα υψηλές ή χαμηλές 

τιμές στους πολλαπλασιαστές και επιπλέον, η τιμή του πολλαπλασιαστή για ένα 

συγκεκριμένο input (π.χ. κεφαλαιακές δαπάνες) για ένα σταθμό μπορεί να διαφέρει
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δραστικά από την αντίστοιχη τιμή για ένα άλλο σταθμό. Προκειμένου να ασκηθεί 

κάποιος έλεγχος, οι Cook, Kazakov και Roll επέβαλαν επιπρόσθετους περιορισμούς 

πάνω στις τιμές που οι πολλαπλασιαστές μπορούν να πάρουν.

Τέτοιοι περιορισμοί μπορούν να αυξήσουν την ισχύ και την ευελιξία του DEA 

και έτσι να δώσουν πιο ακριβείς εκτιμήσεις αποτελεσματικότητας ενσωματώνοντας 

ταυτόχρονα εφόσον είναι επιθυμητό και επικουρική διοικητική πληροφορία στην 

ανάλυση. Οι επιπρόσθετοι περιορισμοί μπορούν να εμπλουτισθούν 

ενσωματώνοντας περιορισμούς ανισοτήτων της παρακάτω μορφής: 

μ ακ° + ν ακ' < 0 k = 1. 2...... Κ.

όπου ακ° είναι s-διάνυσμα των συντελεστών για τις μεταβλητές μ και ακ' είναι το m- 

διάνυσμα των συντελεστών για τις μεταβλητές ν. Τέτοιοι περιορισμοί μπορούν να 

περιλαμβάνονται σε οποιοδήποτε από τα μοντέλα DEA. Εδώ και πάλι λαμβάνεται το 

παράδειγμα του βασικού VRS μοντέλου.

CONm(Y{, Χ{):

ΙΓΙ3Χμ ν,ω(μ Υ{ - V Χ{ + ω) 

μΥ-νΧ+1ω < 0 

μ Α° + ν Α1 < 0 

μ > 1, ν > 1.

Καθένας από τους καινούριους περιορισμούς ανταποκρίνεται σε μια μεταβλητή, 

έστω zk στο δυϊκό πρόγραμμα CONE. Το Κ-διάνυσμα των μεταβλητών που 

ανταποκρίνεται στους επιπρόσθετους περιορισμούς συμβολίζεται με ζ. Οι 

συντελεστές καθενός από τους Κ περιορισμούς δίνονται από τις στήλες της (s χ k) 

μήτρας Α° και της (m χ k) μήτρας Α!.

CONe(Y{, Χ{):

minA,Sie-(1 s + 1 e)
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YA-s + A°z = Y{

-Χλ-θ + Α'ζ = Χ{

1 λ = 1

λ > Ο, e > Ο s > 0.

Τα στοιχεία των διανυσμάτων Α° ζ και Α' ζ αναφέρονται και ως κατάλοιπα 

(residues). Εισάγοντας αυτούς τους περιορισμούς τελικά μεταβάλλεται ανάλογα και 

η επιφάνεια περιβλήματος (envelopment surface).

5. 5. Στοχαστικό DEA

Ένα μειονέκτημα όλων των μοντέλων DEA που έχουν αναφερθεί ως τώρα 

είναι η μη-στοχαστικότητά τους. Έτσι, τα σκορ αποτελεσματικότητας επηρεάζονται 

από τις μεταβλητές που δε λαμβάνονται υπόψη, από σφάλμα μέτρησης, καθώς και 

άλλες πηγές στατιστικού θορύβου. Αυτό ασκεί μεγάλη πίεση στους χρήστες αυτών 

των τεχνικών, προκειμένου να συλλέξουν όλες τις σχετικές μεταβλητές και να τις 

μετρήσουν επακριβώς. Διαφορετικά, κάνει την ανάπτυξη ενός στοχαστικού μοντέλου 

να αποτελεί ένα πολύ σημαντικό ερευνητικό στόχο. Παρακάτω περιγράφεται 

συνοπτικά ένα στοχαστικό μοντέλο DEA των Land, Lovell και Thore (1988, 1990). 

Παρόμοια μοντέλα αναπτύχθηκαν από τους Desai & Schinnar (1987), Sengupta 

(1987), Peterson & Olesen (1989) και Olesen & Thore (1990). Ωστόσο, πρακτική 

εμπειρία με αυτά τα μοντέλα είναι ιδιαίτερα περιορισμένη. Έστω ότι θεωρείται το 

απλό output-oriented μοντέλο:

ΓΠΘΧφ,λφ

Υ λ - φ Υ{ > 0

Χλ<Χ{

λ>0
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Η μετατροπή αυτού του μοντέλου σε ένα στοχαστικό DEA μοντέλο ξεκινά 

επιτρέποντας στον εκτιμητή να είναι αβέβαιος ως προς την ακρίβεια των 

δεδομένων, κάτι που παραπέμπει σε chance-constrained τεχνικές 

προγραμματισμού [αναπτύχθηκαν από τους Charnes, Cooper και Symonds (1958) 

και Charnes και Cooper (1959, 1962, 1963)], στις οποίες οι περιορισμοί έχουν μια 

πιθανότητα να παραβιαστούν και έτσι το απλό προαναφερθέν μοντέλο μπορεί να 

γίνει: max9,A(p

η

s.t. Ρτ(φ yrf < X yrj λ|) > Pr
j=1

r= 1, 2

ΡΓ(Σχυλί < Xjf) > Pi
j=1

i = 1.2,

λ]>0, j = 1,2,

όπου ΡΓ και Ρ, είναι οι πιθανότητες. Έτσι, το πρόβλημα που τίθεται είναι να 

επεκταθεί ακτινικά το διάνυσμα output του υπό εξέταση παραγωγού όσο το δυνατό 

περισσότερο, ενώ υπόκειται στον περιορισμό ότι στο βέλτιστο (φ{ Υ{, Χ{) ’’πιθανώς” 

να είναι εφικτό σε σχέση με το σύνορο παραγωγής που παράγεται από το δείγμα 

δεδομένων. Λόγω της αβεβαιότητας, παρ’ όλα αυτά, ο εκτιμητής είναι αβέβαιος για 

τη σωστή ’’τοποθέτηση” του συνόρου και άρα αφήνει τη δυνατότητα μια εξαιρετικά 

παραγωγική μονάδα να μπορεί να παραβιάσει και τον περιορισμό εφικτότητας. Αν 

υποτεθεί ότι κάθε input Xy είναι μια κανονικά κατανεμημένη τυχαία μεταβλητή με 

αναμενόμενη τιμή Exy και με μήτρα διακύμανσης-συνδιακύμανσης VxyXik και κάθε 

output yrj είναι μια κανονικά κατανεμημένη τυχαία μεταβλητή με αναμενόμενη τιμή 

Eyrj και με μήτρα διακύμανσης-συνδιακύμανσης Vyrjyrk, τότε το μοντέλο μπορεί να 

πάρει την παρακάτω μορφή: 

max<p,A<p 

s.t.
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1 = 1,2......m

λι > Ο j = 1, 2...... η

Το παραπάνω είναι ένα πρόβλημα μη-γραμμικού προγραμματισμού, το οποίο 

πρέπει να λυθεί η φορές, μία φορά για κάθε παραγωγική μονάδα του δείγματος. Ο 

στόχος είναι να επεκταθούν ακτινικά τα outputs του υπό εξέταση παραγωγού, ο 

οποίος υπόκειται σε περιορισμούς που επιβάλλονται από τα δεδομένα 

παρατήρησης αλλά και από τα διαστήματα εμπιστοσύνης του εκτιμητή. Για 

παράδειγμα, αξίζει να σημειωθεί ότι αν Exy - xy = Eyrj - yrj = Vxyxik = Vyriyrk = 0, για 

όλα τα j, k, r, i, το μοντέλο καταλήγει στο αρχικά υποτιθέμενο απλό μοντέλο DEA. 

Ωστόσο, αν ο εκτιμητής έχει κάποιο λόγο να πιστεύει ότι ένα σημείο του δείγματος 

δεδομένων ξεκινά από την αναμενόμενη τιμή του, λόγω, π.χ., ασυνήθιστα καλών 

καιρικών συνθηκών ή μη-αναμενόμενης διακοπής της προμήθειας input, αυτό το 

στοιχείο μπορεί να ενσωματωθεί στο προαναφερθέν στοχαστικό μοντέλο. Το θετικό 

είναι ότι οι καλές ή κακές συγκυρίες για έναν παραγωγό δεν στρεβλώνουν τα μέτρα 

αποτελεσματικότητας για οποιοδήποτε παραγωγό. Ομοίως, αν ο εκτιμητής πιστεύει 

ότι μια μεταβλητή μετράται με λιγότερη ακρίβεια από μια άλλη, η μεγαλύτερη 

πιθανότητα του σφάλματος μέτρησης μπορεί επίσης να ενσωματωθεί στο chance- 

constrained μοντέλο. Εδώ το θετικό είναι ότι το σφάλμα μέτρησης στη μία μεταβλητή 

δεν επηρεάζει το μέτρο αποτελεσματικότητας οποιουδήποτε παραγωγού.

Ωστόσο, οι απαιτήσεις σε δεδομένα είναι ιδιαίτερα αυξημένες. Πέρα από τις 

μήτρες των δεδομένων X, Υ, είναι υποχρεωτικό για τον εκτιμητή να διαθέτει 

πληροφόρηση πάνω στις αναμενόμενες τιμές όλων των μεταβλητών, στις μήτρες 

διακύμανσης-συνδιακύμανσης για όλες τις μεταβλητές καθώς και τα επίπεδα
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πιθανότητας στα οποία είναι να ικανοποιηθούν οι περιορισμοί εφικτότητας. Έτσι, η 

όλη διαδικασία καθίσταται εξαιρετικά επίπονη και δυσχερής.

5. 6. FDH (Free Disposal Hull)

Όπως έχει αναφερθεί, η προσέγγιση FDH είναι μια ειδική περίπτωση του 

μοντέλου DEA, όπου τα σημεία πάνω στις γραμμές που συνδέουν τις κορυφές της 

DEA δεν περιλαμβάνονται στο αποτελεσματικό σύνορο. Το σύνολο παραγωγικών 

δυνατοτήτων της FDH συνθέτεται μόνο από τις DEA κορυφές και από τα σημεία της 

FDH που είναι εσωτερικά σε αυτές τις κορυφές. Από τη μεριά των απαιτήσεων σε 

inputs για την παραγωγή δεδομένων outputs, η DEA υποθέτει ότι είναι δυνατή η 

γραμμική αντικατάσταση ανάμεσα σε συνδυασμούς παρατηρούμενων inputs πάνω 

σε μια καμπύλη ίσου προϊόντος^οςυαηί), η οποία προκύπτει από τις παρατηρήσεις 

σε γραμμικούς σχηματισμούς. Η FDH, αντίθετα, θεωρεί ότι δεν είναι δυνατή καμία 

αντικατάσταση, κάτι που έχει σα συνέπεια η καμπύλη ίσου προϊόντος να μοιάζει με 

βαθμωτή συνάρτηση (step function), η οποία σχηματίζεται από την τομή των 

γραμμών που προκύπτουν από τους παρατηρούμενους συνδυασμούς input τύπου 

Leontief. Σχηματικά αυτό μπορεί να παρασταθεί με το σχήμα 25. Ξεκινώντας από τα 

σύνολα output Ρ(χ) και input L(y) με την FDH αφήνεται χαλαρός ο περιορισμός της 

κυρτότητας των συνόλων Ρ(χ) και L(y), ενώ παραμένει ο περιορισμός 1 λ = 1 για 

VRS με Κ] e {0, 1}, j = 1, 2, ..., η, ώστε να χαλαρώνει η κυρτότητα. Μολονότι το 

πρόβλημα δείχνει να ανάγεται σε ένα πιο πολύπλοκο μικτού-ακέραιου 

προγραμματισμού πρόβλημα, τελικά απλοποιείται. Το σχήμα 25 που συγκρίνει τα 

σύνορα DEA και FDH δείχνει ότι το σύνορο FDH περικλείει τα δεδομένα πιο στενά, 

και παρουσιάζεται ως ένα πιο περιοριστικό στοιχείο από ότι το DEA. Ένας 

παραγωγός που καθορίζεται από FDH μοντέλο συγκρίνεται με ένα σύνορο που 

αποτελείται από ένα μόνο αποτελεσματικό παραγωγό καθώς 1 λ = 1 και e {0, 1}, j
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X2

Χι

Η μέτρηση της τεχνικής αποτελεσματικότητας σε σχέση με DEA και FDH (input 
oriented)

V2

Η μέτρηση της τεχνικής αποτελεσματικότητας σε σχέση με DEA και FDH (output 
oriented)

Σχήμα 25
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= 1, 2, ..., η, ενώ ο παραγωγός σε DEA μοντέλο συγκρίνεται με μια εικονική 

παρατήρηση που ορίζεται από ένα γραμμικό (κυρτό εφόσον είναι 1 λ = 1) 

συνδυασμό ενός συνόλου αποτελεσματικών παραγωγών. Στο input-oriented πάνω 

γράφημα του σχήματος 25 είναι LFDH(y) c LDEA(y) και το EffLFDH(y) αποτελείται από 

τα διανύσματα input χΒ, xc και χ°. Το μη-αποτελεσματικό διάνυσμα input χΑ 

συγκρίνεται με το αποτελεσματικό χΒ, και έχει σκορ τεχνικής αποτελεσματικότητας 

λΑ με slack στο input χ2. Κάτι ανάλογο ισχύει και για το output-oriented κάτω 

γράφημα.

Τελικά, δηλ., καθώς το σύνορο της FDH θα είναι είτε συμπίπτον, είτε 

εσωτερικό του συνόρου της DEA, η FDH τυπικά θα δίνει μεγαλύτερες εκτιμήσεις της 

μέσης αποτελεσματικότητας απ’ ότι η DEA (Tulkens, 1993).
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ

Ένα εύλογο ερώτημα που συναντάται συχνά είναι το αν μπορεί να 

υποστηριχθεί τελικά ότι υπάρχει μια καλύτερη μέθοδος. Με δεδομένη την 

επικράτηση των μοντέλων συνόρου, αλλά και την έλλειψη συμφωνίας ανάμεσα 

στους ερευνητές όσον αφορά την προτίμηση σε ένα μοντέλο, προς το παρόν 

καταλήγει σε μια διάσταση απόψεων που συνήθως έχει ως γνώμονα την τακτική, το 

μη χείρον βέλτιστο. Οι οικονομετρικές προσεγγίσεις ’’διαπράττουν” το σφάλμα της 

επιβολής μιας συγκεκριμένης συναρτησιακής μορφής (και τις συνδεόμενες 

υποθέσεις), που τελικά προϋποθέτει και το σχήμα του συνόρου. Αν η συναρτησιακή 

είναι λανθασμένα καθορισμένη, η μετρούμενη αποτελεσματικότητα μπορεί να 

συγχέεται με σφάλματα προσδιορισμού. Από την άλλη οι μη-παραμετρικές μελέτες 

επιβάλλουν λιγότερη δομή στο σύνορο, αλλά "διαπράττουν” το σφάλμα του ότι δεν 

αφήνουν περιθώρια για τυχαίο σφάλμα, το οποίο μπορεί να οφείλεται σε τύχη, 

προβληματικά δεδομένα ή άλλου είδους σφάλματα μέτρησης. Αν υφίσταται τυχαίο 

σφάλμα, όπως και συμβαίνει συνήθως στην πράξη, η μετρούμενη

αποτελεσματικότητα μπορεί να συγχέεται με αυτές τις τυχαίες αποκλίσεις από το 

αποτελεσματικό σύνορο. Ωστόσο, δε φαίνεται να είναι δυνατός ο καθορισμός του 

ποια από τις δύο κύριες προσεγγίσεις κυριαρχεί, δεδομένου ότι εξαρχής το 

πραγματικό επίπεδο αποτελεσματικότητας είναι ουσιαστικά άγνωστο. Η βέλτιστη 

οδός μάλλον έγκειται στην προσθήκη όσο το δυνατό περισσότερης ευελιξίας στις 

παραμετρικές μεθόδους και/ή η εισαγωγή κάποιου βαθμού τυχαίου σφάλματος στις 

μη-παραμετρικές προσεγγίσεις χωρίς ταυτόχρονα να αυξάνεται σε απαγορευτικό 

βαθμό η πολυπλοκότητα και δυσκολία των υπολογιστικών μοντέλων.
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