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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΠΡΩΤΟ 

 

 

1.0 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Η εκπόνηση της παρούσας διατριβής έγινε στα πλαίσια του Προγράµµατος 

Μεταπτυχιακών Σπουδών του Τµήµατος Εφαρµοσµένης Πληροφορικής µε ειδίκευση 

στα Συστήµατα Υπολογιστών. Σκοπός ήταν η µελέτη των µοντέλων κρίσιµης 

υποπλήρωσης και η παρουσίαση κάποιων εφαρµογών τους.   

 Στα κεφάλαια που ακολουθούν (πρώτο και δεύτερο κεφάλαιο) γίνεται 

µια γενικότερη αναφορά στις έννοιες και την χρησιµότητα των µαθηµατικών 

µοντέλων. Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζονται µερικές βασικές έννοιες διαφορικών 

εξισώσεων που βρίσκουν εφαρµογή στα µοντέλα που αναλύονται στα πλαίσια της 

συγκεκριµένης πτυχιακής εργασίας. Μία πρώτη προσέγγιση (θεωρητική) µε το 

περιβάλλον του λογισµικού προγράµµατος γίνεται στο τέταρτο κεφάλαιο. Το πέµπτο 

κεφάλαιο ασχολείται µε την µελέτη των µοντέλων κρίσιµης υποπλήρωσης. Η 

εφαρµογή των µοντέλων κρίσιµης υποπλήρωσης συνοψίζονται στο τελευταίο 

κεφάλαιο της µεταπτυχιακής διατριβής. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ∆ΕΥΤΕΡΟ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ 

 

Εισαγωγή 

 

Οι πληθυσµοί όπως είναι γνωστό αυξάνονται σύµφωνα µε τον αριθµό των ατόµων 

που είναι ικανά για αναπαραγωγή. Συγχρόνως, η αύξησή τους είναι περιορισµένη 

σύµφωνα µε την έλλειψη του εδάφους ή των τροφίµων, ή την παρουσία εξωτερικών 

δυνάµεων όπως ασθένειες, ατυχήµατα, αρπακτικά ζώα  κ.τ.λ.  

Η εξέλιξη των µαθηµατικών προτύπων, µοντέλων και η χρησιµοποίηση 

διαφορικών εξισώσεων κατά τη διάρκεια των ετών επιτρέπουν στους επιστήµονες να 

διαµορφώσουν από µαθηµατική άποψη τις ποσότητες που αλλάζουν συνεχώς 

εγκαίρως. Παραδείγµατα από µεταβαλλόµενες ποσότητες µπορούν να θεωρηθούν ο 

αριθµός φυτών ή ζώων ενός ιδιαίτερου είδους. Αν και οι πληθυσµοί είναι ιδιαίτερες 

ποσότητες είναι συχνά χρήσιµο για τους επιστήµονες να διαµορφώσουν τους 

πληθυσµούς από µια συνεχή λειτουργία του χρόνου. Η διαµόρφωση µπορεί να 

προβλέψει ότι ένα είδος οδηγείται προς εξάλειψη, και µπορεί να δείξει πώς ο 

πληθυσµός θα αποκριθεί στην επέµβαση. 

Τι σκεφτόµαστε όµως όταν ακούµε τον όρο Μαθηµατικά Μοντέλα; Τα 

παρακάτω παραδείγµατα µπορούν να δώσουν µια γενική αλλά σαφής ιδέα για το τι 

είναι τα µαθηµατικά µοντέλα. Η γενική καιρική πρόβλεψη, το παγκόσµιο φαινόµενο 

αύξηση της θερµοκρασίας (global warming) λόγω του φαινοµένου του θερµοκηπίου, 

η πρόβλεψη ενός τυφώνα, η περιγραφή της κυκλοφοριακή ροής, η ανάλυση του 

χρηµατιστηρίου, η αύξηση πληθυσµών  ζώο-θηραµάτων είναι κάποια παραδείγµατα 

προβληµάτων για την επίλυση των οποίων γίνεται χρήση µεγάλων µαθηµατικών 

µοντέλων.  

Ποιοι είναι όµως οι στόχοι των µαθηµατικών µοντέλων; Οι στόχοι λοιπόν 

αυτοί επικεντρώνονται όπως προαναφέρθηκε στην πρόβλεψη του µέλλοντος, µε την 

έννοια  της παρεµπόδισης ανεπιθύµητων συµβάντων, και την κατανόηση των 

διάφορων "φυσικών" και αφύσικων φαινοµένων. Όλα αυτά δηλαδή µπορούν να 

τεθούν πάνω σε ένα µαθηµατικό µοντέλο το οποίο θα οδηγήσει στην επίλυση του 
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προβλήµατος. Επόµενος είναι λογικό να σκεφτεί κανείς πόσο σηµαντική είναι η 

χρήση των µοντέλων αυτών τα οποία µπορούν να προβλέψουν και να αναλύσουν όλα 

αυτά τα προβλήµατα εξετάζοντας τον αντίκτυπό τους στην καθηµερινότητα και το 

µέλλον της ανθρωπότητα   

 

Ορισµοί (µοντέλο, µοντελοποίηση, µαθηµατική µοντελοποίηση) 

 

Μοντέλο 

 

Επειδή για τον ορισµό µοντέλο δεν υπάρχει ακριβής ορισµός, η περιγραφή 

του γίνεται συνήθως ερµηνευτικά.  

Για παράδειγµα, στην προσπάθεια να περιγράψουµε µια σκέψη ή µια 

πραγµατική κατάσταση το αποτέλεσµα της περιγραφής αυτής είναι ένα µοντέλο. Για 

τον λόγο αυτό ένα µοντέλο χαρακτηρίζεται από την ικανότητα του να γεννά και να 

αναπαριστάνει ένα απεριόριστο πλήθος ιδιοτήτων έχοντας ένα περιορισµένο αριθµό 

στοιχείων. Ένα µοντέλο είναι λοιπόν είναι ένας τρόπος αναπαράστασης µιας 

κατάστασης, σκέψης, φαινοµένου κτλ µε ευρετικό χαρακτήρα που οδηγεί εύκολα και 

ανεξάρτητα από το αρχικό σύστηµα που αναπαριστάνει σε νέες πληροφορίες σχετικά 

µε αυτό το σύστηµα. 

 

Μοντελοποίηση  

 

Ο ορισµός της µοντελοποίησης µπορεί να αναλυθεί ως η δραστηριότητα 

εκείνη, µε την οποία κατασκευάζουµε µοντέλα για να µπορέσουµε να περιγράψουµε 

την συµπεριφορά αντικειµένων, συσκευών, φαινοµένων τα οποία µας ενδιαφέρουν. Η 

συµπεριφορά αυτή των αντικειµένων, συσκευών κτλ µπορεί να περιγραφεί µε 

διάφορους τρόπους, όπως µε την χρήση σχεδίων και σχεδιαγραµµάτων, φυσικών 

µοντέλων, υπολογιστικών προγραµµάτων ή µαθηµατικών εξισώσεων. Με άλλα λόγια 
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η εφαρµογή της µοντελοποίησης µπορεί να εφαρµοστεί µε πολλούς διαφορετικούς 

τρόπους και ταυτόχρονα. 

Η µοντελοποίηση που χρησιµοποιεί ειδικά την µαθηµατική γλώσσα για να 

περιγράψει την συµπεριφορά των διαφόρων αντικειµένων, συσκευών κτλ είναι 

γνωστή ως µαθηµατική µοντελοποίηση.  

 

Μαθηµατική µοντελοποίηση 

Η  µαθηµατική µοντελοποίηση είναι η τέχνη εκείνη η οποία µέσω 

µαθηµατικών αντικειµένων (όπως εξισώσεις, πίνακες, υπολογιστικά προγράµµατα) 

εξηγεί-περιγράφει την δυναµική και στατική συµπεριφορά συστηµάτων και 

προβληµάτων που συναντά η επιστήµη στην καθηµερινότητα.  

Παραδείγµατα τέτοιων συστηµάτων – προβληµάτων είναι  

• ∆ιάφορα βιολογικά συστήµατα (ανάπτυξη, συµπεριφορά, αλληλεπιδράσεις 

µεταξύ διαφόρων ειδών, αντιδράσεις, συµπεριφορά κύτταρων, κ.τ.λ) 

• Φυσικά φαινόµενα-συστήµατα (ταχύτητα του φωτός, µετάδοση κυµάτων, 

διαµορφώσεις-σχηµατισµοί δειγµάτων σε διάφορα είδη ζώων, έλξη 

πλανητών) 

• Οικονοµία (πρόβλεψη συµπεριφοράς χρηµατιστηρίων, παγκόσµιας αγοράς, 

ανάπτυξη οικονοµίας) 

• Κοινωνική συµπεριφορά (µετανάστευση, διαµάχες, αλληλεπιδράσεις) 

• Συµπεριφορά της φύσης (σεισµικές δονήσεις, τσουνάµι, βροχές, 

χιονοπτώσεις) 

• Βιοµηχανία (µεταφορές, έλεγχος κυκλοφορίας, κατασκευαστικός τοµέας, 

γραµµές παραγωγής) 

Η µαθηµατική µοντελοποίηση αρχικά εντοπίζει σε ποια κατηγορία ανήκει το 

πρόβληµα που πρόκειται να µελετηθεί ώστε να εφαρµόσει στην συνέχεια τα ανάλογα 

µαθηµατικά αντικείµενα για την λύση του προβλήµατος. Ένα παράδειγµα αποτελεί η 

δηµιουργία ενός µαθηµατικού µοντέλου το οποίο περιγράφει την κίνηση των 
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πλανητών του ηλιακού συστήµατος και στην συνέχεια η διαπίστωση ότι το µοντέλο 

αυτό µπορεί να προβλέψει την ακριβής θέση ενός πλανήτη για ένα συγκεκριµένο 

χρονικό διάστηµα.  

Η µαθηµατική µοντελοποίηση παρουσιάζεται σχηµατικά στο παρακάτω διάγραµµα 

 

 

Μερικά Μαθηµατικά Μοντέλα 

 

Μοντέλο Αύξησης κεφαλαίου και κατανάλωσης 

 

Έστω η διαφορική εξίσωση 

)()( xhxF
dt

dx
−=  

Όπου x=x(t)παριστάνει το µέγεθος ενός πληθυσµού την χρονική στιγµή t. 

F(x) : είναι ο φυσικός ρυθµός αύξησης του πληθυσµού µεγέθους x την χρονική 

στιγµή t. 

h(x) : είναι ο αριθµός µείωσης του πληθυσµού µεγέθους x την χρονική στιγµή t ο 

οποίος λέγεται και θερισµός ή συγκοµιδή (harvesting) 

Αυτό το µαθηµατικό µοντέλο εφαρµόζεται σε µια σειρά προβληµάτων της 

Οικονοµίας, της Βιολογίας, της Χηµείας, της Ιατρικής κ.λ.π. 

Είναι προφανές ότι αν 
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• F(x)>h(x) τότε  που σηµαίνει ότι έχουµε αύξηση του πληθυσµού x. 

• F(x)<h(x) τότε  που σηµαίνει ότι έχουµε µείωση του πληθυσµού x. 

• F(x)=h(x) τότε  που σηµαίνει ότι ο πληθυσµός x παραµένει σταθερός. 

• Οι ρίζες ως προς x της εξίσωσης F(x) – h(x) = 0 λέγονται σηµεία ισορροπίας 

(equilibrium points).  

• Αν x1 ε R είναι µια ρίζα της εξίσωσης F(x) –h(x) = 0 τότε η συνάρτηση 

x(t)=x1 είναι µια λύση της ∆ιαφορικής εξίσωσης και λέγεαι ισορροπηµένη 

λύση (equilibrium solution) της ∆ιαφορικής Εξίσωσης και το σηµείο x1 

λέγεται σηµείο ισορροπίας. 

• Αν x(t) είναι µια µερική λύση της ∆ιαφορικής εξίσωσης µε αρχική συνθήκη 

x(0) και αν ισχύει , για όλα τα x(0) κοντά στο  x1 τότε λέµε ότι η 

∆ιαφορική Εξίσωση είναι ασυµπτωτικά ευσταθής στο x1 , και το x1 λέγεται 

σηµείο ευσταθούς ισορροπίας (stable equilibrium). 

• Αν η ∆ιαφορική εξίσωση δεν είναι ασυµπτωτικά ευσταθής στο x1 ,τότε 

λέγεται ασυµπτωτικά ασταθής στο x1 , και το x1 λέγεται σηµείο ασταθούς 

ισορροπίας (unstable equilibrium) 

Συµπεράνουµε τελικά ότι η ∆ιαφορική Εξίσωση 

)()( xhxF
dt

dx
−=  

Περιγράφει ένα πληθυσµιακό µοντέλο ανάπτυξης και θερισµού, που έχει πολλές 

εφαρµογές σε πολλές επιστήµες και περιγράφεται σαν µοντέλο αύξησης του 

κεφαλαίου και κατανάλωσης (Model of capital growth and consumption). 
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Μοντέλα Υποπλήρωσης 

 

Αν η συνάρτηση,  

( )
( )

F x
r x

x
= , 

είναι αύξουσα σε ένα διάστηµα [0,K*]  και φθίνουσα στο [K*,K] τότε λέµε 

ότι έχουµε ένα µοντέλο υποπλήρωσης. 

 Η γραφική παράσταση µιας τέτοιας συνάρτησης φαίνεται στο επόµενο σχήµα 

 

K* xMSY
x

FHK*L
MSY

FHxL Η gr aj i k ή par άst ash t hV FHxL

 

  

 Όπως προκύπτει από την γραφική παράσταση στο [Ο,Κ*] έχουµε υποπλήρωση 

ενώ στο [Κ*,Κ] έχουµε αναπλήρωση. Η καµπύλη αυτή ονοµάζεται καµπύλη 

υποπλήρωσης (depensation curve). 
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Το τροποποιηµένο µοντέλο της Αποθηκευτικής αλυσίδας 

Αν  

1,1)( >






 −= a
K

x
rxxF a  

Τότε η διαφορική εξίσωση  








 −=
K

x
rx

dt

dx a 1  

λέµε ότι ορίζει το τροποποιηµένο logistic model υποπλήρωσης. Είναι  

aaa x
K

r
rx

K

x
rx

x

xF
xr −=







 −== −− 11 1
)(

)(  

Άρα παίρνοντας την παράγωγο του r(x) προκύπτει 

12' )1()( −− −−= aa x
K

ar
xarxr  

( ) 








−
−−= − x

Ka

a
xar a

1
1)1( 1  

Αν θέσουµε την παράγωγο του r(x) ίση µε µηδέν  

0)(' =xr  

προκύπτει η ρίζα του r(x) 

( )
a

Ka
xxr

1
0)('

−
=⇔=  

x 
                          0                                             K              

 

r ’(x) 

 

 

 

 

+ 

 

- 

 

 

 

 

r(x)  

 

 

 

   

 

 

0 

τ.μ 
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Μια πρόχειρη γραφική παράσταση της r(x) είναι η επόµενη. 

K*
x

rHK*LrHxL The graph of the functions rHxL

 

Η r(x) στο διάστηµα 

( )





 −
a

Ka 1
,0  

είναι γνησίως αύξουσα και λέµε ότι έχουµε διαδικασία υποπλήρωσης, ενώ στο 
διάστηµα 

( )





 −
0,

1

a

Ka
 

είναι γνησίως φθίνουσα και λέµε ότι έχουµε διαδικασία αναπλήρωσης. 

Η r(x) έχει τοπικό µέγιστο στο  

( ) ( )
⇒







 −
−







 −
=

−

a

a

a

Ka
rKr

a
1

1
1

1
*  

( ) ( ) ( )
a

aaa

a

Kar

aa

Ka
rKr

111
* 111 −−−

−
=







 −
=  

 

∆ηλαδή  

( ) ( )
a

aa

a

Kar
r

111
max

−−−
=  
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Το τροποποιηµένο µοντέλο της Αποθηκευτικής αλυσίδας µε σοδειά h(x)=qEx 

  

 Το τροποποιηµένο µοντέλο της αποθηκευτικής αλυσίδας περιγράφεται από 

την διαφορική εξίσωση : 

)()( xhxF
dt

dx
−=  

Όπου  

qExxha
K

x
rxxF a =>







 −= )(1,1)( και  

Θέτοντας την διαφορική εξίσωση ίση µε µηδέν  

0=
dt

dx
 

βρίσκουµε τα σηµεία ισορροπίας τα οποία είναι και οι λύσεις της εξίσωσης. Έτσι  

qEx
K

x
rxxhxF

dt

dx a =






 −⇒=−⇒= 10)()(0  

qE
K

x
rxx a =







 −⇔=⇔ − 10 1  

qEx
K

r
rxx aa =−⇔=⇔ −10  

00 1 =−+−⇔=⇔ − qErxx
K

r
x aa  

Η εξίσωση αυτή έχει λύση αν και µόνο αν  

( )
a

aa

a

Kar
qEKFqE

11
*' 1
)(

−−−
≤⇔≤  

( )
a

aa

a

Kar

q

r
E

111 −−−
≤⇔  

 

 Στην περίπτωση αυτή έχει µοναδική λύση στο διάστηµα [Κ*,Κ] την οποία 

συµβολίζω µε x2 = g(E) και µοναδική λύση στο (0, Κ*) την οποία συµβολίζω µε x1. 
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x2x1
x- values

FHxL,HHxL The graph of the functions FHxL, HHxL
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΤΡΙΤΟ 

ΜΕΡΙΚΕΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

Εισαγωγή  

Βασικό πρόβληµα της µελέτης συστηµάτων-µοντέλων είναι ο προσδιορισµός 

των συναρτησιακών σχέσεων που συνδέουν τα διάφορα µέρη τους. Πολλές φορές ο 

άµεσος  προσδιορισµός των συναρτησιακών αυτών σχέσεων είναι από τα πράγµατα 

όχι µόνο χρονοβόρος και επίµονος άλλα σε ορισµένες περιπτώσεις και αδύνατος. 

Αντίθετα αυτό που είναι εύκολο και άµεσα διαθέσιµο στις περιπτώσεις αυτές είναι 

σχέσεις µεταξύ ορισµένων µεταβλητών και ρυθµών µεταβολής άλλων ή και των ίδιων 

µεταβλητών. Στις περιπτώσεις αυτές προκύπτει το πρόβληµα προσδιορισµού 

συναρτήσεων ενός συστήµατος – µοντέλου από πληροφορίες που αναφέρονται στους 

ρυθµούς µεταβολής τους. Για παράδειγµα από το ρυθµό µεταβολής ενός πλυθησµού, 

που για ένα ορισµένο χρονικό διάστηµα µπορεί να υποτεθεί ότι είναι ανάλογος του 

µεγέθους του πληθυσµού αυτού, µπορεί να παραχθεί η συνάρτηση εξέλιξης του 

πληθυσµού ως προ το χρόνο. 

Η γενική θεωρία προσδιορισµού µιας συνάρτησης, από πληροφορίες που 

αναφέρονται σε ρυθµούς µεταβολής της, µπορεί να λάβει την  µαθηµατική µορφή της 

διαφορικής εξίσωσης.  Συγκεκριµένα όταν οι ρυθµοί µεταβολής θεωρούνται ότι 

συµβαίνουν συνεχώς ή ταυτόχρονα τότε εκφράζονται ως παράγωγοι και οι εξισώσεις 

που τις περιλαµβάνουν διαφορικές εξισώσεις (differential equation). 

Σκοπός του κεφαλαίου αυτού είναι να παρουσιάσει βασικές έννοιες 

διαφορικών εξισώσεων που βρίσκουν εφαρµογή στα µοντέλα που αναλύονται στα 

πλαίσια της συγκεκριµένης πτυχιακής εργασίας. 

 

Παραδείγµατα διαφορικών εξισώσεων σε µαθηµατικά µοντέλα 

Μοντέλα ανάπτυξης 

Με τα µοντέλα αυτά εκφράζεται η πρόταση ότι ο ρυθµός µεταβολής ενός µεγέθους 

είναι ανάλογος της παρούσας τιµής του. ∆ηλαδή αν η µεταβλητή x είναι µια 

παραγωγίσιµη συνάρτηση του χρόνου t τότε η πρόταση αυτή που οι βιολόγοι 

αναφέρουν ως νόµο της φυσικής µεγέθυνσης (law of natural growth) ή µοντέλο 



∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ Μ.Π.Σ 
  

 

ΙΤΣΚΟΣ ΜΗΝΑΣ  16 
 

 

καθαρής εκθετικής µεγέθυνσης (model of pure exponential growth) εκφράζεται µε 

την εξής διαφορική εξίσωση 

rx
dt

dx
=  (Εξίσωση 3.1) 

Όπου η σταθερά αναλογίας (constant of proportionality) r ονοµάζεται και σταθερά 

µεγέθυνσης (grouth constant). Στην περίπτωση αυτή ισχύει η πρόταση ότι ένα 

µέγεθος Α είναι ευθέως ανάλογο ή απλώς ανάλογο ενός µεγέθους Β ισοδυναµεί προς 

την εξίσωση Α=αΒ και ότι ένα µέγεθος Α είναι αντιστρόφως ανάλογο προς ένα 

µέγεθος Β ισοδυναµεί µε την εξίσωση Α=α-1
Β όπου α≠0 είναι η σταθερά της 

αναλογίας. 

 

Μοντέλο αποθηκευτικής αλυσίδας 

Η βασική υπόθεση του µοντέλου καθαρής εκθετικής µεγέθυνσης που µελετήθηκε 

παραπάνω είναι ότι ο ρυθµός αύξησης του πληθυσµού είναι σταθερός και 

ανεξάρτητος του µεγέθους του. Αυτό σηµαίνει ότι το µοντέλο αυτό θεωρεί ότι 

υπάρχουν αρκετοί διαθέσιµοι πόροι οι οποίοι µπορούν να υποστηρίξουν οποιοδήποτε 

επίπεδο πληθυσµού χωρίς να υπάρχει κανένα είδος ανταγωνιστικής αλληλεξάρτησης 

µεταξύ των ατόµων του πληθυσµού που να θέτει εµπόδιο στην αύξησή του. Είναι 

σαφές ότι οι υποθέσεις αυτές δεν είναι τόσο ρεαλιστικές που να συµπίπτουν µε την 

πραγµατικότητα διότι όπως είναι γνωστό κάθε είδος πληθυσµού είναι αναγκασµένο 

να ζει σε ένα περιορισµένο περιβάλλον µε ένα µε περιορισµένες ποσότητες 

διαθέσιµων πόρων επιβίωσης. Οι περιβαλλοντικοί αυτοί παράγοντες επιβάλλουν ένα 

ανώτατο όριο στο µέγεθος του πληθυσµού και καθώς ο πληθυσµός πλησιάζει το 

ανώτατο αυτό όριο τόσο ο ρυθµός αύξησης του µειώνεται. Έτσι κάθε µοντέλο 

δυναµικής εξέλιξης πληθυσµού θα πρέπει να σχετίζεται µε το ότι ο ρυθµός 

µεγέθυνσης ενός πληθυσµού δεν είναι σταθερός άλλα εξαρτάται από το µέγεθος του 

πληθυσµού.  

Είναι προφανές ότι ο εσωτερικός ρυθµός ανάπτυξης r στις περισσότερες 

περιπτώσεις δεν είναι σταθερός αλλά εξαρτάται από το µέγεθος του πληθυσµού x. 

Ισχύει δηλαδή ότι r = r(x) και F(x) = r(x)x. Στην περίπτωση που το r(x)  είναι µια 

φθίνουσα συνάρτηση του x, τότε το µοντέλο περιγράφει µια διαδικασία  
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αναπλήρωσης (feedback), η οποία ρυθµίζει την αύξηση του πληθυσµού καθώς οι 

τιµές του x αυξάνονται. 

 Στην διαφορική εξίσωση xxr
dt

dx
)(=  θέτοντας F(x) = r(x)x προκύπτει ότι 

x

xF
xr

)(
)( =  που λέγεται αναλογικός ρυθµός ‘ανάπτυξης΄ (proportional growth rate) 

και εξαρτάται από το επίπεδο του πληθυσµού x. 

 
H ποιο χρήσιµη περίπτωση είναι εκείνη στην οποία ισχύει 

 

)1()(
K

x
rxr −=           (Εξίσωση 3.2) 

 

στην περίπτωση αυτή η διαφορική εξίσωση γίνεται 

 

)()1( xF
K

x
rx

dt

dx
=−=           (Εξίσωση 3.3) 

 

η οποία είναι γνωστή ως το µοντέλο της αποθηκευτικής αλυσίδας (Logistic Model) ή 

µοντέλο Verhulst. Το µοντέλο της αποθηκευτικής αλυσίδας αναπτύχθηκε από τον 

Βέλγο µαθηµατικό Pierre Verhulst (1838) ο οποίος διατύπωσε ότι το ποσοστό 

αύξησης πληθυσµών µπορεί να περιοριστεί, δηλαδή ότι µπορεί να εξαρτηθεί από την 

πυκνότητα των πληθυσµών.  

 

Συνήθεις διαφορικές εξισώσεις ορισµοί και παραδείγµατα. 

Μια συνήθης διαφορική εξίσωση είναι µια εξίσωση που συνδέει τη µε 

ταβλητή x, την άγνωστη συνάρτηση y(x) και τις παραγώγους της λέγεται συνήθης 

διαφορική εξίσωση. Η γενική µορφή µιας διαφορικής εξίσωσης θα είναι η 

 

0,...),,( =
dx

dy
yxF  (Εξίσωση 3.4) 
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Όπου η συνάρτηση F(x,y,z,ω) είναι δεδοµένη συνάρτηση των µεταβλητών 

x,y,
2

2

,
dx

yd

dx

dy
z == ω . Η λύση µιας τέτοιας εξίσωσης απαιτεί την εύρεση µιας 

συνάρτησης y(x) η οποία ικανοποιεί την εξίσωση 3.4 για κάθε x. 

Ταξινόµηση των διαφορικών εξισώσεων : 

• Κατά την τάξη της ανώτερης παραγώγου που εµφανίζεται στην εξίσωση. Η 

γενική µορφή µιας εξίσωσης πρώτης τάξης είναι : 

)0),,( =
dx

dy
yxF  (Εξίσωση 3.5) 

Ενώ µιας δεύτερης τάξης : 

)0),,,(
2

2

=
dx

yd

dx

dy
yxF   (Εξίσωση 3.6) 

• Γραµµικές και µη γραµµικές διαφορικές εξισώσεις 

Παραδείγµατα γραµµικών εξισώσεων 

02,0sin2' =−=+− y
dx

dy
xyxy  (Εξίσωση 3.7) 

Παραδείγµατα µη γραµµικών εξισώσεων 

 

,0
2

2

=−







xy

dx

yd
 01' =+−

dx

dy
yy  (Εξίσωση 3.8) 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Θεωρούµε την εξίσωση 1' =y . Είναι προφανές ότι για να λυθεί η 

εξίσωση αυτή θα πρέπει να ολοκληρωθεί δυο φορές. ∆ηλαδή   

21

2

1
'

2
1 CxC

x
yCx

dx

dy
y ++=⇒+=⇒=  

Η πράξη ολοκλήρωσης πάντα συνοδεύεται από µια σταθερά. Ολοκληρώνοντας δυο 

φορές την διαφορική εξίσωση προκύπτουν δυο σταθερές. 
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Αν η συνάρτηση που δίνει την λύση της διαφορικής εξίσωσης περιέχει τόσες 

αυθαίρετες σταθερές όσες είναι η τάξη της εξίσωσης τότε δίνει το σύνολο όλων των 

λύσεων αυτής της εξίσωσης. Η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται γενική λύση της 

εξίσωσης. ∆ηλαδή, γενική λύση µιας πρωτοτάξιας εξίσωσης δίνεται από 

µιαµονοπαραµετρική οικογένεια συναρτήσεων γενική λύση µιας δευτεροτάξιας 

εξίσωσης δίνεται από µια διπαραµετρική οικογένεια συναρτήσεων. Για να βρεθεί η 

µοναδική λύση µιας διαφορικής εξίσωσης πρέπει να συµπεριληφθούν 

συµπληρωµατικές συνθήκες. Αυτές οι συνθήκες είναι απαραίτητες για να 

προσδιοριστούν οι σταθερές της γενικής λύσης. 

 

∆ιαχωρίσιµες εξισώσεις  

Οι διαχωρίσιµες εξισώσεις είναι της µορφής  

)(),(),( yBxAyxf
dx

dy
==  (Εξίσωση 3.9) 

Οι εξισώσεις αυτές µπορούν να αναδιαταχθούν έτσι ώστε οι όροι που 

περιέχουν µόνο την y οµαδοποιούνται µε dy και οι όροι που περιέχουν µόνο την x 

οµαδοποιούνται µε dx. Έτσι η εξίσωση 3.9 σε χωρισµένη µορφή γράφεται :  

dxxA
yB

dy
)(

)(
=  (Εξίσωση 3.10) 

Ολοκληρώνοντας και τα δυο µέρη της εξίσωσης 3.10 προκύπτει 

( )
( )∫ ∫ += CdxxA

yB

dy
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ. Να βρεθεί η γενική λύση της εξίσωσης 

2y
dx

dy
−=  

ΛΥΣΗ. Γράφοντας την εξίσωση σε διαχωρισµένη µορφή προκύπτει  

dx
y

dy
y

dx

dy
−=⇒−=

2
2  

Ολοκληρώνοντας και τα δυο µέρη της τελευταίας ισότητας παίρνουµε 
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c
x

ycx
y

+=⇒+=
11

 

Σύµφωνα µε το αποτέλεσµα προέκυψε µια µονοπαραµετρική οικογένεια 

συναρτήσεων και αυτό συµφωνεί µε το γεγονός ότι η εξίσωση είναι πρωτοτάξια. 

Ταυτόχρονα προκύπτει ότι η y = 0 είναι επίσης λύση της εξίσωσης 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΤΕΤΑΡΤΟ 

MATHEMATICA 

Εισαγωγή  

Σκοπός του κεφαλαίου αυτού είναι να γίνει µια εισαγωγή στη χρήση του λογισµικού 

πακέτου Mathematica, και συγκεκριµένα να εξετάσσει ένα µικρό µέρος του πακέτου, 

δίνοντας έµφαση σε βασικούς χειρισµούς και έννοιες.  

Ουσιαστικά πρόκειται για µια εισαγωγή σε κάποιες από τις δυνατότητες που 

χρησηµοποιήθηκαν από το λογισµικό για τις ανάγκες της συγκεκριµένης πτυχιακής 

εργασίας. Πρέπει να σηµειωθεί ότι οι εντολές παρουσιάζονται στα παραδείγµατα στη 

σχετικά πιο απλά µορφή τους, ωστόσο υπάρχουν διάφορες επιλογές για την καθεµία 

από αυτές που σχετίζονται είτε µε την εµφάνιση των αποτελεσµάτων είτε µε τους 

υπολογισµούς.  

 

Εισαγωγή στο MATHEMATICA 

∆ηµιουργός του Mathematica είναι ο επιστήµονας Stephen Wolfram . O Wolfram 

γεννήθηκε το 1959 στο Λονδίνο, και πήρε το διδακτορικό του στην Θεωρητική 

Φυσική από το πανεπιστήµιο του Caltech σε ηλικία 20 χρονών. Ο Wolfram γρήγορα 

έγινε ένας από τους πρωταγωνιστές στον νέο ραγδαία αναπτυσσόµενο κλάδο των  

επιστηµονικών υπολογισµών. Το 1979 δηµιούργησε το SMP το πρώτο µοντέρνο 

υπολογιστικό σύστηµα άλγεβρας το οποίο κυκλοφόρησε εµπορικά το 1981. Το κύριο 

ερευνητικό του ενδιαφέρον αφορούσε τις αρχές που διέπουν την πολυπλοκότητα που 

συναντάµε στην φύση. Το 1986 και έπειτα από µια επιτυχή ακαδηµαϊκή καριέρα ο 

Wolfram, ίδρυσε την εταιρεία Wolfram η οποία διέθεσε εµπορικά την πρώτη έκδοση 

του Mathematica στις 23 Ιουνίου του 1988, η οποία σηµείωσε σηµαντική επιτυχία και 

καθιέρωσε την εταιρεία Wolfram ως µια από τις πρώτες εταιρείες σε παγκόσµια 

κατάταξη στην παραγωγή software. Το 1991, κυκλοφόρησε η 2η έκδοση του 

Mathematica, ενώ ακολούθησαν οι εκδόσεις 3, 4 και 5 τις χρονιές 1996, 1999 και 

2003 αντίστοιχα. Σήµερα υπάρχουν περίπου 2.000.000 χρήστες του Mathematica 

παγκοσµίως, οι οποίοι ανήκουν σε κλάδους όπου τα µαθηµατικά είναι ένα 

απαραίτητο εργαλείο όπως µαθηµατικοί, µηχανολόγοι, οικονοµολόγοι και άλλες 

επιστήµες. 
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Το Mathematica είναι ένα µαθηµατικό πακέτο µε πολλές δυνατότητες σε 

σχεδόν όλους τους τοµείς των µαθηµατικών (Άλγεβρα, Θεωρία συνόλων, Ανάλυση, 

διαφορικές εξισώσεις, Στατιστική κ.α.). Η υπολογιστική µηχανή του Mathematica 

είναι ο πυρήνας (kernel), ενώ η σύνδεση µεταξύ του χρήστη και του πυρήνα γίνεται 

µέσω του front end (περιβάλλον εργασίας) και του Mathematica notebook. 

Παρόλα τα πλεονεκτήµατα της ύπαρξης ενός κοινού πυρήνα, δυστυχώς 

υπάρχουν και ορισµένα µειονεκτήµατα, όπως είναι η αρκετά χαµηλή ταχύτητα 

επεξεργασίας (σε σχέση µε τις καθαρές γλώσσες προγραµµατισµού), η αστάθεια του 

προγράµµατος και οι αυξηµένες απαιτήσεις για µνήµη. Η χαµηλή ταχύτητα φαίνεται 

κυρίως όταν ζητείται η επαναλαµβανόµενη εκτέλεση µιας σειράς εντολών (π.χ. 

Loops) και οφείλεται κυρίως στο ότι το Mathematica χρησιµοποιεί interpreter και όχι 

compiler όπως οι κλασσικές γλώσσες προγραµµατισµού (C, Pascal, Vbasic, Fortran 

κ.α.). 

Όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, το πακέτο αποτελείται από δύο µέρη: 

 

- τον πυρήνα (Kernel) ο οποίος περιέχει τον κώδικα επεξεργασίας των εντολών, και 

- το Notebook interface µέσα από το οποίο επικοινωνεί ο χρήστης µε τον πυρήνα. 

 

Μόλις ξεκινά το πρόγραµµα, ο χρήστης έχει µπροστά του ένα άδειο Notebook 

στο οποίο µπορεί εισάγει µία εντολή ή ένα σύνολο από εντολές (µετά το Ιn[i]:=...). 

Πατώντας ταυτόχρονα τα πλήκτρα SHIFT και ENTER οι εντολές αυτές στέλνονται 

στον πυρήνα (µε απλό ENTER απλώς πάµε στην επόµενη γραµµή, από όπου αν 

θέλουµε µπορούµε να γράψουµε νέα εντολή) ο οποίος τις εκτελεί µία - µία µε τη 

σειρά και στέλνει τα αποτελέσµατα ξανά πίσω στο Notebook (µετά το Out[i]:=...). 

Αρχικά ο πυρήνας δεν είναι ενεργοποιηµένος αλλά ενεργοποιείται την πρώτη 

φορά που θα εκτελέσουµε κάποια εντολή. Οι µεταβλητές που χρησιµοποιούνται είναι 

Global (δηλαδή είναι δηλωµένες στον πυρήνα και οι τιµές τους µπορούν να 

ανακληθούν ή να τροποποιηθούν οποιαδήποτε στιγµή µετά τον ορισµό τους) εκτός αν 

δηλωθούν διαφορετικά (π.χ. ως Local µέσα σε ένα Module οπότε µετά το τέλος του 

δεν υφίστανται). 

Εάν υπάρχει κάτι µη αποδεκτό από το Mathematica στο In, τότε στο Out 

εµφανίζεται κάποιο προειδοποιητικό µήνυµα. Εάν έχουµε ζητήσει την εκτέλεση 

κάποιων σύνθετων εντολών και το πρόγραµµα καθυστερεί να αποκριθεί (π.χ. λόγω 
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εισαγωγής σε ατέρµονο βρόχο) τότε µπορούµε να διακόψουµε την εκτέλεση από το 

/Kernel/Quit Kernel. 

Αν στο τέλος κάποιας εντολής υπάρχει ‘;’ τότε όταν η εντολή εκτελείται τα 

αποτελέσµατα δεν εµφανίζονται (µπορούν όµως π.χ. να χρησιµοποιηθούν για τις 

επόµενες εντολές). 

Επίσης είναι χρήσιµο να παρατηρήσουµε ότι το πρόγραµµα κάνει διάκριση 

µεταξύ πεζών - κεφαλαίων γραµµάτων (Οι εντολές όλες είναι µε πεζά εκτός από το 

πρώτο γράµµα). 

To Mathematica έχει την δυνατότητα να πραγµατοποιεί (µέσα από 

εκατοντάδες εντολές και συναρτήσεις) κυρίως τρεις κατηγορίες εντολών: 

 

i) Αριθµητικούς υπολογισµούς: απλούς υπολογισµούς χρησιµοποιώντας τις 

συνήθεις πράξεις +, − , *, / ,^ κ.ο.κ. (π.χ. 5+7, 3^100), αλλά και σύνθετους 

υπολογισµούς όπως π.χ. την αριθµητική εύρεση των ριζών µιας εξίσωσης ή τον 

αριθµητικό υπολογισµό ενός ορισµένου ολοκληρώµατος. 

 

ii) Συµβολικό λογισµό: Την εύρεση ή απλοποίηση εκφράσεων που περιέχουν 

µαθηµατικές µεταβλητές x, y… κ.ο.κ., π.χ. την εύρεση της παραγώγου συνάρτησης 

µιας οποιασδήποτε συνάρτησης, ή την εύρεση ενός αορίστου ολοκληρώµατος (π.χ. 

Integrate[x^4/(x^2-1),x] ), ή την απλοποίηση ενός σύνθετου κλάσµατος κ.ο.κ. 

 

iii) Γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων σε µία ή περισσότερες διαστάσεις 

(π.χ. Plot[Sin[x],{x,0,2*Pi}] ). 

 

Επίσης υπάρχουν και πολλές εντολές χειρισµού δοµών δεδοµένων (λίστες - 

πίνακες), επανάληψης (Do, While), λογικές (Ιf), εµφάνισης αποτελεσµάτων (Print ) κ.α. 

οι οποίες συνδυαζόµενες µπορούν να αποτελέσουν ολοκληρωµένα προγράµµατα. 

Το Mathematica επίσης προσφέρει τη δυνατότητα να φορτωθούν επιπλέον 

πακέτα εντολών (packages) τα οποία περιέχουν εξειδικευµένες εντολές (π.χ. 

υπάρχουν αρκετά Statistical Packages που περιέχουν επιπλέον εντολές και 

συναρτήσεις). 

Οι εντολές και οι συναρτήσεις του Mathematica είναι πολλές εκατοντάδες και 

για αυτό στη συνέχεια παρουσιάζονται ορισµένες βασικές καθώς και ορισµένες 

εντολές που βρίσκουν εφαρµογή στην συγκεκριµένη πτυχιακή εργασία. Για µία 
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πλήρη παρουσίαση όλων των εντολών και των δυνατοτήτων του Mathematica ο 

χρήστης µπορεί να παραπεµφθεί στο αναλυτικότατο help Browser του Notebook. 

 

 

 

 
 
Τελεστές 

 

Οι τελεστές είναι σύµβολα που δηλώνουν πράξεις µεταξύ τελεστών, δηλαδή αριθµών, 

αλυσίδων χαρακτήρων κ.λ.π.. Υπάρχουν 4 κατηγορίες τελεστών : αριθµητικοί, 

χαρακτήρων, σύγκρισης και λογικοί. 

 

Τελεστές αριθµητικοί 

 
Οι αριθµιτικοί τελεστές χρησιµοποιούνται για πράξεις µεταξύ αριθµών (Πίνακας 4.1). 

 

Τελεστής Συνάρτηση Λειτουργία Σύνταξη 

+ Plus[] Πρόσθεση 
x+y 

Plus[x,y] 

− Minus[x,y] Αφαίρεση 
x-y 

Minus[x,y] 

* Times[x,y] Πολλαπλασιασµός 
x*y 

Times[x,y] 

/  ∆ιαίρεση 
x/y 

Times[x,Power[y,-1] 

^  Power[x,y] ∆ύναµη(Ctrl+6) 
x^y 

Power[x,y] 

Πίνακας 4..1 (Αριθµητικοί τελεστές) 

 

 

Από τον παραπάνω πίνακα αλλά και τους πίνακες των λογικών τελεστών και των 

τελεστών σύγκρισης που αναφέρονται παρακάτω προκύπτει ότι κάθε έκφραση στο 

Mathematica µπορεί να γραφεί µε την µορφή συνάρτησης. Η εκτέλεση κάθε εντολής 
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γίνεται πατώντας Shift+Enter, ενώ το Enter χρησιµοποιείται στην περίπτωση που ο 

χρήστης θέλει να εισάγει παραπάνω από µια εντολές στο ίδιο κελί για να τις 

εκτελέσει όλες µαζί στη συνέχεια µε το Shift+Enter. 

 

Παράδειγµα  

In[1]:= 3 ++++5 

Out[1]= 8 

In[2]:= 8****2 

Out[2]= 16 

In[3]:= 2^2 

Out[3]= 4 

Παρατήρηση : Το σύµβολο του πολλαπλασιασµού (*) µπορεί να αντικατασταθεί και µε τον κενό 

χαρακτήρα. 

 

 

Τελεστές Σύγκρισης 
 

Οι τελεστές σύγκρισης χρησιµοποιούνται για σύγκριση µεταξύ αριθµών ή αλυσίδων 

χαρακτήρων (Πίνακας 4.2). 

 

 

Τελεστής Λειτουργία Σύνταξη 

== ή Equal[] Ισότητα x==y ή Equal[x,y] 

!= ή UnEqual[] Ανισότητα x!=y ή UnEqual[x,y] 

> ή Greater[] Μεγαλύτερο 
x>y ή Greater[x,y] 

> ή Greater[] Μεγαλύτερο 
x>y ή Greater[x,y] 

> ή Greater[] Μεγαλύτερο 
x>y ή Greater[x,y] 

< ή Less[] Μικρότερο x<y ή Less[x,y] 

>= ή GreaterEqual[] Μεγαλύτερο ή ίσο x>=y ή GreaterEqual[x,y] 

<= ή LessEqual[] Μικρότερο ή ίσο x<=y ή LessEqual[x,y] 

Πίνακας 4.2 (Τελεστές Σύγκρισης) 
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Παράδειγµα  

In[10]:= 2 ==    2 

Out[10]= True 

In[11]:= 21 ≠    62 

Out[11]= True 

 

 

Τελεστές Λογικοί 
 

Οι λογικοί τελεστές χρησιµοποιούνται για την εκτέλεση λογικών πράξεων (Πίνακας 

4.3). 

 

Τελεστής  Λειτουργία 

! ή Not[x] Λογική άρνηση 

&& ή And[x,y] Λογική πρόσθεση 

|| ή Or[x,y] ∆ιάζευξη 

&&! ή Xor[x,y] ή/και 

Πίνακας 4.3 (Τελεστές Λογικοί) 

 

 

Παράδειγµα 4.3 

In[12]:= Not[3 >= >= >= >= 3] 

Out[12]= False 

In[13]:= [4 ==3)&& (3 > > > > 2) 

Out[13]= False 
In[14]:= True ||True 
Out[14]= True 
In[15]:= (3>4)&&! (3 <5) 
Out[15]= False 

 

Εκφράσεις στo Mathematica 
 
Ανεξάρτητες µονάδες, όπως µεταβλητές, σταθερές, συναρτήσεις και τελεστές 

συνδυάζονται για να κατασκευάσουν εκφράσεις. Μια έκφραση είναι ένας τύπος 

υπολογισµού µιας τιµής. Οι τελεστές προσδιορίζουν την επεξεργασία που θα 

υποστούν οι τελεσταίοι. 
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Παράδειγµα  

 

 

Ο υπολογισµός της τιµής µιας έκφρασης ακολουθεί την παρακάτω σειρά 

προτεραιότητας : 

 

Τύπος Τελεστής Σειρά προτεραιότητας για τελεστές µε την 

ίδια προτεραιότητα 

 
Αριθµητικός 

^ 
* / 
+ − 

∆εξιά προς αριστερά 
Αριστερά προς τα δεξιά 
Αριστερά προς τα δεξιά 

 
Σύγκρισης 

< <= 
> >= 
== != 

 
Αριστερά προς τα δεξιά 

 
Λογικοί 

! 
&& 

|| 

∆εξιά προς αριστερά 
Αριστερά προς τα δεξιά 
Αριστερά προς τα δεξιά 

 

Σε µια έκφραση προηγούνται στην εκτέλεση οι πράξεις που είναι µέσα στις 

παρενθέσεις. Οι εκφράσεις διακρίνονται σε πραγµατικές, ακέραιες κ.λ.π. αν το 

αποτέλεσµα της τιµής της έκφρασης είναι πραγµατικός αριθµός, ακέραιος αριθµός 

κ.λ.π. 

 

Ποιοι είναι οι τύποι αριθµών που υποστηρίζει το Mathematica ; 
 
Το Mathematica υποστηρίζει : α) ακέραιους αριθµούς, β) ρητούς αριθµούς, γ) 

πραγµατικούς αριθµούς και δ) µιγαδικούς αριθµούς. Στα παρακάτω παραδείγµατα 

φαίνονται οι τρόποι µε τον οποίο χειρίζεται το Mathematica τους διάφορους τύπους 

αριθµών. 

Στο παρακάτω παράδειγµα φένεται ότι ο αριθµός ¾ θεωρείται από το 

Mathematica ως Rational µε δύο ορίσµατα : τον αριθµητή 3 και τον παρονοµαστή 4, 

ενώ σε αντίθεση µε άλλες γλώσσες προγραµµατισµού το Mathematica αναπαριστά 

τον αριθµό αυτό αλλά και όλους τους ρητούς αριθµούς µε την πλήρη µορφή τους. 
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Παράδειγµα  

 

 

Το Mathematica παρέχει την δυνατότητα ελέγχου αν ένας αριθµός είναι 

ακέραιος ή αν µια έκφραση είναι αριθµός κάνοντας χρήση των συναρτήσεων 

IntegerQ και NumberQ αντίστοιχα στο παρακάτω παράδειγµα. Παρόµοιες 

συναρτήσεις µπορεί κάποιος να βρει µε χρήση της βοήθειας. 

 

Παράδειγµα  

In[53]:= IntegerQ[3/4] 
Out[53]= False 
In[54]:= NumberQ[3/4] 
Out[54]= True 
In[55]:= NumberQ[Pi] 
Out[55]= False 

 
Επίλυση µιγαδικών αριθµών µε το Mathematica 
 

Το Mathematica παρέχει την δυνατότητα επίλυση µιγαδικών αριθµών µε 

µεγάληευκολία όπως προκύπτει από το παρακάτω παράδειγµα. 

 

Παράδειγµα 

Έστω ο µιγαδικός αριθµός 

 

 

Το πραγµατικό του µέρος είναι 
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ενώ το φανταστικό του µέρος είναι 

 

Ο συζυγής µιγαδικός αριθµός είναι  

 

Το µέτρο του µιγαδικού αριθµού z είναι 

 

και το όρισµα του είναι 

 

και συνεπώς µπορούµε εύκολα να γράψουµε την τριγωνοµετρική µορφή του αριθµού 
αυτού ως 

 

Η συνάρτηση Simplify[έκφραση] κάνει όλες τις δυνατές απλοποιήσεις που µπορούν 
να γίνουν στην «έκφραση». Μιγαδικοί αριθµοί µπορούµε να έχουµε ως το 
αποτέλεσµα της επίλυσης εξισώσεων : 
 

 

 

 

Συναρτήσεις 
 

Για τον υπολογισµό εκφράσεων χρειαζόµαστε εκτός από τους γνωστούς 

αριθµητικούς τελεστές και συναρτήσεις όπως το ηµίτονο, ο λογάριθµος κ.λ.π. 

Το Mathematica υποστηρίζει ένα σύνολο συναρτήσεων για τον υπολογισµό 

τέτοιων εκφράσεων. Οι πιο στοιχειώδεις συναρτήσεις δίνοντε στον παρακάτω πίνακα. 
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Πίνακας - Αριθµητικές Συναρτήσεις 
 
Όνοµα Περιγραφή Παράδειγµα 
Abs[x] Απόλυτη τιµή του x In[23]:= Abs[−−−−3.1] 

Out[23]= 3.1 

In[24]:= Abs[3+ + + + 4 I] 
Out[24]= 5 

Sqrt[x] Τετραγωνική ρίζα του x In[25]:= Sqrt[4] 
Out[25]= 2 

In[26]:= Sqrt[3+ + + + 4 I] 
Out[26]= 2 i� 

Sin[x] Ηµίτονο του x σε ακτίνια In[27]:= Sin[Pi/2] 
Out[27]= 1 
In[28]:= Sin[PiI] 
Out[28]= �iSinh[] 

Cos[x] Συνηµίτονο του x σε ακτίνια In[30]:= Cos[Pi/2] 
Out[30]= 0 

Tan[x] Τόξο εφαπτοµένης του x In[32]:= Tan[Pi/2] 
Out[32]= ComplexInfinity 

Exp[x] ex In[34]:= Exp[0] 
Out[34]= 1 

 
Log[x] Φυσικός λογάριθµος του x In[36]:= Log[Exp[2]] 

Out[36]= 2 
In[37]:= Log[0] 
Out[37]= −∞ 

Max[X1, X2,...] Ο µέγιστος των Χ1,Χ2,… In[39]:= Max[1, 5, 2, 9] 
Out[39]= 9 

In[40]:= Max[{2, 3, 8, 1, −−−−2}] 
Out[40]= 8 

Min[X1, X2, ...] Ο ελάχιστος των Χ1,Χ2,… In[41]:= Min[1, 5, 2, 9] 
Out[41]= 1 

Παρατηρήσεις. 
1. Τα ονόµατα των συναρτήσεων στο Mathematica ξεκινούν πάντα µε κεφαλαίο 
γράµµα. 
2. Τα ορίσµατα των συναρτήσεων δίνονται µέσα σε τετράγωνες αγκύλες []. 
3. Εκτός από τα ονόµατα των συναρτήσεων µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και 
τις παλέτες που διαθέτει το Mathematica π.χ. File->Palettes->BasicCalculations 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σύνθετοι αριθµητικοί υπολογισµοί 
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Το Mathematica διαθέτει ένα σύνολο συναρτήσεων που µπορεί να βοηθήσει στην 

επίλυση σύνθετων υπολογιστικών προβληµάτων. Παρακάτω δίνονται ορισµένα 

χαρακτηριστικά παραδείγµατα. 

 

Nsolve[x2 −−−−    5x + + + + 6 ==    0, x] 
                                                                        {{{x→2.},{x→3.}}  

Η συνάρτηση NSolve[f(x)==0,x] στο παραπάνω παράδειγµα δίνει µια 

αριθµητική προσέγγιση των λύσεων της εξίσωσης f(x)=0 ως προς x. Όταν µια 

εξίσωση δεν µπορεί να λυθεί αλγεβρικά, τότε µπορεί να λυθεί µε προσεγγιστικές 

µεθόδους µέσω της συνάρτησης FindRoot[f(x)==0,{x,a}] όπου a είναι ένας αριθµός 

κοντά στην ρίζα ο οποίος χρησιµοποιείται για την έναρξη της προσεγγιστικής 

µεθόδου που θα χρησιµοποιηθεί. 

 

Nsolve[Cos[x] ==== = = = = x + + + + Log[x],x] 
Solve::tdep : The equations appear to involve the variables 
to be solved for in an essentially non−algebraic way. More… 

FindRoot[Cos[x] = = = = = = = = x + + + + Log[x], {x, 1}] 
{x→0.840619} 

 

Επιπλέον υπάρχει η δυνατότητα να υπολογιστούν ορισµένα ολοκληρώµατα 

µέσω της συνάρτησης NIntegrate[f(x),{x,a,b}]  που υπολογίζει το ορισµένο 

ολοκλήρωµα της συνάρτησης f(x) στο κλειστό διάστηµα [a,b] µε προσεγγιστικές 

µεθόδους όπως παρακάτω : 

 

Nintegrate[Exp[x2], {x, 0, 1}] 
1.46265 

 

Σύµβολικοί υπολογισµοί 
 

Το Mathematica µπορεί να χειριστεί µε την ίδια ευκολία που χειρίζεται τους αριθµούς 

και σύµβολα. Στην περίπτωση που ο χρήστης θέλει να παραγοντοποιήσει την 

έκφραση x39 + y39 κάνοντας χρήση την συνάρτηση Factor[] παίρνει το επιθυµητό 

αποτέλεσµα : 

 

Factor[x^39+ y^39] 
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[x+ y] [x2 − xy+ y2] 

[x12 − x11y + x10y2 −x9 y3 + x8 y4 − x7y5 + x6 y6 − 

x5y7 + x4 y8 − x3y9 +x2 y10 − xy11 + y12) 

(x24 + x23y − x21y3 −x20 y4 + x18 y6 + x17y7 − 

x15y9 − x14 y10 + x12y12 −x10 y14 − x9 y15 + 

x7y17 + x6 y18 − x4y20 −x3 y21 + xy23 + y24) 

 

Στην περίπτωση που ο χρήστης θέλει να κάνει όλες τις δυνατές απλοποιήσεις 

στο προηγούµενο αποτέλεσµα µπορεί να εφαρµόσει την συνάρτηση Simplify [ ] για 

να πάρει το παρακάτω αποτέλεσµα : 

 
Simplify[%] 
x39 + y39 

 

Ένα σηµαντικό πλεονέκτηµα που παρέχει το Mathematica στον χρήστη είναι η 

ακριβής επίλυση εξισώσεων.  Η συνάρτηση Solve[f(x)==0,x] χρησιµοποιείται για την 

επίλυση µια εξίσωσης εξίσωση f(x)=0 ως προς x, όπως παρακάτω 

 

 

 
Η συνάρτηση Reduce[f(x)==0,x] παρέχει επιπλέοπν την διερεύνηση της εξίσωσης για 

τις διάφορες τιµές της παραµέτρου : 

 

 

Οι παραπάνω συναρτήσεις Solve[f(x)==0,x] και Reduce[f(x)==0,x] µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν και για την επίλυση συστήµατος εξισώσεων όπως παρακάτω : 
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Η σύνταξη των συναρτήσεων στην περίπτωση αυτή είναι της µορφής 

 

Solve[{f1(x1,x2,…)==0,f2(x1,x2,..)==0,…},{x1,x2,…}] 

και 

Reduce[{f1(x1,x2,…)==0,f2(x1,x2,..)==0,…},{x1,x2,…}] 

 

αντίστοιχα. 

Το Mathematica µπορεί να χρησιµοποιηθεί επίσης στον υπολογισµό παραγώγων 1ης , 

2ης κ.ο.κ τάξης κάνοντας χρήση την συνάρτηση D[f(x),{x, τάξη}] ή µέσω της D[f(x),x] 

αν η τάξη είναι 1 π.χ. 

 

Παρόµοια µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό αόριστων ολοκληρωµάτων, 

κάνοντας χρήση της συνάρτησης Integrate[f,x] : 

 

 

 

Επιπλέον το Mathematica δίνει την δυνατόττητα επίλυσης απλών διαφορικών 

εξισώσεων κάνοντας χρήση την συνάρτηση DSolve[eqn, y, x] όπως παρακάτω: 
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Ενώ κάνοντας χρήση της συνάρτησης DSolve[{eqn1, eqn2, …  }, { y1, y2, …  }, x] ο 

χρήστης έχει την δυνατότητα να επιλύσει σύστηµα διαφορικών εξισώσεων 

 

 

 

Γραφικές Παραστάσεις 
 

Ένα µεγάλο πλεονέκτηµα που παρέχει το Mathematica στον χρήστη είναι η 

δηµιουργία γραφικών παραστάσεων µίας συνάρτησης ή και παραπάνω από µία 

συναρτήσεων µαζί εκτελόντας τις συναρτήσεις  Plot[f, {x, xmin , xmax}] και Plot[{ f1, 

f2, … }, { x, xmin , xmax}] αντίστοιχα όπως παρακάτω 

 

 

 

Η εκτέλεση της οποίας δίνει 
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∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ Μ.Π.Σ 
  

 

ΙΤΣΚΟΣ ΜΗΝΑΣ  36 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΠΕΜΠΤΟ 

ΜΟΝΤΕΛΑ ΚΡΙΣΙΜΗΣ ΥΠΟΠΛΗΡΩΣΗΣ 

 

Μοντέλο κρίσιµης υποπλήρωσης (The critical depensation model) 

Αν  )1)(1()(
0 K

x

K

x
rxxF −−=  (Εξίσωση 5.1) µε 0 < Κ0 < Κ 

τότε η ∆ιαφορική Εξίσωση 

)1)(1(
0 K

x

K

x
rx

dt

dx
−−=  (Εξίσωση 5.2) 

λέµε ότι ορίζει το κρίσιµο µοντέλο υποπλήρωσης 
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x 
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r ’(x) 
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r(x)  

 

 

 

   

 

 

 

Μια πρόχειρη γραφική παράσταση της r(x) είναι 
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The graph of the function of the R(x) 
R(x) 
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Θεωρητική λύση της διαφορικής εξίσωσης 






 −







−=

K

x

K

x
rx

dt

dx
11

0

 του 

µοντέλου κρίσιµης υποπλήρωσης 

 

Η ενότητα αυτή ασχολείται µε την θεωρητική λύση της διαφορικής εξίσωσης 

που ορίζει το µοντέλο κρίσιµης υποπλήρωσης (Εξίσωση 5.2). Η διαφορική εξίσωση 

του κρίσιµου µοντέλου υποπλήρωσης δίνεται από την παρακάτω διαφορική εξίσωση 

)1)(1(
0 K

x

K

x
rx

dt

dx
−−=  (Εξίσωση 5.3) 

Από την εξίσωση 5.3 προκύπτει ότι είναι µια διαχωρίσιµη διαφορική εξίσωση 

ή µια εξίσωση χωρισµένης µορφής. Για την λύση της συγκεκριµένης εξίσωσης θα 

πρέπει αρχικά να χωριστούν οι µεταβλητές  της εξίσωσης έτσι ώστε οι όροι που 

περιέχουν την µεταβλητή x να οµαδοποιηθούν µε την την dx και οι υπόλοιποι όροι να 

οµαδοποιηθούν µε την dt. Τέλος θα πραγµατοποιηθεί η ολοκλήρωση των 

χωριζόµενων πλέον µεταβλητών που οδηγήσει στην λύση της εξίσωσης.  

Πραγµατοποιώντας τις πράξεις πολλαπλασιασµού ανάµεσα στις δύο παρενθέσεις στα 

δεξιό µέλος της εξίσωσης 5.3 προκύπτει 
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Από την Εξίσωση 5.4 προκύπτει : 
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  (Εξίσωση 5.5) 

)()())((1 00 KxCxKxBKxKxA −+−+−−=⇒   (Εξίσωση 5.6) 

Οπότε : 
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Αντικαθιστώντας τα παραπάνω στην εξίσωση (Εξίσωση 5.5) προκύπτει 
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Μελέτη της συνάρτησης 
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Η εφαπτοµένη της F(x) στο σηµείο Μ(Κ*,F(K*)) έχει εξίσωση 
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Άρα η (ε) διέρχεται από την αρχή των αξόνων Ο(0,0) 

 

The graph of the function F(x) F(x) 
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Το κρίσιµο µοντέλο υποπλήρωσης µε σοδειά h(x) = qEx 

 ΄ 

Σκοπός της ενότητας αυτής είναι η µελέτη της ∆ιαφορικής εξίσωσης του 

µοντέλου κρίσιµης υποπλήρωσης µε σοδειά. Συγκεκριµένα θα µελετηθεί η ∆ιαφορική 

Εξίσωση  
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Τα σηµεία ισορροπίας είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης  

)()(0)()( xhxFxhxF =⇔−−  

0=⇔ x  ή qE
K

x

K

x
r =−− )1)(1(

0

 

qEKxKx
KK

r
=−−−⇔ ))(( 0

0

 

 

Η εξίσωση αυτή έχει λύση αν και µόνο αν  

 

)( *' KFqE ≤  

0

0

4

)(

KK

KKr
qE

−
≤  

KK

KK

q

r
E

4

)( 2
0−

≤  

 



∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ Μ.Π.Σ 
  

 

ΙΤΣΚΟΣ ΜΗΝΑΣ  44 
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The graph of the function F(x), h(x)) 
F(x), h(x) 
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Θεωρητική λύση της διαφορικής εξίσωσης qEx
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 του 

µοντέλου κρίσιµης υποπλήρωσης 

 

Να λυθεί η παρακάτω ∆ιαφορική Εξίσωση : 
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Από τα παραπάνω δεδοµένα προκύπτει : 
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Το µέλος της παραπάνω εξίσωσης που βρίσκεται µέσα στις παρενθέσεις είναι µια 

δευτεροβάθµια εξίσωση και εποµένως η εξίσωσης )()( xhxF − µπορεί να γραφεί µε 

την µορφή 

))(()()( 21
0

xxxx
KK

rx
xhxF −−−=−  

Όπου x1,x2 οι ρίζες της F(x) – h(x) 

Συνεπώς 
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⇒−−−= ))(( 21
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KK
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   (Εξίσωση 5.7) 

Αλλά  

⇒
−

+
−
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−− )()())((
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2121 xx
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xxxxx
 

 

)()())((1 1221 xxCxxxBxxxxxA −+−+−−=⇒  

Οπότε : 

 

Για x = 0 

21
21

1
1

xx
AxAx =⇒= , 

 

Για x = x1 
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1
)(01

211
11 xxx

BxxBx
−

=⇒−+= , 

 

Και για x = x2, προκύπτει 
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1
)(001

122
122 xxx

CxxCx
−

=⇒−++=  

Με αντικατάσταση έχουµε : 
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Ολοκληρόνωντας και αντικαθιστόντας το παραπάνω στην Εξίσωση 5.7 προκύπτει : 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΕΚΤΟ 

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΜΟΝΤΕΛΩΝ ΚΡΙΣΙΜΗΣ ΥΠΟΠΛΗΡΩΣΗΣ 

 

Εισαγωγή 

 Σκοπός του κεφαλαίου αυτού είναι να παρουσιάσει κάποιες εφαρµογές των 

µοντέλων κρίσιµης υποπλήρωσης που έχουν ήδη µελετηθεί και δηµοσιευτεί από 

κάποιους επιστήµονες. 

 Η πρώτη εφαρµογή που παρουσιάζεται είναι µια έρευνα µε τίτλο <<Ανοιχτή 

διέλευση και εξαφάνιση των ταχυδροµικών περιστεριών στην Βόρεια Αµερική>> που 

έγινε από τον Jon M.Conrad του τµήµατος Applied Economics and Management του 

Cornell University στην Νέα Υόρκη,  Αµερική. Στην έρευνα αυτή αναπτύσσεται ένα 

µαθηµατικό µοντέλο στο οποίο ο παράγοντας αύξησης πληθυσµού των περιστεριών 

παρουσιάζει χαρακτηριστικά κρίσιµης υποπλήρωσης ενώ παράλληλα παρουσιάζεται 

και η πιθανότητα εξαφάνισης του πληθυσµού.  

 

Εφαρµογή <<Ανοιχτή διέλευση και εξαφάνιση των ταχυδροµικών περιστεριών 

στην Βόρεια Αµερική>>  

 

Ένα µαθηµατικό µοντέλο τύπου open access αναπτύσσεται στην περίπτωση 

που το Χ συµβολίζει έναν ανανεώσιµο φυσικό πόρο ενώ το Ε συµβολίζει τον βαθµό 

δυναµικότητας συγκοµιδής του πόρου αυτού. Στην συγκεκριµένη περίπτωση 

υποτίθεται ότι η καθαρή ανάπτυξη του πόρου ξεπερνάει την κατάσταση κρίσιµης 

υποπλήρωσης ενώ το µαθηµατικό µοντέλο τύπου open access περιγράφεται από τις 

παρακάτω µη γραµµικές εξισώσεις. 
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11  (Εξίσωση 6.1) 
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Και                                    ( )[ ]cEqXEspaE −−=
•

  (Εξίσωση 6.2) 

Όπου : 

r>0, εσωτερικός ρυθµός ανάπτυξης 

 ελάχιστος βιώσιµος πληθυσµός 

, επίπεδο κορεσµού, > >0 

q>0, συντελεστής ικανότητας σύλληψης βιοµάζας 

α>, Συντελεστής προσαρµογής 

(p-s), Τιµή αγοράς καθαρή από τα έξοδα συγκοµιδής 

c, Μονάδα κόστους που καταβάλλεται για την συγκοµιδή 

 

στην περίπτωση που ισχύει ότι 

( )[ ] 2

KK

qsp

c +
<

−
 (Εξίσωση 6.3) 

Η open access οδηγείται σε εξαφάνιση. 

Ιστορικά στοιχεία σχετικά µε τα ταχυδροµικά περιστέρια στην Βόρεια 

Αµερική υποστηρίζουν ότι ο πληθυσµός του είδους αυτού είχε φτάσει σε επίπεδα 

µεταξύ 3x109 και 5x109 πριν από την αποίκηση της Αµερικής από τους Ευρωπαίους 

Ενώ η συγκοµιδή των ταχυδροµικών περιστεριών κατά την χρονική περίοδο 1850 

έως 1885 είχε ως αποτέλεσµα να οδηγηθεί ο συνολικός πληθυσµός τους κάτω από τα 

όρια του ελάχιστου βιώσιµου πληθυσµού . Υποστηρίζεται επίσης ότι το είδος των 

ταχυδροµικών περιστεριών εξαφανίστηκε από την φύση στις αρχές του 1901 ενώ το 

τελευταίο ζευγάρι ταχυδροµικών περιστεριών ψόφησε στους Ζωολογικούς κήπους 

του Cincinnati την 1 Σεπτεµβρίου 1914. 

Η συγκεκριµένη έρευνα έχει δυο στόχους. Ο πρώτος στόχος είναι να 

αναπτυχθεί ένα µαθηµατικό µοντέλο τύπου open access το οποίο θα περιλαµβάνει 

την περίπτωση-παράγοντα εξαφάνισης πληθυσµού των περιστεριών ως ένα πιθανό 
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αποτέλεσµα. Για τον σκοπό αυτό αναπτύσσεται ένα µαθηµατικό µοντέλο στο οποίο ο 

παράγοντας αύξησης πληθυσµού παρουσιάζει χαρακτηριστικά κρίσιµης 

υποπλήρωσης ενώ παράλληλα παρουσιάζεται και µια εµφανής κατάσταση 

εξαφάνισης πληθυσµού. 

 Ο δεύτερος στόχος της έρευνας είναι να εξετάσει την περίπτωση εξαφάνισης 

του πληθυσµού των ταχυδροµικών περιστεριών για καθαρά οικονοµικούς λόγους. 

Όπως προκύπτει από ιστορικά στοιχεία η επέκταση των σιδηροδροµικών γραµµών 

στις αρχές του 1850 και παράλληλα το άνοιγµα της αγοράς είχε ως αποτέλεσµα την 

διάδοση της ύπαρξης των ταχυδροµικών περιστεριών ως τροφή και σε άλλες περιοχές 

της Αµερικής όπως η Βοστώνη, Νέα Υόρκη, Φιλαδέλφια. Η διάδοση αυτή είχε ως 

αποτέλεσµα τα ταχυδροµικά περιστέρια να βρίσκονται στις υψηλότερες θέσεις 

προτιµήσεων των πελατών στα καλύτερα εστιατόρια και να καταναλώνονται σε 

µεγάλες ποσότητες. Παράλληλα µε την εξέλιξη των αγορών η συγκοµιδή των 

ταχυδροµικών περιστεριών ως τροφή έφτασε σε πολύ ψηλά επίπεδα την περίοδο 

1850 µε 1855, τέτοια που όπως προαναφέρθηκε οδήγησε τελικά στην εξαφάνιση του 

είδους στις αρχές του 1901. 

 

Open Access 

 Η open access µπορεί να οριστεί ως µια κατάσταση στην οποία ένας φυσικός 

πόρος υποβάλλεται σε συγκοµιδή χωρίς να τηρείται κανένας κανόνας κατά την φάση 

της συγκοµιδής, µε αποτέλεσµα την παρουσίαση φαινοµένων όπως υπερβολικό 

µέγεθος συγκοµιδής που µπορεί να οδηγήσει σε εξαφάνιση του πληθυσµού.  

 Το open access model χρησιµοποιεί µια λογιστική εξίσωση ανάπτυξης και 

µπορεί να περιγραφεί από της παρακάτω διαφορικές εξισώσεις : 

qXE
K

X
rXX −







 −=
•

1  (Εξίσωση 6.4) 

)( cEpqXEaE −=
•

  (Εξίσωση 6.5) 

 

Όπου : 
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X χρησιµοποιείται για να συµβολίσει τα αποθέµατα του πόρου που υπόκειται σε 

συγκοµιδή, και 

Ε χρησιµοποιείται για να συµβολίσει τον βαθµό δυναµικότητας συγκοµιδής. 

 

 Ο πρώτος όρος στο δεξιό µέρος της διαφορικής εξίσωσης περιγράφει την 

µεταβολή των αποθεµάτων στα αποθέµατα του φυσικού πόρου που υπόκειται σε 

συγκοµιδή  








 −=
K

X
rXXF 1)(   (Εξίσωση 6.6) 

Η παραπάνω εξίσωση είναι γνωστή ως η εξίσωση του µοντέλου της 

αποθηκευτικής αλυσίδας, όπου : 

r>0, εσωτερικός ρυθµός ανάπτυξης (intrinsic growth rate) 

Κ>0, επίπεδο κορεσµού (environmental carrying capacity) 

 Ο δεύτερος όρος στο δεξιό µέλος της διαφορικής εξίσωσης αποτελεί το 

µέγεθος συγκοµιδής του φυσικού πόρου και δίνεται από την παρακάτω σχέση  

qXEY =  (Εξίσωση 6.7) 

Όπου  

q>0, ικανότητα σύλληψης βιοµάζας (catch ability coefficient). 

  Στην περίπτωση που ο ρυθµός ανάπτυξης του φυσικού πόρου που υπόκειται 

σε συγκοµιδή είναι θετικός και µεγαλύτερος από την συγκοµιδή τα αποθέµατα του 

πόρου είναι λογικό να αυξάνονται. Αντίθετα στην περίπτωση που η σοδειά, 

συγκοµιδή του πόρου είναι µεγαλύτερη από τον ρυθµό ανάπτυξης του πόρου τα 

αποθέµατα πληθυσµού µειώνονται. 

Η δεύτερη εξίσωση που χρησιµοποιείται για να περιγράψει το open access 

model  

)( cEpqXEaE −=
•

  (Εξίσωση 6.8) 
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υποθέτει ότι η δυναµικότητα συγκοµιδής ανταποκρίνεται στο πρόσηµο και το 

µέγεθος του καθαρού κέρδους της συγκοµιδής. Στο δεξιό µέλος της διαφορικής 

εξίσωσης το p>0 συµβολίζει την σταθερή τιµή µονάδας του πόρου που έχει 

συγκεντρωθεί από την συγκοµιδή έτσι ώστε το pqXE  να συµβολίζει το κέρδος από 

την συγκοµιδή σε συγκεκριµένη χρονική στιγµή t. Η c>0 συµβολίζει την µονάδα 

κόστους συγκοµιδής, ενώ η παράµετρος a>0 είναι µια παράµετρος προσαρµογής η 

οποία καθρεφτίζει την ανταπόκριση της δυναµικότητας συγκοµιδής σε θετικό η 

αρνητικό κέρδος. Στην περίπτωση που το καθαρό κέρδος είναι θετικό η δυναµικότητα 

συγκοµιδής µεγαλώνει >0, ενώ αντίθετα στην περίπτωση που το καθαρό κέρδος 

είναι αρνητικό η δυναµικότητα συγκοµιδής µικραίνει. 

 Στην περίπτωση που η ανάπτυξη του φυσικού πόρου παρουσιάζει 

χαρακτηριστικά κρίσιµης υποπλήρωσης η εξίσωση που περιγράφει την ανάπτυξη 

αυτή είναι µια τριτοβάθµια εξίσωση (cubic function) η οποία γράφεται όπως 

παρακάτω 
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K
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X
rXXF 11)(   (Εξίσωση 6.9) 

 

Όπου 

r>0, είναι ο εσωτερικός ρυθµός ανάπτυξης όταν το Χ είναι λίγο µεγαλύτερο από το 

. Η εξίσωση αυτή έχει ρίζες στο Χ=0, Χ= . Όπου 

 είναι το επίπεδο του ελάχισοτυ βιώσιµου πληθυσµού, και 

  είναι το επίπεδο κορεσµού µε  > >0. 
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Σχήµα .. Γραφική παράσταση της διαφορικής εξίσωσης του µοντέλου κρίσιµης 

υποπλήρωσης 

 Η διαφορική εξίσωση (Εξίσωση 6.8) που χρησιµοποιήθηκε προηγουµένως για 

να εκφράσει την δυναµικότητα συγκοµιδής, τροποποιείται έτσι ώστε το (p-s) να 

συµβολίζει την τιµή αγοράς, p το κόστος µεταφοράς του προιόντος από την 

τοποθεσία συγκοµιδής. Στην περίπτωση αυτή οι εξισώσεις που περιγράφουν το open 

access system  γράφονται  
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11  (Εξίσωση 6.10) 

( )[ ]cEqXEspaE −−=
•

 (Εξίσωση 6.11) 

 

Αναλύοντας τις δυο παραπάνω εξισώσεις προκύπτει : 

Από την εξίσωση 6.10 για 0=
•

X  προκύπτει ότι 
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Από την εξίσωση 6.11 για 0=
∗

E  προκύπτει ότι : 

 

( )[ ] ( ) ( ) ⇒=−⇒=−⇒−− cqXspcEqXEspcEqXEspa 0  

( )qsp

c
X

−
=⇒  (Εξίσωση 6.13) 

 

Η εξίσωση 6.12 έχει δυο ρίζες  

KX = και KX =  

Το µέγιστο της εξίσωσης 6.12 προκύπτει στο 
2

KK
X

+
=    

Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα το 0=
•

E   να είναι µια κρίσιµη τιµή στο 

( )qsp

c
X

−
=  

 Στην περίπτωση που ισχύει η συνθήκη  

( ) 2

KK

qsp

c +
<

−
 

 

τα αποθέµατα του φυσικού πόρου θα υποστούν συγκοµιδή σε επίπεδα κάτω από τον 

ελάχιστο βιώσιµο πληθυσµό  µε αποτέλεσµα την εξαφάνιση του πληθυσµού. 

 

Οικονοµικά και βιολογικά στοιχεία που αφορούν τα ταχυδροµικά περιστέρια  

Πριν καν ακόµη από την αποίκηση της Βόρειας Αµερικής τα ταχυδροµικά 

περιστέρια εκτείνονταν από τις ανατολικές ακτές µέχρι τις δυτικές πεδιάδες του 

ποταµού Μισσισσιππή. Η ανοιξιάτικη µετανάστευση των πουλιών ξεκινούσε στις 

αρχές Μαρτίου από το Μεξικό µε προσανατολισµό προς τον Βορά στο Ontario, 
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Canadian Maritimes και Manitoba. Οι κύρια πηγή τροφής των ταχυδροµικών 

περιστεριών ήταν τα βελανίδια που περέχονταν σε αφθονία από τα δάση που 

κάλυπταν περιοχές όπως η Νέα Υόρκη το Οχάιο και Πενσιλβάνια. 

Ιστορικά στοιχειά που προέκυψαν από ανασκαφές που αφορούσαν ιθαγενείς 

της Αµερικής απέδειξαν ότι τα ταχυδροµικά περιστέρια αποτελούσαν βασική 

εποχιακή τροφή του διαιτολογίου τους. Οι ευρωπαίοι άποικοι της Αµερικής 

κυνηγούσαν επίσης τα ταχυδροµικά περιστέρια σε περιοχές όπου φώλιαζαν 

συγκεντρωµένα σε πληθυσµούς µεγαλύτερους από ένα εκατοµµύρια πουλιά. 

Εικάζεται ότι οι περιοχές όπου φώλιαζαν τα ταχυδροµικά περιστέρια κοντά στην Νέα 

Υόρκη είχαν µέγεθος 30 µίλια σε µήκος και έξι µίλια σε φάρδος. Οι φωλιές που 

κατασκεύαζαν τα περιστέρια πάνω στα δένδρα ήταν τόσο κοντά η µια µε την άλλη µε 

αποτέλεσµα τα κλαδιά να σπάνε κατά την περίοδο που το βάρος των νεογνών 

αυξάνονταν. 

Οι νεογνοί πιάνονταν εύκολα χτυπώντας απλά τις φωλιές µε ένα ξύλο ώστε να 

πέσουν κάτω στο έδαφος ενώ τα ενήλικα περιστέρια συνήθως πυροβολούνταν ή 

πιάνονταν µε κατάλληλα δίχτυα στο έδαφος. Το κόψιµο των δένδρων όπως οι 

βελανιδιές παράλληλα µε το κυνήγι των πουλιών είχε σαν αποτέλεσµα την µείωση 

της τροφής των πουλιών η οποία είχε σαν αποτέλεσµα την ταχύτατη µείωση του 

πληθυσµού τους. 

Την περίοδο αυτή στην οποία αναφέρεται η συγκεκριµένη  έρευνα δύο 

σηµαντικά επιτεύγµατα συνέβησαν στις µεταφορές και επικοινωνίες. Όσον αναφορά 

τις µεταφορές το καινούργιο οδικό δίκτυο που κατασκευάστηκε την εποχή εκείνη 

ευνόησε την µεταφορά των περιστεριών που πιάνονταν σε περιοχές όπως το Οχάιο, 

Μίσιγκαν, Ιντιάνα σε περιοχές όπως η Νέα Υόρκη, Φιλαδέλφεια, Βοστώνη σε 

λιγότερο από µια εβδοµάδα. Στις επικοινωνίες η επινόηση του τηλεγραφήµατος 

έδωσε την δυνατότητα επικοινωνίας από απόσταση µεταξύ αυτών που κυνηγούσαν τα 

περιστέρια και αυτών που τα προωθούσαν στην αγορά. Έτσι πλέον ρυθµίζονταν 

θέµατα που είχαν σχέση µε τιµές αγοράς, περιοχές συγκοµιδής κ.τ.λ. 

Ο αριθµός αυτών που κυνηγούσαν τα ταχυδροµικά περιστέρια αυξάνονταν 

συνεχώς καθώς οι ειδικοί στο κυνήγι των ταχυδροµικών περιστεριών πλαισιώνονταν 

είτε από τοπικούς αγρότες είτε από θυραµατοκυνηγούς. Ο τρόπος µε τον οποίο 

παγιδεύονταν τα ταχυδροµικά περιστέρια ήταν ιδιαίτερα απλός. Ένα τµήµα του 
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εδάφους σε κάποια συγκεκριµένη περιοχή καθαρίζονταν από τα άγρια χόρτα ενώ 

στην συνέχεια κατασκευάζονταν µικρές γούρνες µε νερό και παράλληλα σκορπούσαν 

καρπούς βελανιδιάς στο έδαφος. Καθώς ένα κοπάδι ταχυδροµικών περιστεριών 

πετούσε ακριβώς πάνω από την συγκεκριµένη περιοχή ένα παγιδευµένο περιστέρι 

που βρίσκονταν στο έδαφος και τρέφονταν µε τους καρπούς προσέλκυε το κοπάδι 

κάτω στο έδαφος για να τραφεί. Την κατάλληλη στιγµή ενώ τα περιστέρια 

βρίσκονταν στο έδαφος παγιδεύονταν µε ειδικά δίχτυα. Συνήθως 200 µε 600 

περιστέρια παγιδεύονταν κάθε φορά που ένα κοπάδι προσελκύονταν από το 

παγιδευµένο περιστέρι στο έδαφος. Σε µια συγκεκριµένη περιοχή στο Μίσιγκαν το 

1874 ένας κυνηγός παγίδεψε περισσότερα από 1300 περιστέρια από ένα κοπάδι.    

 

Εφαρµογή της open access στα ταχυδροµικά περιστέρια 

 

Όπως προαναφέρθηκε σε προηγούµενη ενότητα στην περίπτωση που ισχύει η 

συνθήκη 

( ) 2

KK

qsp

c +
<

−
 

τα αποθέµατα του φυσικού πόρου θα υποστούν συγκοµιδή σε επίπεδα κάτω από τον 

ελάχιστο βιώσιµο πληθυσµό K  µε αποτέλεσµα την εξαφάνιση του πληθυσµού. 

 Στην περίπτωση των ταχυδροµικών περιστεριών η παράµετρος c>0, 

συµβολίζει το κέρδος των κυνηγών από την συγκοµιδή, πιάσιµο των περιστεριών. 

Στην περίπτωση που η δυναµικότητα Ε υπολογίζονταν ως το πηλίκο  

ετουςενοςιαρκεια

κυνηγιουµερες

∆

H
 

θα είχε σαν αποτέλεσµα η δυναµικότητα να είναι ίση µε τον αριθµό ηµερών κυνηγιού 

των ταχυδροµικών περιστεριών στην διάρκεια ενός έτους. Σύµφωνα µε αυτό γίνεται 

και η υπόθεση ότι το κέρδος που αποκοµίζει ο κυνηγός σε µια ηµέρα να θεωρείται ως 

ένα ηµεροµίσθιο αγρότη. 
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 Στον πίνακα που (Πίνακας 6.1) ακολουθεί δίνεται ένα χρονοδιάγραµµα 

σχετικά µε το ηµεροµίσθιο ενός αγρότη, c την περίοδο 1857 µε 1885. 

 
Year 

p 
(Τιµή χονδρικής, 
Wholesale Price) 

I 
(Ευρετήριον 
Μεταφοράς, 

Shipping Index) 
 

s 
(Κόστος µεταφοράς, 

Shipping Cost) 

c 
(Ηµεροµίσθιο, 

Daily Farm Wage) 
 

1857 $1.70 1.03 $0.33 $0.92 
1858 $1.13 1.03 $0.33 $0.87 
1859 $1.63 1.00 $0.32 $0.91 
1860 $1.15 1.00 $0.32 $0.89 
1861 $0.75 1.03 $0.33 $0.82 
1862 $0.72 1.00 $0.32 $0.85 
1863 $1.33 1.07 $0.34 $1.00 
1864 $2.10 1.03 $0.33 $1.40 
1865 $3.28 1.27 $0.41 $1.29 
1866 $1.46 1.24 $0.40 $1.36 
1867 $1.73 1.27 $0.41 $1.47 
1868 $1.58 1.27 $0.41 $1.48 
1869 $2.00 1.27 $0.41 $1.40 
1870 $1.60 1.24 $0.40 $1.14 
1871 $1.50 1.21 $0.39 $1.15 
1872 $1.63 1.21 $0.39 $1.17 
1873 $1.31 1.24 $0.40 $1.26 
1874 $1.39 1.24 $0.40 $1.24 
1875 $1.33 1.27 $0.41 $1.26 
1876 $1.05 1.27 $0.41 $0.93 
1877 $1.83 1.24 $0.40 $0.76 
1878 $0.79 1.24 $0.40 $0.81 
1879 $1.50 1.10 $0.35 $0.81 
1880 $1.00 1.10 $0.35 $0.83 
1881 $2.16 1.07 $0.34 $0.88 
1882 $1.61 1.07 $0.34 $1.16 
1883 $1.42 1.03 $0.33 $1.17 
1884 $2.51 1.03 $0.33 $1.29 
1885 $1.75 0.93 $0.30 $1.09 

 

Πίνακας 6.1 

 Το χρονοδιάγραµµα των ηµεροµισθίων όπως επίσης και του κόστους 

µεταφοράς πηγάζουν από στοιχεία του Adams 1943. Σύµφωνα µε τον [Schorger 

(1995 p.146)] το κόστος µεταφοράς των περιστεριών κυµαίνονταν από $6 έως $12 

για κάθε παγωκιβώτιο. Η χωρητικότητα του ενός παγοκιβωτίου ήταν 300 περιστέρια. 

Ο Osborn ήταν ένας επαγγελµατίας κυνηγός της εποχής εκείνης που συνήθιζε να 

κρατάει αρχείο σχετικά µε τα χρόνια που ασχολούνταν µε το κυνήγι των 

ταχυδροµικών περιστεριών. Σύµφωνα µε τον Mershon (1907, p111) ο Osborn 

αναφέρει ότι το κόστος µεταφοράς ενός παγοκιβωτίου µε τριακόσια πουλιά από το 

Monrol στο Wisconsin ήταν  $7 έως $9. 
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 Τροποποιώντας το ευρετήριο µεταφοράς των περιστεριών ώστε 1862 = 1.00 

και υποθέτοντας ότι το κόστος µεταφοράς για τριακόσια περιστέρια είναι   $8 

προκύπτει ότι το κόστος µεταφοράς για µια ντουζίνα πουλιών το 1862 ισούταν µε s = 

$0.32/dozen. Πολλαπλασιάζοντας την κάθε µια στήλη του τροποποιηµένου 

ευρετηρίου µεταφοράς των περιστεριών µε $0.32/dozen έχει σαν αποτέλεσµα το 

χρονοδιάγραµµα του κόστους µεταφοράς s που απεικονίζεται στην τέταρτη στήλη 

του πίνακα .. 

 Η χονδρική τιµή πώλησης των ταχυδροµικών περιστεριών, p στην Νέα Υόρκη 

υπολογίστηκε ως το µέσο του δείγµατος χονδρικής πώλησης κατά τους µήνες 

Απρίλιος, Μάιος, Ιούνιος για κάθε χρόνο την περίοδο 1857-1885. Το δείγµα αυτό 

προέκυψε από δηµοσίευση ηµερήσια εφηµερίδας της New York Daily Tribune. Η 

τιµή αντιστοιχούσε σε µια ντουζίνα πουλιών ενώ ο δηµοσιογράφος που έκανε την 

έρευνα περιστασιακά έκανε αναφορά στην ποσότητα, ποιότητα και προέλευση των 

περιστεριών. Είναι συνεπώς λογικό να υπήρχαν διακυµάνσεις στις τιµές πώλησης των 

περιστεριών κάθε χρονιά οι οποίες προέκυπταν κυρίως από παράγοντες όπως η 

ποιότητα, ποσότητα και προέλευση του προϊόντος. Για παράδειγµα ο ζεστός καιρός 

ήταν µια από τις αιτίες που τα περιστέρια αλλοιώνονταν κατά την µεταφορά τους µε 

αποτέλεσµα να καταστρέφονταν από τις αρµόδιες υγειονοµικές υπηρεσίες. 

 Κατά την περίοδο 1857-1885 η µέση χονδρική τιµή πώλησης κυµαίνονταν 

στα $1.55/dozen, το µέσο κόστος µεταφοράς στα  $0.36/dozen ενώ το µέσο 

ηµεροµίσθιο του κυνηγού-αγρότη ήταν $1.09/dozen. Η παράµετρος η οποία 

υπολείπεται ώστε να υπολογιστεί το Χ∞ είναι η ικανότητα σύλληψης βιοµάζας q. Στις 

εξισώσεις που περιγράφουν τα συστήµατα 1 και 3 η συνάρτηση σοδειάς παίρνει την 

µορφή Y=qXE. Από την εξίσωση αυτή προκύπτει ότι   

XE

Y
q =  

Όπου : 

Y: Ο αριθµός των πουλιών που έχουν πιαστεί σε µια συγκεκριµένη περιοχή 

Χ: Ο αριθµός των πουλιών στην συγκεκριµένη περιοχή 
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Ε: Οι ηµέρες που χρειάστηκαν για να πιαστεί ένας αριθµός περιστεριών σε ένα 

συγκεκριµένο µέρος. 

 

 Στην περιοχή Shelby του Michigan το 1874  ο Η.Τ Philips  ένας ντίλερ 

αγώνων υπολόγισε ότι πιάστηκαν 1,075,000 περιστέρια σε χρονικό διάστηµα τριάντα 

ηµερών από εξακόσιους επαγγελµατίες κυνηγούς [Schorger(1955 pp.146-149)]. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω στην περίπτωση που ο συνολικός πληθυσµός των 

περιστεριών που φωλιάζουν στην συγκεκριµένη περιοχή είναι πέντε εκατοµµύρια 

περιστέρια, η ικανότητα σύλληψης βιοµάζας ισούται µε  

51019.1
00,000.1800,000.000.5

00,000.075.1 −== x
x

q  

 Μια ακόµη παρόµοια περιοχή στο Michigan όπου πιάστηκαν µεγάλες 

ποσότητες περιστεριών είναι το Petoskey το 1878. Σύµφωνα µε έρευνες ενός 

καθηγητή της εποχής τον Η.Β Roney ένα δισεκατοµµύριο περιστέρια θανατώθηκαν 

την χρονιά εκείνη συµπεριλαµβανοµένων και των περιστεριών που σκοτώθηκαν άλλα 

δεν προωθήθηκαν στην αγορά. Ο E.T. Martin ένας έµπορος και µεταφορέας 

περιστεριών της εποχής εκείνης χαρακτήρισε τον Roney υπερβολικό για την αναφορά 

του ενώ ο ίδιος βασιζόµενος σε δικά του στοιχεία ανέφερε ότι ο συνολικός 

πληθυσµός των περιστεριών που θανατώθηκε την χρονιά εκείνη ήταν 1,107,866. 

Όσον αναφορά τη  περίοδο µεταφοράς των πουλιών ξεκινούσε στις 12 Μαρτίου και 

τελείωνε στις 12 Αυγούστου. Υποθέτοντας 6 ηµέρες εργασίας την εβδοµάδα δηλαδή 

120 ηµέρες για το παραπάνω χρονικό διάστηµα και πεντακόσιους κυνηγούς 

προκύπτει ότι ο αριθµός των ηµερών κυνηγιού είναι  

00,000.60500120 == xE  

 Το µέγεθος της περιοχής Petoskey υπολογίζεται περίπου σαράντα µίλια σε 

µήκος και δέκα µίλια σε φάρδος. Στην περίπτωση που ο πληθυσµός των πουλιών 

ισούται µε ένα δισεκατοµµύριο η ικανότητα σύλληψης βιοµάζας ισούται µε  

( )( )
8

9
1085.1

00,000.60101

00,866.107.1 −== x
x

q  
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 Στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 6.2) η τιµή λιανικής πώλησης p και το 

κόστος µεταφοράς s αντιστοιχεί σε ένα περιστέρι. 

 

Shelby, Michigan in 1874 Petoskey, Michigan in 1878 

Y = 1,075,000 (pigeons) Y = 1,107,866 (pigeons) 

E = 18,0000 (netter days) E = 60,0000 (netter days) 

X = 5x106 (pigeons) X = 1x109 (pigeons) 

q = 1.19x10-5 q = 1.85x10-8 

p = 0.13 ($/pigeon) p = 0.13 ($/pigeon) 

s = 0.03 ($/pigeon) s = 0.03 ($/pigeon) 

c = 1.09 ($/day) c = 1.09 ($/day) 

X∞ = 915,966 ~ 0.001x109 (pigeons) X∞ = 589,189,189 ~ 0.6x109 (pigeons) 

(Πίνακας 6.2) 

 

 Χρησιµοποιώντας τα στοιχεία του παραπάνω πίνακα και έχοντας ως βάση τα 

µεγέθη που αφορούν την ικανότητα σύλληψης βιοµάζας στις περιοχές Shelby και 

Petoskey του Michigan για τις χρονολογίες 1874 και 1878 αντίστοιχα µπορεί να 

υπολογιστεί το open access ισορροπηµένο απόθεµα Χ∞. Σύµφωνα µε τον πίνακα για 

µια τιµή λιανικής πώλησης p = 0.13 για ένα περιστέρι, s = 0.03 και c = 1.09 

προκύπτει ότι το µέσο open access ισορροπηµένο απόθεµα Χ∞ βασιζόµενο στην 

ικανότητα σύλληψης βιοµάζας στην περιοχή Shelby, Michigan 1874 ισούται µε 

Χ∞=915,66 περιστέρια και Χ∞ = 589,189,189 περιστέρια στην περιοχή Petoskey του 

Michigan το 1878. Έτσι  

99 10001.0106.0 xXx ≥≥ ∞  

Στην περίπτωση που ισχύει η συνθήκη  

( )[ ]
( )

2

KK

qsp

c
X

+
<

−
=  

η ισορροπία στο open access δεν θα επιτευχθεί ποτέ και η δυναµική του open access 

θα οδηγηθεί σε εξαφάνιση. Όπως προαναφέρθηκε στην ενότητα εισαγωγής το 
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επίπεδο κορεσµού του πληθυσµού των περιστεριών κυµαίνονταν µεταξύ 3x109 και 

5x109 πριν από την αποίκηση της Αµερικής από τους ευρωπαίους. Κατά την διάρκεια 

του 19ου αιώνα το καθάρισµα των δένδρων όπως η βελανιδιά από τα δάση τα οποία 

αποτελούσαν βασική τροφή των περιστεριών είχα σαν αποτέλεσµα την µείωση του 

πληθυσµού τους.  Στην περίπτωση που στα µέσα του 19ου αιώνα το επίπεδο κορεσµού 

 του πληθυσµού των περιστεριών είχε πέσει σε µια τιµή 2.0x109 και ο ελάχιστος 

βιώσιµος πληθυσµός   ήταν µικρός άλλα θετικός το µέσο του κλάσµατος  

( ) 99 106.0100.1
2

xXx
KK

≈>≈
+

∞  

αποδεικνύει ότι η εξαφάνιση του πληθυσµού των περιστεριών θα ήταν µια 

αναπόφευκτη κατάσταση. 
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