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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 
 

Η παρούσα διπλωματική εργασία πραγματεύεται τη μελέτη και καταγραφή 

όλων των γνωστών προλυτικών διαδικασιών (presolve techniques) που 

χρησιμοποιούνται πριν από την επίλυση κάποιου γραμμικού προβλήματος 

βελτιστοποίησης. Με την ορολογία επίλυση γραμμικού προβλήματος 

βελτιστοποίησης η επιστημονική κοινότητα αναφέρεται στην μεγιστοποίηση ή 

ελαχιστοποίηση μιας συνάρτησης οι μεταβλητές της οποίας υπόκεινται σε κάποιους 

περιορισμούς. Η επίλυση γραμμικών προβλημάτων βελτιστοποίησης μπορεί να 

επιτευχθεί με χρήση διάφορων αλγορίθμων όπως είναι οι αλγόριθμοι τύπου simplex, 

εσωτερικών σημείων αλλά και εξωτερικών σημείων.  

Πριν την επίλυση όμως, υπάρχουν ορισμένοι κανόνες στους οποίους ένα 

γραμμικό πρόβλημα πρέπει να υπακούει. Αυτοί οι κανόνες όπως η γραμμική 

ανεξαρτησία των περιορισμών, η ύπαρξη πλεοναζόντων περιορισμών και άλλοι 

πολλοί έχει παρατηρηθεί ότι πολλές φορές στην πράξη δεν ικανοποιούνται στην 

αρχική μορφή του γραμμικού προβλήματος. Επομένως, ο έλεγχος για τη τήρηση των 

κανόνων αυτών αλλά και η εφαρμογή αποτελεσματικών τεχνικών με σκοπό τη 

μείωση των διαστάσεων του γραμμικού προβλήματος αποτελούν ενδιαφέρων και 

σημαντικό ερευνητικό κομμάτι. 

Εκτός από την καταγραφή και παρουσίαση των τεχνικών αυτών, στα πλαίσια 

της διπλωματικής εργασίας οι τεχνικές θα υλοποιηθούν με τη βοήθεια του 

προγραμματιστικού περιβάλλοντος MATLAB. Επίσης, θα παρουσιαστούν οι 

επιδόσεις της συγκεκριμένης υλοποίησης με τη μορφή υπολογιστικής μελέτης. 

Επιπλέον, θα μελετηθούν οι χρόνοι εκτέλεσης της κάθε μιας τεχνικής καθώς και η 

επίδοση τους ως προς τη μείωση των διαστάσεων του προβλήματος. Ακόμα θα 

πραγματοποιηθούν πειράματα που θα αφορούν τη ακολουθία με την οποία θα πρέπει 

να εφαρμοστούν οι συγκεκριμένες τεχνικές με στόχο τον εντοπισμό της 

αποδοτικότερης σειράς 

 
Λέξεις-κλειδιά: Γραμμικός Προγραμματισμός, Προλυτικές Διαδικασίες, 
Βελτιστοποίηση, Υπολογιστική Μελέτη, Matlab. 

 - 3 -



Γραμμικός Προγραμματισμός                   Προλυτικές Διαδικασίες  

Abstract 
 
 

This master thesis deals with all the popular presolving techniques which are 

used in optimization problems at linear programming. Linear programming is a 

technique for optimization of a linear objective function, subject to linear equality and 

linear inequality constraints. In addition, linear programming determines the way to 

achieve the best outcome, such as maximum profit or lowest cost in a given 

mathematical model and given some list of requirements represented as linear 

equations. 

Despite the evolution of modern computers and linear programming algorithms 

the last years, the presence of effective presolving techniques is necessary for every 

linear programming solver. Linear programming problems should satisfy some 

specific regulations and rules before they are introduced in a solver. These rules are 

important because they can lead to significant reduction of the size of data in each 

linear problem. The linear problem should contain as few variables and constraints as 

possible, the constraints must be linearly independent and some other rules must be 

satisfied too. Consequently, it is advantageous for a linear programming solver to 

have in its disposal an effective presolve procedure which can remove redundant rows 

and columns. Therefore, the research in this area is very interesting and it can lead to 

helpful conclusions for improvements in the area of linear programming. 

The aim of current paper is to study and present all the popular presolving 

techniques. It is significant to mention that the presolving techniques are able to detect 

infeasible problems and stop the execution of the algorithm before it can even start it. 

Apart from the introduction of presolvings, the paper presents a computational study 

of these presolving techniques. Furthermore, all these rules and regulations are 

implemented with the help of the matrix programming language, Matlab. Moreover, 

the time of each presolving test is recorded and compared with the rest. Except for 

that, the current research work reports and shows the redundancy of data size which 

brings each test. In addition, the order of the execution of the presolve techniques is of 

great value.  

 

Keywords: Linear Programming, Presolving, Computational Study, Matlab. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
1.1 Η Φύση του Γραμμικού Προγραμματισμού 
 

Ο γραμμικός προγραμματισμός (Linear Programming) είναι μια από τις πλέον 

δημοφιλές τεχνικές της Επιχειρησιακής Έρευνας (Operations Research), οι οποίες 

έχουν αναπτυχθεί για να βοηθήσουν τα διευθυντικά στελέχη των επιχειρήσεων και 

οργανισμών στη λήψη των αποφάσεων τους. Επίσης, αυτό που πρέπει να τονιστεί 

είναι ότι ο γραμμικός προγραμματισμός ασχολείται κυρίως με το πρόβλημα της 

άριστης κατανομής των περιορισμένων πόρων μεταξύ ανταγωνιζόμενων 

δραστηριοτήτων. Αυτό σημαίνει, ότι ο γραμμικός προγραμματισμός επικεντρώνεται 

στον εντοπισμό του άριστου (βέλτιστου) προγράμματος, με το οποίο κατανέμονται 

κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο οι περιορισμένοι διαθέσιμοι πόροι μιας επιχείρησης 

στις ανταγωνιζόμενες δραστηριότητες της ώστε να ικανοποιηθούν οι στόχοι της.  

Οι στόχοι της επιχείρησης πρέπει να επιτυγχάνονται κάτω από ορισμένες 

συνθήκες, οι οποίες εμφανίζονται με τη μορφή περιορισμών που πρέπει να 

ικανοποιούνται και οι οποίοι επιβάλλονται τόσο από εσωτερικό περιβάλλον της 

επιχείρησης όσο και από το εξωτερικό. Οι περισσότεροι από αυτούς τους 

περιορισμούς αναφέρονται στους περιορισμένους πόρους της επιχείρησης, όπως είναι 

οι πρώτες ύλες, η εργασία, το κεφάλαιο κ.ά. Εκτός από αυτούς υπάρχουν και άλλοι 

περιορισμοί οι οποίοι επιβάλλονται από άλλες αιτίες όπως η νομοθεσία που 

επικρατεί, η πολιτική της επιχείρησης καθώς και άλλοι πολλοί.  

Επιπλέον, για τον όρο ανταγωνιζόμενες δραστηριότητες πρέπει να τονιστεί ότι 

οι εξεταζόμενες δραστηριότητες μιας επιχείρησης δε σημαίνει ότι είναι οπωσδήποτε 

ανταγωνιστικές στην αγορά, αλλά ότι ανταγωνίζονται μεταξύ τους για την 

κατανάλωση των περιορισμένων διαθέσιμων πόρων της. Αν για παράδειγμα, μια 

επιχείρηση παράγει καρέκλες και τραπέζια, τα δύο αυτά προϊόντα, ενώ δεν είναι 

ανταγωνιστικά στην αγορά, ανταγωνίζονται μεταξύ τους για την κατανάλωση των 

διαθέσιμων πόρων της επιχείρησης, όπως είναι οι πρώτες ύλες, η ενέργεια, η εργασία 

και άλλοι συντελεστές παραγωγής.  

Η βέλτιστη λύση η οποία υπολογίζεται με τη βοήθεια του γραμμικού 

προγραμματισμού αναφέρεται στη μεγιστοποίηση ή ελαχιστοποίηση ενός κριτηρίου 

απόδοσης το οποίο μπορεί να αναφέρεται στη μεγιστοποίηση του κέρδους από τις 
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πωλήσεις μιας επιχείρησης ή στην ελαχιστοποίηση του κόστους παραγωγής των 

προϊόντων ενός εργοστασίου ή στο κόστος μεταφοράς ενός προϊόντος από διάφορα 

κέντρα παραγωγής στα σημεία πώλησης του.  

 
1.2 Ιστορική Αναδρομή του Γραμμικού Προγραμματισμού  
 

Ο γραμμικός προγραμματισμός ή γενικότερα η επιχειρησιακή έρευνα έχει τις 

ρίζες της στο Β’ Παγκόσμιο πόλεμο. Τότε για πρώτη φορά εφαρμόσθηκαν 

επιστημονικές μέθοδοι για την καλύτερη, τη βέλτιστη κατανομή των συμμαχικών 

δυνάμεων και εφοδίων στην Ευρώπη έτσι ώστε να ελαχιστοποιηθεί ο χρόνος 

πρόσβασης στις πιθανότερες εστίες μαχών και να βελτιωθεί ο εφοδιασμός, ο 

συντονισμός και η διοίκηση των συμμαχικών δυνάμεων. Την εποχή εκείνη μάλιστα 

έγινε και η βάπτιση της νεογέννητης επιστήμης. Ονομάσθηκε στην αγγλική γλώσσα 

Operations Research (USA) ή Operational Research (United Kingdom), όρος που 

σημαίνει έρευνα στρατιωτικών επιχειρήσεων.  

Η Ευρώπη μπορεί δίκαια να χαρακτηριστεί ως μητέρα της επιχειρησιακής 

έρευνας. Λίγο μετά την έναρξη του Β’ παγκοσμίου πολέμου και πιο συγκεκριμένα 

λίγο πριν την απόβαση των Γερμανών στην Μεγάλη Βρετανία, συγκροτήθηκε μια 

επιστημονική επιτροπή ο σκοπός της οποίας ήταν ο εντοπισμός των θέσεων στις 

οποίες επρόκειτο να εγκατασταθούν μονάδες ραντάρ ώστε να μεγιστοποιηθεί η 

πιθανότητα αποτελεσματικής αντιμετώπισης των γερμανικών βομβαρδιστικών 

[Beasley, 1996], [Lenstra et all, 1991], [Orden, 1993]. Στην τότε Σοβιετική Ένωση 

δούλευε ο γνωστός μαθηματικός L. V. Kantorovich. Οι σημαντικές ανακαλύψεις του 

Kantorovich [Kantorovich, 1939] στο μετέπειτα αναφερόμενο πρόβλημα μεταφοράς 

του Hitchcock [Hitchcock, 1941] επηρέασε σε μεγάλο βαθμό την Βασιλική Ακαδημία 

της Σουηδίας να του απονείμει μαζί με τον T. C. Koopmans το βραβείο νόμπελ 

Οικονομίας το 1975. Ο T. C. Koopmans είναι αυτός που πρώτος πρότεινε το όνομα 

Γραμμικός Προγραμματισμός [Dantzig, 1963], [Koopmans, 1949] [Koopmans, 1951].  

Οι σημαντικότερες όμως ανακαλύψεις έγιναν στην απέναντι όχθη του 

Ατλαντικού. Κατά τη διάρκεια του Β’ Παγκοσμίου πολέμου και της επικείμενης 

απόβασης στην Ευρώπη, ζητήθηκε από τις ένοπλες Δυνάμεις των Η.Π.Α. η βοήθεια 

των επιστημών του Ran Corporation. Πολλοί επιστήμονες μεταξύ των οποίων και ο 

νεαρός τότε διδάκτωρ του μαθηματικού τμήματος του Πανεπιστημίου του Σικάγο, 

George B. Dantzig, κλήθηκαν για την επίλυση των κρίσιμων εκείνων προβλημάτων. 

 - 7 -



Γραμμικός Προγραμματισμός                   Προλυτικές Διαδικασίες  

Λίγο μετά τη λήξη του πολέμου, το 1947 ο Dantzig συνέλαβε την ιδέα της ανάπτυξης 

μιας μεθόδου επίλυσης του πιο απλού από μαθηματικής απόψεως προβλήματος 

βελτιστοποίησης, του γραμμικού προβλήματος, ο αλγόριθμος Simplex, ίσως το πιο 

σημαντικό αποτέλεσμα της Επιχειρησιακής Έρευνας [Dantzig, 1949], [Dantzig, 

1982].  

Τη δεκαετία του ’50 και ’60 η βιβλιογραφία είναι πλούσια από δημοσιεύσεις 

σημαντικότατων αποτελεσμάτων που αποδείκνυαν την πρακτική 

αποτελεσματικότητα του αλγορίθμου simplex. Όμως ο ρυθμός αύξησης του μεγέθους 

των πρακτικών προβλημάτων ήταν μεγαλύτερος όχι μόνο του ρυθμού αύξησης της 

ταχύτητας των υπολογιστών αλλά και του ρυθμού παραγωγής νέων σημαντικών 

αποτελεσμάτων. Ο αλγόριθμος simplex άρχισε να αντιμετωπίζει προβλήματα χρόνου 

στην επίλυση των μεγάλων προβλημάτων. Το σημαντικότερο χτύπημα ήρθε το 1971 

όταν οι μαθηματικοί Klee και Minty [Klee&Minty, 1972] απάντησαν αρνητικά στο 

πιο σημαντικό ανοικτό πρόβλημα της εποχής εκείνης, του χαρακτηρισμού της 

υπολογιστικής πολυπλοκότητας της χειρότερης περίπτωσης. Απέδειξαν ότι ο 

αλγόριθμος simplex είναι από θεωρητική άποψη το χειρότερο που μπορούσε να 

συμβεί, ένας εκθετικός και όχι πολυωνυμικός αλγόριθμος.  

Η απόδειξη αυτή των Klee και Minty έστρεψε την έρευνα σε άλλες 

κατευθύνσεις. Ιδιαίτερα η ανακάλυψη πολυωνυμικού αλγορίθμου για το γραμμικό 

πρόβλημα έγινε το νέο διάσημο ανοικτό πρόβλημα, το οποίο ταλαιπώρησε την 

επιστημονική κοινότητα περίπου 10 χρόνια. Το 1979 ο νεαρός τότε Ρώσος 

επιστήμονας L. Khachian [Khachian,1979] τροποποίησε έναν αλγόριθμο ο οποίος 

αναπτύχθηκε από άλλους Ρώσους επιστήμονες, I. I. Dikin [Dikin, 1967] και Ν. Ζ. 

Shor [SHor, 1977], και απέδειξε ότι η τροποποίηση του είναι πολυωνυμική. Ο νέος 

αλγόριθμος, ο ελλειψοειδής (ellipsoid algorithm) ή ρώσικος αλγόριθμος παρ’ ότι 

ήταν ότι καλύτερο από θεωρητικής απόψεως έμελλε να μείνει γνωστός στην ιστορία 

και για την μνημειώδη πρακτική αναποτελεσματικότητα του. Οι συγκρίσεις με τον 

αλγόριθμο Simplex ήταν απογοητευτικές και η αιτιολόγηση ήταν σχεδόν προφανής. 

Δούλευε πάντα στη χειρότερη περίπτωση του.  

Κάτω από αυτές τις συνθήκες οι επιστήμονες στράφηκαν φυσιολογικά στην 

επινόηση νέων πολυωνυμικών αλγορίθμων οι οποίοι όμως έπρεπε να είναι 

αποτελεσματικοί και στην πράξη. Το Δεκέμβριο του 1983 ο N. Karmarkar στο 

συνέδριο της IEEE, ανακοίνωσε ότι ο πολυωνυμικός αλγόριθμος εσωτερικών 

σημείων που είχε κατασκευάσει [Karmarkar, 1984] είναι πολύ γρηγορότερος από τον 
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αλγόριθμο Simplex. Επίσης, τα Bell Labs υλοποίησαν τον νέο αλγόριθμο στο γνωστό 

και πανάκριβο($9.999.999, 1984) λύτη KORBX. Είναι γνωστό ότι ελάχιστα αντίτυπα 

αυτού του λογισμικού αγοράστηκαν (US Navy, US Air Force, US Delta Airlines). 

Επίσης, ο Borgwardt [Borgwardt, 1982] απέδειξε ότι η μέση υπολογιστική 

συμπεριφορά ορισμένων κανόνων περιστροφής του αλγορίθμου simplex ‘δουλεύουν’ 

πολυωνυμικά. Τέλος, το 1976 η Ακαδημία Επιστημών των Η.Π.Α. απένειμε το 

Εθνικό Μετάλλιο Επιστημών (National Medal of Science) στο πατέρα του γραμμικού 

προγραμματισμού, G. B. Dantzig.  

 

1.3 Μαθηματική Μορφοποίηση 
 

Μεγάλο ενδιαφέρον παρουσιάζει η μαθηματική μορφοποίηση κι απεικόνιση 

ενός γραμμικού προβλήματος. Με τη βοήθεια ενός παραδείγματος όλες οι 

λεπτομέρειες θα διαλευκανθούν. Έστω, μια επιχείρηση η οποία παράγει δύο 

διαφορετικά προϊόντα, Α και Β. Επίσης, διαθέτει εξοπλισμό ο οποίος μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί αποκλειστικά και μόνο για την παραγωγή ενός από τα δύο προϊόντα, 

δηλαδή είτε για την παραγωγή του προϊόντος Α είτε για την παραγωγή του προϊόντος 

Β. Επομένως, η επιχείρηση πρέπει να αποφασίσει πως θα μοιράσει το χρόνο 

λειτουργίας του εξοπλισμού της ανάμεσα στα δύο προϊόντα. Η επιχείρηση σύμφωνα 

με τον εξοπλισμό που έχει μπορεί να παράγει 100 κιλά ανά ώρα από το προϊόν Α, ενώ 

από το Β με ρυθμό 75 κιλά ανά ώρα. Επίσης, το κέρδος από την πώληση των δύο 

προϊόντων είναι διαφορετικό, για το προϊόν Α η επιχείρηση κερδίζει 20€ ανά κιλό, 

ενώ για το Β 25€ το κιλό. Η μέγιστη ποσότητα που μπορεί να παραχθεί από κάθε 

προϊόν είναι: 500 κιλά για το Α και 300 κιλά για το Β επίσης, κάθε εβδομάδα 

υπάρχουν 40 ώρες λειτουργίας του εξοπλισμού.  

Έστω ότι ο εξοπλισμός μπορεί να χρησιμοποιηθεί x1 ώρες για την παραγωγή 

του προϊόντος Α και x2 ώρες για το Β. Τότε έχουμε: 

 

1 2

1

2

1 2

max(100*20) (75*25)
. .(100* ) 500

       (75* ) 300
       40

x x
x

x
x x

μ π
+

≤
≤

+ <
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Επίσης, αφού τα x1 και x2 αναφέρονται σε ώρες, τότε δεν πρέπει να 

παραλείπονται ακόμα δύο περιορισμοί, οι περιορισμοί της μη αρνητικότητας.  
 

1

2

0
0

x
x
≥
≥

 

1.4 Το Γενικό Γραμμικό Πρόβλημα 
 

Το γραμμικό πρόβλημα είναι ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης με περιορισμούς 

όπως αναφέρθηκε και παραπάνω. Η πιο γενική μορφή του γραμμικού προβλήματος 

μπορεί να διατυπωθεί με μαθηματικούς όρους και συμβολισμούς ως εξής[Παπαρρίζος 

1999], [Samaras 2001]: 

 

1 1 2 2

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

min   z=     c x  +    c x + . . . +    c x
. .         α x   +  α x + . . . +    α x         b

                α x   +  α x + . . . +  α x         b
                  . . .   ...   . . .  .

n n

n n

n n

μ π ⊕
⊕

m1 1 2 2

.. . . . ...    . . .         ...   . . .
                α x   +  α x + . . . +  α x        bm mn n ⊕ m

 

 

Οι συντελεστές ci, aij, bi, (i = 1, 2, ..., m) και (j = 1, 2, ..., n) είναι γνωστοί 

πραγματικοί αριθμοί, που αποτελούν τα δεδομένα του προβλήματος, ⊕  συμβολίζει 

ένα από τα μαθηματικά σύμβολα =, ≥, ≤, η λέξη min είναι συντομογραφία της 

έκφρασης "να βρεθεί το ελάχιστο της συνάρτησης" και μ.π. είναι συντομογραφία της 

έκφρασης "με περιορισμούς". Οι μεταβλητές x1, x2, ..., xn είναι οι άγνωστες 

μεταβλητές (uknown variables) του προβλήματος. Σε ένα γραμμικό πρόβλημα 

ζητείται να βρεθούν οι τιμές των αγνώστων έτσι ώστε η τιμή της συνάρτησης z να 

είναι ελάχιστη και ταυτόχρονα να ικανοποιούνται όλοι οι περιορισμοί.  

Οι άγνωστες μεταβλητές xj(j = 1, 2, ..., n) ονομάζονται μεταβλητές απόφασης 

(decision variables). Η συνάρτηση προς ελαχιστοποίηση, z, ονομάζεται αντικειμενική 

συνάρτηση (objective function) και οι τιμές της αντικειμενικές τιμές (objective 

values). Στην ορολογία του γραμμικού προγραμματισμού οι ανισότητες και ισότητες 

που πρέπει να ικανοποιούν οι μεταβλητές απόφασης, ονομάζονται περιορισμοί 

(constraints). Πολλές φορές αντί να ζητείται το ελάχιστο της αντικειμενικής 

συνάρτησης ζητείται το μέγιστο. Σ΄ αυτή την περίπτωση, στη μαθηματική διατύπωση 

του προβλήματος χρησιμοποιείται η λέξη max αντί της λέξης min. Όλα τα υπόλοιπα 

στοιχεία του προβλήματος παραμένουν ίδια. Ένα γραμμικό πρόβλημα στο οποίο 
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ζητείται να βρεθεί το ελάχιστο ονομάζεται πρόβλημα ελαχιστοποίησης (minimization 

problem), ενώ το πρόβλημα στο όποιο ζητείται το μέγιστο ονομάζεται πρόβλημα 

μεγιστοποίησης (maximization problem). Από μαθηματική άποψη δεν υπάρχει 

ουσιαστική διαφορά μεταξύ των δυο προβλημάτων. Ένα πρόβλημα ελαχιστοποίησης 

μπορεί πολύ εύκολα να μετασχηματισθεί σε ένα ισοδύναμο πρόβλημα 

μεγιστοποίησης και αντίστροφα.  

Η συντριπτική πλειοψηφία των γραμμικών προβλημάτων είναι εφαρμοσμένα. 

Σε τέτοια προβλήματα, οι μεταβλητές απόφασης παριστάνουν συνήθως φυσικές 

ποσότητες. Για παράδειγμα, μια μεταβλητή απόφασης μπορεί να παριστάνει τις 

μονάδες ενός προϊόντος που παράγει κάποιο εργοστάσιο ή την ποσότητα κάποιας 

πρώτης ύλης που χρησιμοποιείται σε κάποια παραγωγική διαδικασία. Σ΄ αυτές τις 

περιπτώσεις τις περισσότερες φορές είναι παράλογο, αν όχι αδύνατο, να επιτρέπεται 

στις φυσικές αυτές ποσότητες να παίρνουν αρνητικές τιμές. 'Έτσι καθιερώθηκε να 

επιβάλλονται οι λεγόμενοι περιορισμοί μη αρνητικότητας (non negativity constraints) 

στις μεταβλητές απόφασης, δηλαδή, xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n. Πολλές φορές οι 

περιορισμοί αυτοί ονομάζονται και φυσικοί περιορισμοί (natural constraints). Όλοι οι 

υπόλοιποι περιορισμοί θα ονομάζονται τεxνολογικοί περιορισμοί (tecnological 

constraints). Κάτω απ' αυτή την προϋπόθεση το γραμμικό πρόβλημα θα έχει τη 

μορφή: 

 

1 1 2 2

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

min   z=     c x  +    c x + . . . +    c x
. .         α x   +  α x + . . . +    α x         b

                α x   +  α x + . . . +  α x         b
                  . . .   ...   . . .  .

n n

n n

n n

μ π ⊕
⊕

m1 1 2 2

j

.. . . . ...    . . .         ...   . . .
                α x   +  α x + . . . +  α x        b
                                 x 0, (j=1,2,3,...,n)

m mn n ⊕
≥

m

 

 

1.5 Μερικά Κλασσικά Γραμμικά Προβλήματα 
 

1.5.1 Το πρόβλημα της δίαιτας  
 

Ένα από τα κλασικά προβλήματα εφαρμογής του γραμμικού προγραμματισμού 

είναι το πρόβλημα της δίαιτας. Το πρόβλημα θεωρείται ότι παρέχει ένα ελάχιστο 

κόστος μιας επαρκούς δίαιτας σε ένα άτομο για να μπορεί να συντηρήσει τον εαυτό 

του. Δηλαδή ποιος είναι ο φθηνότερος τρόπος σύνθεσης ποικίλων ποσοτήτων από 
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διαθέσιμα τρόφιμα σε μια δίαιτα η οποία μπορεί να ικανοποιεί τις θρεπτικές 

απαιτήσεις ενός ανθρώπινου οργανισμού.  

Ας υποθέσουμε ότι οι διαθέσιμες τροφές που υπάρχουν είναι γάλα, κρέας και 

αυγά και ότι αυτές οι τροφές περιέχουν βιταμίνες Α, C, και D. Έστω ότι ο αριθμός 

των χιλιοστών γραμμαρίου (mg) της κάθε βιταμίνης που περιέχεται σε μονάδα κάθε 

τροφής και το αντίστοιχο κόστος είναι τα εξής:  
 

Πίνακα 1.1 Περιεκτικότητες Βιταμινών 

Βιταμίνη Λίτρο γάλακτος Κιλό κρέατος Δωδεκάδα αυγών 

Α 

C 

D 

0,3 

30 

3 

4 

40 

400 

10 

10 

10 

Κόστος 6 70 15 

 

Υποθέτουμε ότι η ελάχιστη απαιτούμενη ημερήσια κατανάλωση βιταμινών Α, C 

και D είναι αντίστοιχα 2mg, 40mg και 20mg. Για να κατασκευάσουμε το μοντέλο 

γραμμικού προγραμματισμού ονομάζουμε xγ, xκ, και xα τον αριθμό των λίτρων 

γάλακτος, κιλών κρέατος και δωδεκάδων αυγών αντίστοιχα. Ο σκοπός μας είναι να 

ελαχιστοποιήσουμε το κόστος αφού βέβαια λάβουμε υπόψη μας τους περιορισμούς 

του προβλήματος. Οι περιορισμοί εδώ έχουν την μορφή κατώτατων ορίων.  

 

Η αντικειμενική συνάρτηση για ελαχιστοποίηση είναι:  

6x   70   15xz xγ κ α= + +  

 

Οι περιορισμοί μπορούν να διατυπωθούν με μαθηματική μορφή ως εξής:  

( )
( )
( )

0,3x     4x  10   2   

 30    40  10  40  C

   3x  400  10  20  D

  x 0,  0,  0

ax ί

x x x ί

x x ί

x x

γ κ

γ κ α

γ κ α

γ κ α

ιταμ νη

ιταμ νη

ιταμ νη

και

+ + ≥ Β

+ + ≥ Β

+ + ≥ Β

≥ ≥ ≥

Α

 

όπου οι τελευταίοι περιορισμοί αναφέρονται στην μη αρνητικότητα των μεταβλητών: 

x , ,xxγ κ α  
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1.5.2 Το πρόβλημα μεταφοράς  
 

Το πρόβλημα μεταφοράς είναι ένα από τα πρώτα είδη προβλημάτων που 

αναλύθηκαν με την χρήση του γραμμικού προγραμματισμού. Το γενικό πρόβλημα 

εμφανίστηκε όταν τα διαθέσιμα αγαθά αποθηκευμένα σε διάφορες πηγές έπρεπε να 

διανεμηθούν σε ποικίλους προορισμούς. Το πρόβλημα είναι να βρεθεί ο βέλτιστος 

τρόπος μεταφοράς των αγαθών έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το κόστος μεταφοράς. 

Συγκεκριμένα, διατίθενται ποσότητες ενός ομοιόμορφου προϊόντος σε έναν αριθμό 

αποθηκών και πρέπει να μεταφερθούν καθορισμένες ποσότητες του προϊόντος σε 

έναν αριθμό από διαφορετικούς προορισμούς. Το κόστος για την μεταφορά μιας 

μονάδας ποσότητας από οποιαδήποτε αποθήκη σε οποιοδήποτε κατάστημα είναι 

γνωστό, ενώ η μεταφορά από κάθε αποθήκη σε κάθε κατάστημα είναι δυνατή. Πρέπει 

να υπολογιστεί το ελάχιστο κόστος μεταφοράς από τις αποθήκες στα καταστήματα 

λιανικής πώλησης  

Πιο συγκεκριμένα, τρία παραρτήματα ενός εργοστασίου, τα Α, Β, Γ, που 

παράγουν το ίδιο προϊόν, βρίσκονται σε τρεις διαφορετικές περιοχές της χώρας, που 

απέχουν πολύ μεταξύ τους. Οι αγοραστές του προϊόντος βρίσκονται σε πέντε 

διαφορετικές πόλεις. Τα παραρτήματα παράγουν ποσότητες αντίστοιχα 250, 450 και 

380 μονάδων του προϊόντος, ενώ οι αγοραστές έχουν παραγγείλει αντίστοιχα 200, 

230, 260, 310, και 250 μονάδες. Το κόστος μεταφοράς του προϊόντος από τα 

παραρτήματα Α, Β , Γ δίνεται στον πίνακα. 

 

 Πίνακα 1.2 Κόστος μεταφοράς προϊόντων 

Αγοραστές 
Παράρτημα 

1 2 3 4 5 

Α 10 22 8 14 9 

Β 12 16 26 20 19

Γ 18 21 15 11 17

 

Πρέπει να υπολογιστούν οι απαραίτητες ποσότητες (μεταβλητών αποφάσεως) 

Xij που θα πρέπει να μεταφερθούν από το παράρτημα i στον αγοραστή j ώστε να 

ελαχιστοποιηθεί το κόστος μεταφοράς. Άγνωστες είναι οι ποσότητες Xij, όπου i είναι 
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τα Α, Β, Γ και j τα 1, 2, 3, 4, 5. Η αντικειμενική συνάρτηση του προβλήματος (κόστος 

μεταφοράς), της οποίας αναζητείτε το ελάχιστο, γράφεται ως εξής: 

A1 A2 A3 A4 A5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

z  10x    22x    8 x    14x    9x   
        12 x   16x   26x   20   19x  
        18 x   21x   15x   11x   17x  

xΒ Β Β Β Β

Γ Γ Γ Γ Γ

= + + + +
+ + + +
+ + + +

+
+  

 

Είναι φανερό ότι τα παραρτήματα μπορούν να παράγουν προϊόντα μέχρι ένα 

ορισμένο όριο και συνεπώς έχουμε τους περιορισμούς:  

( )
( )
( )

A1 A2 A3 A4 A5

B1 B2 B3 B4 B5

Γ1 Γ2 Γ3 Γ4 Γ5

x +x +x +x +x 250  

x +x +x +x +x 450  

x +x +x +x +x 380     

ή ή

ή ή

ή ή

παραγωγ παραρτ ματος

παραγωγ παραρτ ματος

παραγωγ παραρτ ματος

  

 

≤ Α

≤ Β

≤ Γ

 

 

Επίσης κάθε αγοραστής πρέπει να εφοδιαστεί με τον επιθυμητό αριθμό 

μονάδων. Συνεπώς έχουμε τους περιορισμούς:  

( )
( )
( )
( )
( )

A1 1 1

A2 2 2

A3 3 3

A4 4 4

A5 5 5

x +x +x 200   1

x +x +x 230   2

x +x +x 260   3

x +x +x 310   4

x +x +x 250  5

ή ή

ή ή

ή ή

ή ή

ή ή

ζ τηση αγοραστ

ζ τηση αγοραστ

ζ τηση αγοραστ

ζ τηση αγοραστ

ζ τηση αγοραστ

Β Γ

Β Γ

Β Γ

Β Γ

Β Γ

=

=

=

=

=

 

 

 

 

  

 

 

Επίσης, οι φυσικοί περιορισμοί: 

ijX 0 ,   i  ,  ,  ,   j  1,  2,  3,  4,  5με και≥ = Α Β Γ =  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 

ΜΕΤΡΟΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΑ 
 
 

Κατά την επινόηση νέων αλγορίθμων κρίνεται σκόπιμη η παρουσία μιας 

υπολογιστικής μελέτης, τα αποτελέσματα της οποίας θα χρησιμοποιηθούν για τη 

σύγκριση των επιδόσεων του νέου αλγορίθμου με εκείνα παλαιότερων αλγορίθμων. 

Συνήθως, τα κριτήρια που χρησιμοποιούνται για τη σύγκριση των επιδόσεων δύο ή 

και περισσοτέρων αλγορίθμων είναι δύο, ο χρόνος και ο αριθμός των επαναλήψεων 

εκτέλεσης του αλγορίθμου. Θεωρείται αυτονόητο ότι οι αλγόριθμοι που θα 

χρησιμοποιηθούν στην υπολογιστική μελέτη θα δοκιμαστούν στο ίδιο είδος 

προβλημάτων και με τα ίδια δεδομένα (data-sets) έτσι ώστε τα συμπεράσματα που θα 

εξαχθούν στο τέλος να είναι αξιόπιστα και αδιάβλητα. Τα προβλήματα που 

χρησιμοποιούνται για σύγκριση αλγορίθμων γραμμικού προγραμματισμού 

ονομάζονται μετροπρογράμματα (benchmark). 

 

2.1 Η Δομή των Μετροπρογραμμάτων 
 

Τα μετροπρογράμματα έχουν μια συγκεκριμένη μορφή αποθήκευσης η οποία 

ονομάζεται mps. Η μορφή(format) αυτή είναι αρκετά παλιά με συνέπεια να είναι 

βασισμένη στην χρήση διάτρητων καρτών. Επομένως, τα πεδία δεν διαχωρίζονται με 

κάποιο διαχωριστικό (separator) αλλά ξεκινάνε σε συγκεκριμένες στήλες κάθε 

γραμμής. Πιο συγκεκριμένα, τα πεδία ξεκινούν στις στήλες 2, 5, 15, 25 και 40. 

Επίσης, στα mps αρχεία υπάρχουν συγκεκριμένοι τομείς που προσδιορίζουν ποιον 

πίνακα αναπαριστούν οι εγγραφές των αρχείων αυτών. Οι τομείς διαχωρίζονται από 

κάρτες κεφαλίδες(header cards) οι οποίες βρίσκονται στην πρώτη στήλη της κάθε 

γραμμής. 

Οι τομείς που υπάρχουν σε ένα mps αρχείο είναι οι παρακάτω με σειρά 

εμφάνισης: 

 

1. NAME 

2. ROWS 

3. COLUMNS 

4. RHS 
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5. RANGES (προαιρετικό) 

6. BOUNDS (προαιρετικό) 

7. ENDATA 
 

Εκτός από τα παραπάνω ένα mps αρχείο μπορεί να περιέχει κάποιες γραμμές με 

σχόλια, οι οποίες μπορούν να υπάρχουν οπουδήποτε μέσα σε αυτό και διακρίνονται 

από τις γραμμές των δεδομένων διότι πάντα ξεκινούν με το σύμβολο ‘ * ’.  

Επίσης, όλες οι γραμμές των mps αρχείων ακολουθούν κάποια συγκεκριμένη 

δομή έτσι ώστε να είναι δυνατή η προσπέλαση τους. Η συγκεκριμένη δομή 

παρουσιάζεται στον παρακάτω πίνακα: 
 

Πίνακα 2.1 Γραμμές Δεδομένων mps αρχείων 

ΠΕΔΙΟ 
 

1ο 2ο 3ο 4ο 5ο 6ο 

Στήλες 2-3 5-12 15-22 25-36 40-47 50-61 

Τιμή Δείκτης Όνομα1 Όνομα2 Τιμή1 Όνομα3 Τιμή2 

 

Στον τομέα NAME υπάρχει το όνομα του προβλήματος στο πεδίο 4.  

Στον τομέα ROWS εμφανίζονται οι τύποι των περιορισμών (ανισοτικοί, 

ισοτικοί). Στο πεδίο 2 αναγράφεται το όνομα του περιορισμού και στο πεδίο 4 ο 

τύπος του περιορισμού σύμφωνα με τον παρακάτω πίνακα: 

Πίνακα 2.2 Τύποι Περιορισμών 

Τύπος Σύμβολο Ερμηνεία 

= Ε Ίσο 

≤ L Μικρότερο ή ίσο 

≥ G Μεγαλύτερο ή ίσο 

Objective Ν Αντικειμενική Συνάρτηση 

Free Ν Χωρίς Περιορισμό 
 

Το πρώτο Ν που εμφανίζεται αναφέρεται στο όνομα της αντικειμενικής 

συνάρτησης.  

Στον τομέα COLUMNS εμφανίζονται τα περιεχόμενα του πίνακα Α. Το πεδίο 2 

αναφέρεται στο όνομα της μεταβλητής ενώ στα πεδία 3 και 5 αναγράφονται τα 

ονόματα των περιορισμών στα οποία συμμετέχουν (όπως αυτά παρουσιάζονται στο 
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τμήμα ROWS) και τέλος στα πεδία 4 και 6 υπάρχουν οι συντελεστές των 

συγκεκριμένων μεταβλητών στους περιορισμούς.  

Στον τομέα RHS βρίσκονται οι τιμές του πίνακα b (όπως υπάρχουν παραπάνω) 

ή αλλιώς τα ‘δεξιά’ μέρη των περιορισμών. Στο πεδίο 3 αναγράφεται το όνομα του 

περιορισμού και στο πεδίο 4 η τιμή του διανύσματος b στη συγκεκριμένη θέση.  

Στον τομέα RANGES σε περίπτωση που υπάρχει, υπαγορεύει την ύπαρξη εκτός 

του ‘δεξιού’ μέρους και αριστερού, δηλαδή ο περιορισμός έχει την εξής μορφή: 

1 2 ...i i inl a a a u≤ + + + ≤  

Τέλος, υπάρχει ο τομέας BOUNDS προαιρετικός και αυτός και περιέχει τους 

περιορισμούς που υπάρχουν και αναφέρονται στις μεταβλητές του προβλήματος. Αν 

κάποια μεταβλητή δεν εμφανίζεται σε αυτό τον τομέα θεωρούμε ότι ισχύει . 0ix ≥

Πίνακα 2.3 Οργάνωση mps αρχείων 

Πεδίο 1ο 2ο 3ο 4ο 5ο 6ο 

Στήλες 2-3 5-12 15-22 25-36 40-47 50-61 

 NAME  Όνομα 

Προβλήματος 

   

 ROWS      

 Είδος 

Περιορισμού 

Όνομα 

Περιορισμού 

    

 COLUMNS      

  Όνομα 

Μεταβλητής 

Όνομα 

Περιορισμού 

Τιμή Όνομα 

Περιορισμού 

Τιμή 

 RHS      

  Όνομα Δεξιού 

Μέρους 

Όνομα 

Περιορισμού 

Τιμή Όνομα 

Περιορισμού 

Τιμή 

 RANGES Όνομα 

Περιοχής 

Όνομα 

Περιορισμού 

Τιμή Όνομα 

Περιορισμού 

Τιμή 

 BOUNDS      

 Είδος Ορίου Όνομα Ορίου Όνομα 

Περιορισμού 

Τιμή Όνομα 

Περιορισμού 

Τιμή 

 ENDATA      
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Παραπάνω παρουσιάζεται ένας συνοπτικός πίνακας με όλη τη δομή που 

περιγράφηκε αναλυτικά πιο πριν. 

 

2.2 Παραδείγματα Μετροπρογραμμάτων 
 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται 2 παραδείγματα μετροπρογραμμάτων για την 

καλύτερη κατανόηση της δομής τους.  

 

1ο Παράδειγμα 

NAME Prob1_5x5  

ROWS   

G R1  

E R2  

L R3  

COLUMNS   

x1 Z 1 

x1 R1 1 

x1 R2 1 

x2 Z -3 

x2 R2 1 

x2 R3 1 

x3 Z -2 

x3 R1 1 

x3 R3 1 

RHS   

RANGE R1 5 

RANGE R2 6 

RANGE R3 8 

ENDATA   

 

Το παραπάνω γραμμικό πρόβλημα σε μορφή mps είναι ισοδύναμο με το 

παρακάτω: 
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1 2 3

1 3

1 2

2 3

1 2 3

min   x +3x -2x
. .  x x 5

        x x 6
        x x 8

 και   x , x , x 0

μ π + ≥
+ =
+ ≤

≥

 

 

2ο Παράδειγμα  

NAME Prob1_5x5  

ROWS   

G R1  

G R2  

L R3  

L R4  

N Z  

COLUMNS   

x1 Z 3 

x1 R1 2 

x1 R2 1 

x2 Z -2 

x2 R1 1 

x2 R4 4 

x3 Z 5 

x3 R3 1 

x4 Z -1 

x4 R3 1 

x4 R4 -6 

x5 Z 2 

x5 R2 1 

RHS   

RANGE R1 3 

RANGE R2 2 

RANGE R3 8 

RANGE R4 7 

ENDATA   
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Το παραπάνω γραμμικό πρόβλημα σε μορφή mps είναι ισοδύναμο με το 

παρακάτω: 

1 2 3 4

1 2

1 5

3 4

2 4

1 2 3 4 5

min  3x -2x +5x -x +2x
. . 2x x 3

         x x 2
         x x 8
       4x -6x 7
x , x , x , x , x 0

μ π + ≥
+ ≥

+ ≤
≤

≥

5

 

 

2.3 Μετροπρογραμμάτα Υπολογιστικής Μελέτης 
 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται όλα τα μετροπρογράμματα που χρησιμοποιούνται 

στην υπολογιστική μελέτη καθώς και ορισμένα χρήσιμα στοιχεία τους. Τα 

συγκεκριμένα μετροπρογράμματα έχουν συλλεχθεί από τη συλλογή NETLIB 

(http://www.netlib.org/).  

 

Πίνακα 2.4 Βέλτιστα Μετροπρογράμματα (Optimal Benchmark) 

Όνομα Δημιουργός Πλήθος 
Γραμμών 

Πλήθος
Στηλών

Πλήθος μη 
μηδενικών 
στοιχείων 

Βέλτιστη Λύση 

25FV47 J.Reid 822 1571 11127 5.5018458883E+03 
ADLITTLE M.Saunders 57 97 465 2.2549496316E+05 
AFIRO M.Saunders 28 32 88 -4.6475314286E+02 

AGG M.Resende 
R.C. Leachman 489 163 2541 -3.5991767287E+07 

AGG2 M.Resende 
R.C. Leachman 517 302 4515 -2.0239252356E+07 

AGG3 M.Resende 
R.C. Leachman 517 302 4531 1.0312115935E+07 

BANDM M.Saunders 306 472 2659 -1.5862801845E+02 
BEACONFD M.Saunders 174 262 3476 3.3592485807E+04 
BLEND N. Gould 75 83 521 -3.0812149846E+01 
BNL1 J. Tomlin 644 1175 6129 1.9776292856E+03 
BNL2 J. Tomlin 2325 3489 16124 1.8112365404E+03 
BRANDY M.Saunders 221 249 2150 1.5185098965E+03 
D2Q06C J. Tomlin 2172 5167 35674 1.2278423615E+05 
DEGEN2 J. Tomlin 445 534 4449 -1.4351780000E+03 
DEGEN3 J. Tomlin 1504 1818 26230 -9.8729400000E+02 
E226 M.Saunders 224 282 2767 -1.8751929066E+01 

FFFFF800 J.Reid 525 854 6235 5.5567961165E+05 
ISRAEL M.Saunders 175 142 2358 8.9664482186E+05 
LOTFI V. Lotfi 154 308 1086 -2.5264706062E+01 

MAROS-R7 I.Moiros 3137 9408 151120 -5.8063743701E+04 
QAP8 T.Johnson 913 1632 8304 2.0350000000E+02 
QAP12 T.Johnson 3193 8856 44244 5.2289435056E+02 
QAP15 T.Johnson 6331 22275 110700 1.0409940410E+03 
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SC50A N. Gould 51 48 131 -6.4575077059E+01 
SC50B N. Gould 51 48 119 -7.0000000000E+01 
SC105 N. Gould 106 103 281 -5.2202061212E+01 
SC205 B.Fourer 206 203 552 -5.2202061212E+01 
SCAGR7 B.Fourer 130 140 553 -2.3313892548E+06 
SCAGR25 B.Fourer 472 500 2029 -1.4753433061E+07 
SCFXM1 B.Fourer 331 457 2612 1.8416759028E+04 
SCFXM2 B.Fourer 661 914 5229 3.6660261565E+04 
SCFXM3 B.Fourer 991 1371 7846 5.4901254550E+04 
SCORPION B.Fourer 389 358 1708 1.8781248227E+03 
SCRS8 B.Fourer 491 1169 4029 9.0429998619E+02 
SCSD1 B.Fourer 78 760 3148 8.6666666743E+00 
SCSD6 B.Fourer 148 1350 5666 5.0500000078E+01 
SCSD8 B.Fourer 398 2750 5500 9.0499999993E+02 
SCTAP1 B.Fourer 301 480 2052 1.4122500000E+03 
SCTAP2 B.Fourer 1091 1880 8124 1.7248071429E+03 
SCTAP3 B.Fourer 1481 2480 10734 1.4240000000E+03 
SHARE1B M.Saunders 118 225 1182 -7.6589318579E+04 
SHARE2B M.Saunders 97 79 730 -4.1573224074E+02 
SHIP04L B.Fourer 403 2118 8450 1.7933245380E+06 
SHIP04S B.Fourer 403 1458 5810 1.7987147004E+06 
SHIP08L B.Fourer 779 4283 17085 1.9090552114E+06 
SHIP08S B.Fourer 779 2387 9501 1.9200982105E+06 
SHIP12L B.Fourer 1152 5427 21597 1.4701879193E+06 
SHIP12S B.Fourer 1152 2763 10941 1.4892361344E+06 
STOCFOR1 G. Gassmann 118 111 474 -4.1131976219E+04 
STOCFOR2 G. Gassmann 2158 2031 9492 -3.9024408538E+04 

TRUSS 
O.Mangasarian
R.Setiono 
M.Ferris 

1001 8806 36642 4.5881584719E+05 

WOOD1P J. Tomlin 245 2594 70216 1.4429024116E+00 
WOODW J. Tomlin 1099 8405 37478 1.3044763331E+00 

  

 

Πίνακα 2.5 Αδύνατα Μετροπρογράμματα (Infeasible benchmark) 

Όνομα Δημιουργός Πλήθος 
Γραμμών 

Πλήθος 
Στηλών 

Πλήθος μη 
μηδενικών 
στοιχείων 

BGINDY Chinneck 2672 10116 75019 
BGPRTR Chinneck 21 34 90 
ITEST2 Chinneck 10  4 17 
ITEST6 Chinneck 12 8 23 
KLEIN1 Chinneck 55 54 696 
KLEIN2 Chinneck 478 54 4585 
KLEIN3 Chinneck 995 88 12107 
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Πίνακα 2.6 Μετροπρογράμματα Kennington 

Όνομα Δημιουργός Πλήθος 
Γραμμών 

Πλήθος 
Στηλών 

Πλήθος μη 
μηδενικών 
στοιχείων 

Βέλτιστη Λύση

CRE-A 

Generated by 
the channel 
routing model 
for Europe 
generator 

3517 4067 19054 2.3595407e+07

CRE-B 

Generated by 
the channel 
routing model 
for Europe 
generator 

9649 72447 328542 2.3129640e+07

CRE-C 

Generated by 
the channel 
routing model 
for Europe 
generator 

3069 3678 16922 2.5275116e+07

CRE-D 

Generated by 
the channel 
routing model 
for Europe 
generator 

8927 69980 312626 2.4454970e+07

OSA-07 

Generated by 
the 

operational 
support 

airlift model 
generator 

1119 23949 167643 5.3572252e+05
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 

ΠΡΟΛΥΤΙΚΕΣ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ 
 
 

Η σημασία και η αξία των προλυτικών διαδικασιών είναι τεράστια όπως έχει 

αποδειχθεί στην πράξη. Η αιτία που καθιστά την ύπαρξη των προλυτικών 

διαδικασιών απαραίτητη είναι η ακατάλληλη μορφή των προβλημάτων αυτών για την 

επίλυση τους από ένα συγκεκριμένο λύτη. Όμως, η ακατάλληλη μορφή των 

γραμμικών προβλημάτων οφείλεται κατά κύριο λόγο στην αυτόματη δημιουργία τους 

από κάποιο εργαλείο μοντελοποίησης. Η χρησιμοποίηση των εργαλείων 

μοντελοποίησης έχει δύο όψεις. Από την μια πλευρά είναι άκρως χρήσιμα και 

αποτελεσματικά για το σκοπό για τον οποίο χρησιμοποιούνται και από την άλλη 

δημιουργούν αρκετά εμπόδια στην επίλυση των συγκεκριμένων γραμμικών 

προβλημάτων. Κανείς δεν μπορεί να αμφισβητήσει το γεγονός ότι τα εργαλεία 

μοντελοποίησης έκαναν πιο εύκολη την πρόσβαση των απλών χρηστών στο γραμμικό 

προγραμματισμό. Επομένως, θα πρέπει η μοντελοποίηση ενός γραμμικού 

προβλήματος να γίνεται με τέτοιον τρόπο ώστε αυτό να μπορεί να επιλυθεί 

αποτελεσματικά από κάποιον λύτη. Για αυτούς λόγους η μελέτη των προλυτικών 

διαδικασιών είναι σημαντική και γίνεται ακόμα πιο επιτακτική καθώς το μέγεθος των 

γραμμικών προβλημάτων αυξάνει. Με τις προλυτικές διαδικασίες οι διαστάσεις του 

γραμμικού προβλήματος μπορούν να μειωθούν αισθητά με αποτέλεσμα την 

παραγωγή ενός νέου γραμμικού προβλήματος ισοδύναμου με το παλιό αλλά με 

μικρότερες διαστάσεις και επομένως ο λύτης μπορεί να γίνει πιο αποτελεσματικός. 

Επομένως, με τον όρο προλυτικές διαδικασίες αναφέρονται όλες εκείνες οι 

τεχνικές οι οποίες είναι υπεύθυνες για την μετατροπή ενός γραμμικού προβλήματος 

σε κάποιο απλούστερο ισοδύναμο. Ο συγκεκριμένος ερευνητικός τομέας έχει 

καλυφθεί αρκετά αναλυτικά από πολλούς ερευνητές και επιστήμονες [Chang & 

McCrmick 1992], [Hall & McKinnon 2005], [Hall & McKinnon 2005], [McCormick 

1990], [Urdaneta et all 2000], [Fourer & Gay 1993] 

 

Όπως αναφέρθηκε και προηγουμένως με τις προλυτικές διαδικασίες ένας λύτης 

γραμμικών προβλημάτων γίνεται πιο αποτελεσματικός και πολύ πιο γρήγορος.  

Οι προλυτικές διαδικασίες στοχεύουν στην: 

1. Μείωση των διαστάσεων του γραμμικού προβλήματος. 
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2. Καλυτέρευση των αριθμητικών ιδιοτήτων και των υπολογιστικών 

χαρακτηριστικών των γραμμικών προβλημάτων. 

3.   Ανίχνευση αν το γραμμικό πρόβλημα είναι αδύνατο ή απεριόριστο. 

4. Επισήμανση ορισμένων ιδιοτήτων του γραμμικού προβλήματος οι οποίες 

δεν είχαν γίνει φανερές κατά τη διάρκεια μοντελοποίησης του. 

 

Ο σημαντικός ρόλος της προλυτικών διαδικασιών στην επίλυση γραμμικών 

προβλημάτων αναγνωρίστηκε από πολύ νωρίς. Επίσης, υπάρχουν ορισμένες γενικές 

προλυτικές διαδικασίες για το γραμμικό πρόβλημα. Συγκεκριμένα πρότειναν τα εξής: 

1. Εντοπισμός και διαγραφή ισοτικών περιορισμών που περιλαμβάνουν ένα 

μόνο μη μηδενικό στοιχείο (singleton rows). 

2. Παράλειψη ανισοτικών περιορισμών οι οποίοι θα είναι πάντοτε χαλαροί. 

3. Αφαίρεση ορίων από περιορισμούς οι οποίοι συνεπάγονται αρκετές 

μεταβλητές με όρια. 

4. Αφαίρεση ορίων από δυϊκές μεταβλητές. 
 

Οι πρώτες προσπάθειες επισήμαναν την αξία των προλυτικών διαδικασιών και 

κατάφεραν να περιγράψουν διαδικασίες διαγραφής από το γραμμικό πρόβλημα 

σχετικά απλών πλεονασμών. Όπως είναι φυσικό η προσπάθεια τους δεν ήταν 

ιδιαίτερα αποτελεσματική καθώς ήταν η πρώτη, αλλά ήταν ικανή για να δημιουργηθεί 

ένας καινούριος ερευνητικός τομέας. 

Οι προλυτικές διαδικασίες μπορούν να χρησιμοποιηθούν με αρκετούς τρόπους. 

Επιλέγονται αρχικά μερικά κριτήρια τα οποία είτε ισχυροποιούν τα όρια των 

μεταβλητών είτε εντοπίζουν πλεονασματικές γραμμές και στήλες και εφαρμόζονται 

στο αρχικό πρόβλημα. Με την εφαρμογή αυτών των τεχνικών παράγεται ένα 

διαφορετικό νέο γραμμικό πρόβλημα στο οποίο εφαρμόζονται ξανά οι ίδιες τεχνικές. 

Οι προλυτικές διαδικασίες μπορούν να επαναλαμβάνονται μέχρις ότου κανένα 

κριτήριο δεν βρίσκει εφαρμογή ή για συγκεκριμένο χρονικό διάστημα το οποίο είναι 

επιθυμητό. Επίσης, οι προλυτικές διαδικασίες μπορούν να εφαρμοστούν από 

οποιονδήποτε λύτη ανεξαρτήτως του αλγορίθμου που χρησιμοποιεί. Τέλος αξίζει να 

επισημανθεί το γεγονός ότι η εφαρμογή των προλυτικών διαδικασιών όπως η 

διαγραφή πλεονασματικών γραμμών και στηλών είναι μια αρκετά δαπανηρή 

υπολογιστικά διαδικασία. 
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Όπως προαναφέρθηκε και παραπάνω η μορφή των γραμμικών προβλημάτων 

είναι η εξής: 

1 1 2 2

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2 2

min   z=     c x  +    c x + . . . +    c x
. .         α x   +  α x + . . . +    α x         b

                α x   +  α x + . . . +  α x         b
                  . . .   ...   . . .  ..

n n

n n

n n

μ π ⊕
⊕

m1 1 2 2

j

. . . . ...    . . .         ...   . . .
                α x   +  α x + . . . +  α x        b
                                 x 0, (j=1,2,3,...,n)

m mn n ⊕
≥

m

 

 

Με βάση αυτή τη μαθηματική μορφή θα αναλυθούν όλες οι προλυτικές 

διαδικασίες. 

 

3.1 Τεχνικές Κλιμάκωσης  
 

Ένα σημαντικό πρόβλημα που έχουν να αντιμετωπίσουν και να επιλύσουν οι 

ερευνητές κατά την επίλυση γραμμικών προβλημάτων είναι το μεγάλο μέγεθος των 

προβλημάτων αλλά και η διαφορά στη τάξη μεγέθους των δεδομένων του 

προβλήματος. Ο συνδυασμός των δύο αυτών χαρακτηριστικών είναι υπεύθυνος για 

αρκετές δυσκολίες που εμφανίζονται όπως η στρογγυλοποίηση και η αποκοπή των 

τιμών των δεδομένων, με αποτέλεσμα οι λύσεις να είναι λανθασμένες.  

Αυτού του είδους τα προβλήματα επιλύονται με τις τεχνικές κλιμάκωσης. Οι 

τεχνικές κλιμάκωσης βοηθούν στο να γίνονται πιο κοντινά σε τάξη μεγέθους τα 

δεδομένα του προβλήματος με αποτέλεσμα να βελτιώνεται η αριθμητική ακρίβεια και 

να μειώνεται η χρονική διάρκεια των χρονοβόρων αριθμητικών πράξεων. Οι πρώτες 

τεχνικές κλιμάκωσης αναπτύχθηκαν από τον Tomlin [Tomlin 1975], [Tomlin&Welch 

1986] 

. Στην παρούσα εργασία χρησιμοποιήθηκαν τρεις τεχνικές κλιμάκωσης, η 

τεχνική της ισορρόπησης (equilibration technique), η τεχνική του γεωμετρικού μέσου 

(geometric mean technique) και η υβριδική τεχνική (hybrid technique).  

Στην τεχνική της ισορρόπησης(equilibration technique) αρχικά εντοπίζεται το 

μεγαλύτερο κατ’ απόλυτη τιμή στοιχείο της κάθε στήλης των συντελεστών των 

περιορισμών και όλα τα στοιχεία της στήλης διαιρούνται με αυτό. Το αποτέλεσμα 

αυτής της διαδικασίας είναι σε κάθε στήλη ο μεγαλύτερος κατ’ απόλυτη τιμή να είναι 

ο ±1. Στη συνέχεια η μήτρα σαρώνεται κατά γραμμές. Στις γραμμές όπου δεν υπάρχει 
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ο αριθμός ±1 επαναλαμβάνεται η διαδικασία κλιμάκωσης. Πρέπει να τονιστεί το 

γεγονός ότι το νέο κλιμακούμενο πρόβλημα έχει την ίδια βέλτιστη τιμή σαν λύση με 

το αρχικό αλλά διαφέρουν οι τιμές της λύσης x.  

Στην τεχνική του γεωμετρικού μέσου(geometric mean technique) αρχικά 

υπολογίζεται ο γεωμετρικός μέσος κάθε στήλης και όλα τα στοιχεία της στήλης 

διαιρούνται με αυτό. Στη συνέχεια, υπολογίζεται ο γεωμετρικός μέσος κάθε 

ανανεωμένης γραμμής και όλα τα στοιχεία της γραμμής διαιρούνται με αυτό.  

Τέλος, στην υβριδική τεχνική(hybrid technique) εφαρμόζονται και οι δύο 

προηγούμενες τεχνικές. Πρώτα εφαρμόζεται η τεχνική της ισορρόπησης(equilibration 

technique) και ακολουθεί η τεχνική του γεωμετρικού μέσου(geometric mean 

technique). 

 
 

3.2 Εντοπισμός και Διαγραφή Singleton Ισοτικών Γραμμών  
 

Με το όρο singletown ισοτικές γραμμές αναφέρονται όλοι οι ισοτικοί 

περιορισμοί της μορφής:  

i1 1 i2 2 in n ia x  + a x  + ...+ a x  = b   ένα μοναδικό 0ijaμε ≠  

 

με i = 1, 2, ..., m και j=1, 2, ..., n ονομάζεται γραμμή με ένα μη μηδενικό στοιχείο 

(singleton row). Αυτό που έχει μεγάλη σημασία είναι το γεγονός ότι ένας περιορισμός 

της συγκεκριμένης μορφής προσδιορίζει μοναδικά την τιμή της μεταβλητής που 

εμφανίζεται σ’ αυτόν. 
 

Έστω . Επομένως, ο συγκεκριμένος περιορισμός γράφεται ως εξής: ita ≠ 0

ita t ix b=  

 

Συνεπώς, η τιμή της μεταβλητής xt προσδιορίζεται λύνοντας την παραπάνω 

εξίσωση και επομένως, 

i
t

it

bx
a

=  

 

Με βάση την παραπάνω εξίσωση διακρίνονται δύο διαφορετικές περιπτώσεις 

a) xt ≥ 0  
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H τιμή αυτή ικανοποιεί τον αντίστοιχο περιορισμό της μη αρνητικότητας και 

εισάγει ένα νέο όριο στη μεταβλητή xt. 

b) xt < 0  

H τιμή αυτή δεν ικανοποιεί τα όρια της μεταβλητής, δεν ικανοποιεί δηλαδή τον 

αντίστοιχο περιορισμό της μη αρνητικότητας. Στην περίπτωση αυτή το 

γραμμικό πρόβλημα είναι αδύνατο. 
 

Αν ο περιορισμός είναι της συγκεκριμένης μορφής και ικανοποιεί τον 

περιορισμό της μη αρνητικότητας τότε η μεταβλητή xt προσδιορίζεται. Επομένως, 

στη συνέχεια μπορεί να αντικατασταθεί και στους υπόλοιπους περιορισμούς του 

γραμμικού προβλήματος. Μετά την αντικατάσταση της συγκεκριμένης μεταβλητής 

απαλείφεται από το αρχικό γραμμικό πρόβλημα η i γραμμή(περιορισμός) και η t 

στήλη από τις μήτρες Α και c. Αν το στοιχείο cj≠0, τότε δημιουργείται στο Γ.Π. ένας 

σταθερός όρος για την αντικειμενική συνάρτηση. Ο σταθερός όρος, c0, προκύπτει από 

τη σχέση c0=c0-c’j, όπου c’j=cjbi. Επίσης διαγράφεται και το στοιχείο bi.  

Αξίζει να τονιστεί το γεγονός ότι η διαγραφή αυτού του είδους συνήθως 

δημιουργεί μια νέα γραμμή με ένα μη μηδενικό στοιχείο και η διαδικασία πρέπει να 

συνεχιστεί μέχρι ώσπου να μην μπορεί να διαγραφεί κάποιος άλλος περιορισμός ή 

μεταβλητή. 

 

Παράδειγμα 

Να βρεθούν και να διαγραφούν αν υπάρχουν singleton γραμμές στο παρακάτω 

γραμμικό πρόβλημα. 

1 2 3 4

3

1 2 3 4

1 2 4

1 3

1 2 3 4

min 4 6 2 2
. . 4 8

2 2 6
2 4 6

4 2
, , ,  0

x x x x
x

x x x x
x x x

x x
x x x x

μ π
− + − +

+ ≤
− + + =

− + − ≥ −
=

≥

16
10

20

 

 

Λύση:  

Σε μορφή μητρών τα δεδομένα του προβλήματος είναι  

c = [ –4   6  –2   2] 
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0 0 4 0 8
2 2 6 1 16

A ,
2 4 0 6 10
4 0 2 0 20

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥= =
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

H πρώτη γραμμή της μήτρας Α περιλαμβάνει ένα μόνο μη μηδενικό στοιχείο. 

Το μη μηδενικό στοιχείο βρίσκεται στη στήλη j = 3 και είναι a13 = 4. Η μεταβλητή xj 

= x3 ισούται με 

1
3

13

8 2
4

bx
a

= = =  

Επειδή είναι x3 = 2 ≥ 0 υπολογίζουμε το διάνυσμα y από την παρακάτω σχέση 

και θα έχουμε: 

3 3

4 8
6 12

. 2
0 0
2 4

y x A

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

και στη συνέχεια αντικαθιστούμε το y στη παρακάτω σχέση και έχουμε: 

8 8 0
16 12 4
10 0 10
20 4 16

b b y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = − =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Επομένως, διαγράφουμε τώρα τη στήλη Α3 και τη γραμμή Α1. Η νέα μήτρα 

των περιορισμών θα είναι 

2 2 1
2 4 6

4 0 0
A

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Επίσης διαγράφουμε τα στοιχεία c3, b 1. Τα νέα c, b  είναι: 

[ ]
4

4 6  2 , 10
16

c b
⎡ ⎤
⎢ ⎥= − = −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Μετά την απαλοιφή της μεταβλητής x3 από το γραμμικό πρόβλημα 

δημιουργήθηκε ένας νέος ισοτικός περιορισμός με ένα μόνο μη μηδενικό στοιχείο. 

Εφαρμόζοντας την ίδια διαδικασία θα έχουμε τελικά τις εξής μήτρες. 

[ ]2 1 4
, 6    2 ,

4 6 2
A c b

− −⎡ ⎤ ⎡
= = ′⎢ ⎥ ⎢

⎤
= ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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Παρατηρούμε ότι ενώ το αρχικό Γ.Π. είχε διαστάσεις m = 4 και n = 4, αυτές 

ελαττώθηκαν μετά την εφαρμογή της προλυτικής διαδικασίας και έγιναν m = 2 και n 

= 2. Διαγράφηκαν δηλαδή 2 singleton ισοτικοί περιορισμοί. 

 

3.3  Εντοπισμός και Διαγραφή Κενών Γραμμών και Στηλών 
 

Ένας περιορισμός της μορφής 

min 1 1 2 2 max...i i in nb a x a x a x b≤ + + + ≤  

όπου i = 1, 2, ... m ονομάζεται κενός αν ισχύει aij
 = 0,για κάθε j = 1, 2, ..., n. Τότε η i-

γραμμή ονομάζεται κενή γραμμή. Ένας περιορισμός αυτής της μορφής μπορεί να 

είναι είτε πλεονασματικός είτε αδύνατος. Αυτό εξαρτάται από το είδος του 

περιορισμού και το πρόσημο του δεξιού μέρους. Όλες οι δυνατές περιπτώσεις 

συνοψίζονται παρακάτω.  

Για κάθε μηδενική γραμμή i αυτής της μορφής διακρίνονται οι εξής 

περιπτώσεις: 

 

1. ai1x1 + ... + ainxn ≤ maxb  και maxb  ≥ 0.  

Ο περιορισμός είναι πλεονασματικός και μπορεί να διαγραφεί. 

2. ai1x1 + ... + ainxn ≤ maxb  και maxb  < 0.   

Το γραμμικό πρόβλημα είναι αδύνατο. 

3. ai1x1 + ... + ainxn ≥ minb  και minb  ≤ 0.  

Ο περιορισμός είναι πλεονασματικός και μπορεί να διαγραφεί. 

4. ai1x1 + ... + ainxn ≥ minb  και minb  > 0.  

Το γραμμικό πρόβλημα είναι αδύνατο. 

5. ai1x1 + ... + ainxn ≥ bi και bi = 0.  

Ο περιορισμός είναι πλεονασματικός και μπορεί να διαγραφεί. 

6. ai1x1 + ... + ainxn ≥ maxb = minb  = bi και bi ≠ 0.  

Το γραμμικό πρόβλημα είναι αδύνατο. 

 

Επίσης, για κάθε μηδενική στήλη j της μορφής διακρίνουμε τις εξής δύο 

περιπτώσεις: 
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1. cj ≥ 0. H στήλη είναι πλεονασματική και μπορεί να διαγραφεί. 

2. cj < 0. To γραμμικό πρόβλημα είναι απεριόριστο. 

 

Παράδειγμα  

Να βρεθούν και να διαγραφούν αν υπάρχουν κενές γραμμές και στήλες στο 

παρακάτω γραμμικό πρόβλημα. 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

min 2 2 3 5 6
. . 2 3 0 0 9

4
3

6

x x x x x
x x x x xμ π

− + + − −
− + + + ≤

−
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

8 0 3
0 0 0 0 0
5 0 7 0 3

, , , , 0

x x x x x
x x x x x
x x x x x

x x x x x

− + + + − ≥
+ + + + ≥
+ + − − =

≥

 

 
Λύση 

Σε μορφή μητρών τα δεδομένα του προβλήματα είναι 

[ ]2 2 3 5 6c = − − −

2 3 0 0 1 1 9
1 1 8 0 3 1 4

,

− −

 

 

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

A ,
0 0 0 0 0 1 3
5 3 7 0 3 0 6

eqin b
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

όπου 

1 , περιορισμός της μορφής
0, " "
1, " "

eqin
− ≤⎧
⎪= =⎨
⎪ ≥⎩

 

Πρώτα ελέγχουμε για κάθε γραμμή i = 1, 2, 3, 4 αν υπάρχει γραμμή της μήτρας 

Α με όλα τα στοιχεία της ίσα με μηδέν.  

Για i = 3 τα στοιχεία a3j = 0, j = 1, ..., 5. Στη συνέχεια ελέγχουμε το είδος του 

περιορισμού και το αντίστοιχο δεξιό μέρος. Έχουμε, 

0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5 ≥ -1 

Σύμφωνα με την περίπτωση 3 της πρώτης διερεύνησης που αναλύθηκε 

παραπάνω ο περιορισμός είναι πλεονασματικός και μπορεί να διαγραφεί. Για τις 

υπόλοιπες τιμές του i δεν υπάρχει γραμμή της μήτρας Α με όλα τα στοιχεία ίσα με 
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μηδέν. Διαγράφοντας τη γραμμή Α3 και τα στοιχεία b3 και eqin3 τα δεδομένα του 

προβλήματος μετά τις διαγραφές είναι 

2 3 0 0 1 1 9
A 1 1 8 0 3 , 1 ,

5 3 7 0 3 0 6
eqin b

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

4
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Στη συνέχεια ελέγχουμε για κάθε j = 1, 2, 3, 4, 5 αν υπάρχει στήλη της μήτρας 

Α με όλα τα στοιχεία της ίσα με μηδέν. Για j = 4 τα στοιχεία ai4 = 0, i = 1, 2, 3. Για να 

δούμε αν η στήλη Α4 είναι πλεονασματική ή το πρόβλημα είναι απεριόριστο πρέπει 

να ελέγξουμε το πρόσημο του στοιχείου c4 στην αντικειμενική συνάρτηση. Σύμφωνα 

με την περίπτωση 1 της δεύτερης διερεύνησης η τέταρτη στήλη είναι πλεονασματική 

(γιατί c4 = 1 > 0) και μπορεί να διαγραφεί. Για τις υπόλοιπες τιμές του j δεν υπάρχει 

στήλη της μήτρας Α που να έχει όλα τα στοιχεία ίσα με μηδέν. Προχωρώντας στη 

διαγραφή της στήλης Α4 και του στοιχείου c4 τα τελικά δεδομένα του προβλήματος 

μετά τις διαγραφές είναι: 
 

[ ]2 2 3 6c = − −  

2 3 0 1 1 9
4

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

ij

A 1 1 8 3 , 1 ,
5 3 7 3 0 6

eqin b⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

Οι νέες διαστάσεις του προβλήματος είναι m = 3 και n = 4 δηλαδή διαγράφηκαν 

μια κενή γραμμή και μια κενή στήλη. 

 

3.4 Εντοπισμός και Διαγραφή Ανισοτικών Γραμμών με ένα Μη 
Μηδενικό Στοιχείο 

 
Ένας περιορισμός της μορφής 

min 1 1 12 2 max...  μοναδικό 0i in nb a x a x a x b aμε≤ + + + ≤ ≠  

 

όπου i = 1, 2, ..., m και j ∈ [1, 2, ..., n] ονομάζεται ανισοτικός με ένα μη 

μηδενικό στοιχείο. Ένας περιορισμός αυτής της μορφής μπορεί να είναι είτε 

πλεονασματικός είτε να προσδιορίζει ώστε το γραμμικό πρόβλημα να είναι αδύνατο. 

Για τη διάκριση των περιπτώσεων είναι χρήσιμο να τονισθεί ότι όλες οι μεταβλητές 
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απόφασης του γραμμικού προβλήματος υπόκεινται στους περιορισμούς μη 

αρνητικότητας. 
 

Όλες οι δυνατές περιπτώσεις συνοψίζονται παρακάτω: 

Αν ο περιορισμός είναι της μορφής aitxt ≤  διακρίνονται οι εξής περιπτώσεις: maxb

1. ait > 0 και maxb  < 0. Το γραμμικό πρόβλημα είναι αδύνατο. 

2. ait < 0 και maxb  > 0. Ο περιορισμός i είναι πλεονασματικός. 

3. ait > 0 και maxb  = 0. Ο περιορισμός i και η στήλη k ένας πλεονασματικός. 

4. ait < 0 και maxb  = 0. Ο περιορισμός i είναι πλεονασματικός. 

 

Αν ο περιορισμός είναι της μορφής aitxt ≥  διακρίνονται οι εξής περιπτώσεις: minb

1. ait > 0 και minb  < 0. O περιορισμός i είναι πλεονασματικός. 

2. ait < 0 και minb  > 0. Το γραμμικό πρόβλημα είναι αδύνατο. 

3. ait > 0 και minb  = 0. Ο περιορισμός i είναι πλεονασματικός. 

4. ait < 0 και minb  = 0. Ο περιορισμός i και η στήλη j είναι πλεονασματικοί. 

 

1ο Παράδειγμα  

Να βρεθούν και να διαγραφούν αν υπάρχουν πλεονασματικές γραμμές και 

στήλες στο παρακάτω γραμμικό πρόβλημα. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1

1 2 3 4

min 7 8 2
. . 5 6 3 6 8

3 3 2 4
2 2

, , , 0

x x x x
x x x x
x x x x
x

x x x x

μ π
0

+ − −
+ + + ≤

− + + + ≥
≤ −

≥
 

 
Λύση 

Πρώτα ελέγχετε αν υπάρχουν ανισοτικοί περιορισμοί στο γραμμικό πρόβλημα. 

Στη συνέχεια, αν υπάρχει ανισοτικός περιορισμός με ένα μόνο μη μηδενικό στοιχείο. 

Πράγματι, για i = 3 υπάρχει μία singleton γραμμή. Το μη μηδενικό στοιχείο βρίσκεται 

στην στήλη j = 1. Το στοιχείο αυτό είναι a31 = 2. Το είδος του περιορισμού της 

συγκεκριμένης συνάρτησης είναι ≤ και το πρόσημο του στοιχείου a31 είναι θετικό και 
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το αντίστοιχο στοιχείο του πίνακα b είναι αρνητικός αριθμός. Επομένως σύμφωνα 

την περίπτωση 1 της πρώτης υποκατηγορίας, το γραμμικό πρόβλημα είναι αδύνατο.  

 

2ο Παράδειγμα  

Να βρεθούν και να διαγραφούν αν υπάρχουν πλεονασματικές γραμμές και 

στήλες στο παρακάτω γραμμικό πρόβλημα. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1

1 2 3 4

min 4 2 6
. . 4 7 5 3 8

2 2 4 2
3 1

, , , 0

x x x x
x x x x
x x x x
x

x x x x

μ π
0
2

+ − −
+ + + ≤

− + + + ≥
− ≤

≥
 

 
Λύση 

Πρώτα ελέγχετε αν υπάρχουν ανισοτικοί περιορισμοί στο γραμμικό πρόβλημα. 

Στη συνέχεια, αν υπάρχει ανισοτικός περιορισμός με ένα μόνο μη μηδενικό στοιχείο. 

Πράγματι, για i = 3 υπάρχει μία singleton γραμμή. Το μη μηδενικό στοιχείο βρίσκεται 

στην στήλη j = 1. Το στοιχείο αυτό είναι a31 = –3. Το είδος του περιορισμού της 

συγκεκριμένης συνάρτησης είναι ≤ και το πρόσημο του στοιχείου a21 είναι αρνητικό, 

επομένως σύμφωνα την περίπτωση 2 της πρώτης υποκατηγορίας, μπορεί να 

διαγραφεί ο συγκεκριμένος περιορισμός γιατί κρίνεται ως πλεονασματικός. Άρα 

διαγράφετε η γραμμή Α3, καθώς και τα στοιχεία c1, b2 και eqin2. Tα νέα δεδομένα του 

προβλήματος είναι: 

c = [2 -6  –1] 

7 5 3 1 8−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

A , ,
2 4 2 1 0

eqin b= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

 

3.5 Εντοπισμός και Διαγραφή Δυικών Ανισοτικών Γραμμών με Ένα 
Μη Μηδενικό Στοιχείο 

 

Είναι γνωστό ότι κάθε γραμμικό πρόβλημα έχει το αντίστοιχο δυικό του. Η 

διαδικασία για την εξαγωγή του δυικού από το αρχικό πρόβλημα είναι πολύ εύκολη και 

χρήσιμη. 

Το δυϊκό πρόβλημα του παρακάτω γραμμικού προβλήματος: 
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1 1 2 2

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2 2

min   z=     c x  +    c x + . . . +    c x
. .         α x   +  α x + . . . +    α x        =  b

                α x   +  α x + . . . +  α x         b
                  . . .   ...   . . .  ..

n n

n n

n n

μ π
≥

m1 1 2 2

j

. . . . ...    . . .         ...   . . .
                α x   +  α x + . . . +  α x        b
                                 x 0, (j=1,2,3,...,n)

m mn n ≤

≥
m

1 1 2 2

11 1 21 2 1 1

max   z=     b  +    b + . . . +    b
. .         α   +  α + . . . +    α        =  c

m m

m m

w w w
w w wμ π

≤

n

 

 

είναι το γραμμικό πρόβλημα 

 

12 1 22 2 2 2                α   +  α + . . . +  α          c
                  . . .   ...   . . .  

m mw w w

1n 1 2 2

j

... . . . ...    . . .            ...   . . .
                α   +  α + . . . +  α          c
                                 w 0, (j=1,2,3,...,m)

n nm mw w w ≥

≥

 

 

Επομένως οι στήλες του αρχικού προβλήματος μετατράπηκαν σε γραμμές στο 

αντίστοιχο δυϊκό πρόβλημα. Επίσης, αφού ισχύει κάτι τέτοιο τότε οι γραμμές του 

δυικού μπορούν να αντιμετωπιστούν ως singleton ανισοτικές γραμμές. Ένας 

περιορισμός αυτής της μορφής μπορεί να είναι είτε πλεονασματικός είτε να 

προσδιορίζει ώστε το γραμμικό πρόβλημα να είναι αδύνατο. Για τη διάκριση των 

περιπτώσεων είναι χρήσιμο να τονισθεί ότι όλες οι μεταβλητές απόφασης του 

γραμμικού προβλήματος υπόκεινται στους περιορισμούς μη αρνητικότητας. 
 

Όλες οι δυνατές περιπτώσεις συνοψίζονται παρακάτω: 
 

Αν eqin[i]
 = -1 τότε έχουμε: 

aij
 > 0 ∧ cj > 0. H αντίστοιχη γραμμή του δυικού είναι πλεονασματική. 

aij
 < 0 ∧ cj < 0. Το γραμμικό πρόβλημα είναι αδύνατο. 

aij
 > 0 ∧ cj = 0. H αντίστοιχη γραμμή του δυικού είναι πλεονασματική. 

aij
 < 0 ∧ cj = 0. Η αντίστοιχη γραμμή αλλά και στήλη του δυικού προβλήματος  

είναι πλεονασματικές.  

Aν eqin[i] = 1 τότε ισχύει η σχέση (6.19). Έχουμε: 

aij
 > 0 ∧ cj < 0. Tο πρόβλημα (Π.6.1) είναι αδύνατο. 

aij
 < 0 ∧ cj > 0. H στήλη j είναι πλεονασματική. 

aij
 > 0 ∧ cj = 0. H στήλη j και η γραμμή i είναι πλεονασματικές. 
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aij
 < 0 ∧ cj = 0. H στήλη j είναι πλεονασματική. 

 

Παράδειγμα  

Να βρεθούν και να διαγραφούν αν υπάρχουν πλεονασματικές γραμμές και 

στήλες στο παρακάτω γραμμικό πρόβλημα. 

 

1 2 3 4

1 3

1 2 3 4

2 3

1 2 3 4

min 3 2 2 5
. . 2 2 4 0

5 5 2
3 3 3

, , , 0

x x x x
x x x
x x x x

x x x
x x x x

μ π 4

4

0
7

+ − +
− − ≤

− − + − ≥
+ + ≤

≤

 

Λύση 

Γίνεται έλεγχος αν υπάρχουν στήλες με ένα μόνο μη μηδενικό στοιχείο. 

Πράγματι για j = 2 η στήλη Α1
 περιλαμβάνει ένα μόνο μη μηδενικό στοιχείο. Το 

στοιχείο αυτό βρίσκεται στην 2η γραμμή του γραμμικού προβλήματος και είναι α22
 = 

2 ≠ 0. Η στήλη j = 2 στο δυϊκό πρόβλημα θα γίνει η 2η γραμμή. Η γραμμή αυτή 

μπορεί να είναι είτε πλεονασματική είτε να προσδιορίζει ότι το πρόβλημα είναι 

αδύνατο. Επειδή το είδος του δεύτερου περιορισμού είναι (eqin[2] = 1) και a22
 ≤ 0 και 

c2
 > 0 η μεταβλητή x2 είναι πλεονασματική και μπορεί να διαγραφεί από το 

πρόβλημα. Μετά τη διαγραφή της 2ης στήλης της μήτρας Α και του στοιχείου c2 τα 

νέα δεδομένα του προβλήματος είναι 

c = [3 –2 5] 

2 2 4 1 0
b

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

5 5 2 , 1 , 0
3 3 3 1 7

A eqin⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

 

3.6 Εντοπισμός και Διαγραφή Ελεύθερων Στηλών με Ένα Μη 
Μηδενικό Στοιχείο 

 
Ένας περιορισμός της μορφής: 

ij ik ka x a x b+ = ,  i = 1, 2, …, m 
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στον οποίο υπάρχει μια singleton στήλη (με μοναδικό μη-μηδενικό στοιχείο το 

aik ≠ 0) είναι πλεονασματική αν ισχύει είτε 

aik > 0 ∧   aij ≤ 0,    j ≠ k 

 
είτε 

   aik < 0    ∧   aij ≥ 0,    j ≠ k 
 

Η μεταβλητή xk μπορεί να διαγραφεί από το γραμμικό πρόβλημα. Επίσης και ο 

i-περιορισμός μπορεί να διαγραφεί. Σε περίπτωση που ισχύει ck
 = 0 διαγράφεται ο i-

περιορισμός χωρίς καμία άλλη τροποποίηση του γραμμικού προβλήματος. Σε 

περίπτωση όμως που ισχύει ck ≠ 0 πρέπει να τροποποιηθεί κατάλληλα το διάνυσμα c.  

To νέο διάνυσμα της αντικειμενικής συνάρτησης θα είναι 

s
i

ik

cc c
a

←⎯⎯ − a  

και ο σταθερός όρος της 

0 0 s
i

ik

c
c c

a
←⎯⎯ − b  

 

Επομένως, ο i-περιορισμός μπορεί τώρα να διαγραφεί. 

 

Παράδειγμα  

Να βρεθούν και να διαγραφούν αν υπάρχουν πλεονασματικές γραμμές και 

στήλες από το παρακάτω γραμμικό πρόβλημα. 

1 2 3 4

1 3 4

min 2 4 3
. . 3 5 2 5

8
6

x x x x
x x xμ π

+

1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

2 3
2 2

, , , 0

x x x x
x x x

x x x x

− −
+ + ≤

+ − + =
− − +

≥

−
≤

 

 

Λύση 

Πρώτα ελέγχετε αν υπάρχει στήλη του γραμμικού προβλήματος η οποία να 

περιλαμβάνει ένα μόνο μη μηδενικό στοιχείο. Η δεύτερη στήλη του πίνακα Α 

περιλαμβάνει ένα μόνο μη μηδενικό στοιχείο. Το στοιχείο αυτό βρίσκεται στη 

δεύτερη γραμμή και είναι το a22 = 1 ≠ 0. Στη συνέχεια ελέγχεται αν ο συγκεκριμένος 
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περιορισμός είναι ισοτικός. Εφόσον, ο συγκεκριμένος περιορισμός είναι ισοτικός και 

όλα τα στοιχεία του έχουν διαφορετικό πρόσημο από το στοιχείο της δεύτερης 

στήλης τότε μπορεί να διαγραφεί. Επίσης ισχύει c2 = 2 ≠ 0. Πρέπει παράλληλα να 

υπολογιστεί το νέο διάνυσμα c.  

[ ] [ ]

[ ] [
[ ]

3
2

23

2= 1 2 4 3 1 1 2 3
1

= 1 2 4 3 2 2 2 6

= 1 0 2 9

j
i

ij

c cc c a c a
a a

= − = − =

]

− − − − =

− − − − =

− − −

 

και 

0 0
20 ( 8) 1
1

j
i

ij

c
c c b

a
= + = + − = − 6  

Η μεταβλητή x2 και ο περιορισμός i = 2 είναι πλεονασματικοί και μπορούν να 

διαγραφούν. Μετά τις διαγραφές τα νέα δεδομένα του προβλήματος είναι 

 [ ]1 2 9c = − − −   
3 5 2 1 5

, ,
2 2 1 1 6

A eqin
−

b⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡
= =

⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢− − − ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 
 
3.7 Εντοπισμός και Διαγραφή Πλεονασματικών Ορίων από Τους 
Περιορισμούς 

 
Ένας περιορισμός της μορφής 

min maxib a x b≤ ≤  

με τις μεταβλητές x να ικανοποιούν τους περιορισμούς 

min maxx x x≤ ≤  

όπου x = 0 και x = +∞, αποκαλύπτει νέα συνεπαγόμενα όρια στους περιορισμούς. Τα 

νέα αυτά όρια υπολογίζονται από τις παρακάτω σχέσεις 

max min
min min max

0 0
' inf

ij ij

i ij j ijx x x a a
b a x a x a

≤ ≤
≥ ≤

= = + jx∑ ∑  

min max

max max min
0 0ij ij

i ij j ij
x x x a a≤ ≤ ≥ ≤

' sup jb a x a x a x= = +∑ ∑  

όπου η συνάρτηση inf (inferior) υπολογίζει το μεγαλύτερο από τα κάτω όρια και η 

συνάρτηση sup(superior) υπολογίζει τα μικρότερα από τα άνω όρια. Αν ισχύει 
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[ ] [ ]min max min max' , '   ,i i i ib b b b∩ =∅  

τότε το γραμμικό πρόβλημα (Π.6.1) είναι αδύνατο. Αν ισχύει 

[ ] [ ]min max min max' , '   ,i i ib b b b⊆ i  

τότε ο i-περιορισμός είναι πλεονασματικός και μπορεί να διαγραφεί από το γραμμικό 

πρόβλημα . 

Πιο συγκεκριμένα,  

1.Αν ο i-περιορισμός είναι ανισοτικός, έχει τη μορφή ≤ (eqin[i] = -1) και ισχύει ai ≤ 

0 τότε αν ισχύει ib ≥ 0 είναι πλεονασματικός και μπορεί να διαγραφεί από το 

πρόβλημα . 

2.Αν ο i-περιορισμός είναι ανισοτικός, έχει τη μορφή ≥ (eqin[i] = 1) και ισχύει ai ≥ 0 

τότε αν ισχύει ib ≤ 0 είναι πλεονασματικός και μπορεί να διαγραφεί από το 

πρόβλημα. 

 

Παράδειγμα 
 

Να βρεθούν και να διαγραφούν, αν υπάρχουν, οι πλεονασματικές γραμμές από 

το παρακάτω γραμμικό πρόβλημα.   
 

1 2 3 4

1 2 3 4

min 2 3 4
. . 3 2 4

8
3
2

x x x x
x x x xμ π

−

1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4 5
3 2
2 9 5

, , , 0

x x x x
x x x
x x x x

x x x x

+ −
− − − − ≤

+ + + ≤
+ ≥ −

+ + + ≥
≥

−

 

 

Λύση  

 

Πρώτα ελέγχεται αν το γραμμικό πρόβλημα περιέχει ανισοτικούς περιορισμούς. 

Όντως, το γραμμικό πρόβλημα περιλαμβάνει ανισοτικούς περιορισμούς. Πρέπει τώρα 

να ελεγχθούν όλοι οι περιορισμοί. Για i = 1 το είδος του περιορισμού είναι ≤ επίσης 

ισχύει και το ≥ 0 και όλοι συντελεστές aij είναι αρνητικοί οπότε ο περιορισμός i = 

1 είναι πλεονασματικός και μπορεί να διαγραφεί από το γραμμικό πρόβλημα 

σύμφωνα με την δεύτερη περίπτωση που αναλύθηκε παραπάνω. Τα δεδομένα του 

προβλήματος μετά τη διαγραφή είναι 

min ib

 - 38 -



Γραμμικός Προγραμματισμός                   Προλυτικές Διαδικασίες  

[ ]2 3 4 1c = − −  

1 3 4 5 8⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥

3 1 0 2 , 3
2 9 1 5 2

A b⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Για i = 2 το είδος του περιορισμού είναι της μορφής ≤ και ισχύει ≥ 0 κι όλοι οι 

συντελεστές aij είναι θετικοί οπότε ο δεύτερος περιορισμός δεν μπορεί να διαγραφεί. 

Οι περιορισμοί i = 3 και 4 είναι πλεονασματικοί και μπορεί να διαγραφούν από το 

γραμμικό πρόβλημα. Αυτό μπορεί να γίνει γιατί τηρούνται όλες οι προϋποθέσεις της 

δεύτερης περίπτωσης που παρουσιάστηκε παραπάνω. Μετά τις διαγραφές των 

πλεονασματικών γραμμών τα δεδομένα του προβλήματος είναι 

ib

[ ]2 3 4 1c = − −  

[ ] [ ]3 1 0 2 , 8A b= =  

 

3.8 Εντοπισμός και Διαγραφή Πλεονασματικών Μεταβλητών 
 

Οι μεταβλητές xj, j = 1, 2, …, n του ισοτικού περιορισμού 

ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn = 0 

 

όπου i = 1, 2, .., m ονομάζονται πλεονασματικές αν ισχύει είτε  

aij ≥ 0 
είτε 

aij ≤ 0 

 

Και στις δύο αυτές περιπτώσεις οι μεταβλητές xj για τις οποίες ισχύουν οι 

παραπάνω συνθήκες ως αυστηρές ανισότητες μπορούν να διαγραφούν από το 

γραμμικό πρόβλημα. Όταν ο περιορισμός βρίσκεται στα αρχικά δεδομένα του 

γραμμικού προβλήματος ο εντοπισμός του είναι εύκολος. Συνήθως όμως έχει 

παρατηρηθεί ότι προκύπτει κατά τη διάρκεια των υπολογισμών του αλγορίθμου για 

την επίλυση του προβλήματος. Μια αποτελεσματική εφαρμογή της συγκεκριμένης 

προλυτικής διαδικασίας, αλλά περισσότερο χρονοβόρα, είναι όταν εφαρμόζεται στην 

τυποποιημένη μορφή του προβλήματος, δηλαδή αμέσως μετά την προσθήκη χαλαρών 

μεταβλητών. Στην περίπτωση αυτή δεν είναι απαραίτητο να εκτελεστεί κάποιος 
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αλγόριθμος για να εντοπιστούν οι πλεονασματικές μεταβλητές. Αρκεί να εκτελεστούν 

κατάλληλες γραμμοπράξεις.  

 
Παράδειγμα  

Να εντοπιστούν και να διαγραφούν αν υπάρχουν πλεονασματικές μεταβλητές 

στο παρακάτω γραμμικό πρόβλημα. 

1 2 3 4

1 2 3 4

min 6 4 2 8
. 2 4 2 2 20

14
20

x x x x
x x x xμ π

− + − −
− + + =

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 2 6 2
4 10 4 4

10 4 2 2 16
, , , 0

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

− + − − ≤ −
− + + − ≤ −

− − + =
≥

 

 

Λύση 

Επειδή το πρόβλημα είναι στην κανονική μορφή πρέπει να προστεθούν χαλαρές 

μεταβλητές για να μετατραπεί στην τυποποιημένη. Επομένως, θα έχουμε 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4 5

1 2 3 4 6

1 2 3 4

1 2 3 4

min 6 4 2 8
. . 2 4 2 2 20

4 2 6 2
4 10 4 4

10 4 2 2 16
, , , 0

x x x x
x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x

x x x x

μ π
− + − −

− + + =
14
20

− + − − + = −
− + + − + =

− − + =

≥

−
 

 

Σε μορφή μητρών τα δεδομένα του προβλήματος είναι 

[ ]6 4 2 8 0 0c = − − −  

2 4 2 2 0 0 0 20
4 2 6 2 1 0 0 14

, ,
4 10 4 4 0 1 0 20

10 4 2 2 0 0 0 16

A eqin

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

Δημιουργούμε τώρα την επαυξημένη μήτρα [A|b]. Παρατηρούμε ότι στην 

επαυξημένη μήτρα υπάρχουν ήδη σχηματισμένες δυο μοναδιαίες στήλες οι Α5 και Α6. 

Πρέπει λοιπόν να δημιουργηθούν άλλες δύο στήλες γιατί έχουμε δύο ισοτικούς 

περιορισμούς. Εφαρμόζοντας κατάλληλες γραμμοπράξεις θα έχουμε το επιθυμητό 

αποτέλεσμα. Πολλαπλασιάζεται η πρώτη γραμμή με 2 και αφαιρείται από την 
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δεύτερη και τρίτη γραμμή. Επίσης, η πρώτη γραμμή με -5 και αφαιρείται από την 

τελευταία γραμμή. Το αποτέλεσμα φαίνεται παρακάτω: 

2 4 2 2 0 0 20−⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎤
⎥
⎥=
⎥
⎥
⎦

0 6 2 2 1 0 26
0 2 8 0 0 1 0
0 16 12 8 0 0 84

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

 

Κατά τη διάρκεια των γραμμοπράξεων ο τρίτος περιορισμός είναι της 

παρακάτω μορφής:  
 

2x2 + 8x3 + x6 = 0 

Επομένως, στην περίπτωση αυτή οι μεταβλητές x2, x3 και x6 είναι 

πλεονασματικές και πρέπει να διαγραφούν.  

Πρέπει τώρα να διαγραφούν οι μεταβλητές x2 και x3 από τα αρχικά δεδομένα 

του προβλήματος. Τα δεδομένα του προβλήματος μετά τις διαγραφές είναι: 

2 2 0 20
4 2 1 14

, ,
4 4 1 20

10 2 0 16

A eqin b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢− − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢− − − −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

 και [ ]6    8c =  

 

3.9 Εντοπισμός και Διαγραφή Γραμμικώς Εξαρτημένων 
Περιορισμών 
 

Σύμφωνα με τον ορισμό δύο περιορισμοί at και ak με t ≠ k ονομάζονται 

γραμμικώς εξαρτημένοι αν ισχύει: 

at. = λak    

me λ∈ℜ, t = k∈{1, 2, ..., m}. Ο εντοπισμός όλων των γραμμικώς εξαρτημένων 

γραμμών ενός γραμμικού προβλήματος απαιτεί την εφαρμογή της απαλοιφής Gauss 

στον πίνακα Α των συντελεστών των περιορισμών του γραμμικού προβλήματος. Η 

μέθοδος αυτή είναι αρκετά “επίπονη” διότι απαιτεί αρκετούς υπολογισμούς με 

αποτέλεσμα να μην είναι πρακτικά εφαρμόσιμη σε μεγάλης κλίμακας γραμμικά 

προβλήματα. Παλαιότερα, έχουν δημοσιευτεί αρκετές αναφορές κι άρθρα [Douglas 

2005],[ Cosnard et all 2006],[ Weispfenning 2004] τα οποία παρουσιάζουν αρκετές 

διαφορετικές μεθόδους για την ανίχνευση γραμμικώς εξαρτημένες γραμμές.  
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Οι περιορισμοί της παραπάνω μορφής είναι πλεονασματικοί και άρα μπορούν 

να διαγραφούν. Οι περιορισμοί αυτοί μπορούν να εντοπιστούν κατά τη διάρκεια του 

υπολογισμού του βαθμού (rank) της μήτρας Α. Χρησιμοποιώντας την επαυξημένη 

μήτρα [Α|b] και εκτελώντας κατάλληλες γραμμοπράξεις ώστε να εμφανιστεί η 

μοναδιαία μήτρα μπορούμε να διαγράφουμε από το αρχικό πρόβλημα κάθε 

περιορισμό του οποίου η μορφή είναι 

ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn = 0 , i = 1, 2, …, m και j = 1, 2, ..., n.  

Σε περίπτωση που κατά τη διάρκεια γραμμοπράξεων εμφανιστεί περιορισμός 

της μορφής 

ai1x1 + ai2x2 + ... + ainxn = bi,  i = 1, 2, …, m και όπου aij = 0 και bi ≠ 0, 

j = 1, 2, ..., n, τότε το γραμμικό πρόβλημα είναι αδύνατο.  

Η διαδικασία εντοπισμού των γραμμικώς εξαρτημένων γραμμών προϋποθέτει 

ότι το αρχικό γραμμικό πρόβλημα είναι στην τυποποιημένη μορφή, δηλαδή ότι όλοι 

περιορισμοί είναι ισοτικοί ή έχουν μετατραπεί σε ισοτικούς προσθέτοντας χαλαρές 

μεταβλητές. 

 

Παράδειγμα 

Να εντοπιστούν και να διαγραφούν αν υπάρχουν γραμμικώς εξαρτημένων 

γραμμών στο παρακάτω γραμμικό πρόβλημα. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

min     x  +  x  -   2x  -  3x  
. .    x  + 2x  + 4x  -  5x   = 10

         3x  + 5x  + 8x     4x   = 2
1 5       x  +   x  + 2x + x  = 5
2 2

             x ,x ,x , x 0    

μ π

≥

 

 
Λύση 

Οι διαστάσεις του προβλήματος είναι m = 3 και n = 4. Επειδή όλοι οι 

περιορισμοί είναι ισοτικοί, δεν χρειάζεται να προστεθούν χαλαρές μεταβλητές. Σε 

μορφή μητρών τα δεδομένα του προβλήματος είναι 

 
[ ]1  1  -2  -3

  1    2    4     5 0 10
  3    5    8     4 ,  0 ,  2
1/2   1    2    5/2 0 5

c

A eqin

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

b
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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Η επαυξημένη μήτρα [Α|b] είναι  
 

 1    2    4     5     : 10
 3    5    8     4     :  2

1/2   1    2    5/2   :   5
A

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

Κάνοντας κατάλληλες γραμοπράξεις, όπως πολλαπλασιάζοντας την πρώτη 

γραμμή με -3 και προσθέτοντας την στη δεύτερη αλλά και πάλι πολλαπλασιάζοντας 

την πρώτη γραμμή με -3 και προσθέτοντας την στη τρίτη, τότε η επαυξημένη μήτρα 

[Α|b] γίνεται: 

  
 1     2      4       5     :   10
 0    -1    -4     -11    :  -28
 0     0      0       0     :     0

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Στην τελευταία επαυξημένη μήτρα ο τρίτος περιορισμός είναι της μορφής: 

0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 = 0 

Συγκεκριμένα οι περιορισμοί Α1 και Α3 είναι γραμμικώς εξαρτημένοι και ισχύει 

Α3 = 
1
2
Α1 

Στην περίπτωση αυτή ένας από τους περιορισμούς Α1 και Α3 είναι 

πλεονασματικοί και μπορεί να διαγραφεί από το γραμμικό πρόβλημα. Επειδή 

εκτελέστηκαν γραμμοπράξεις και εμφανίστηκαν μηδενικά στον τρίτο περιορισμό, 

επιλέγεται αυτός για να διαγραφεί από το γραμμικό πρόβλημα.  

Τέλος πρέπει να γίνουν ακόμα μερικές επαναλήψεις για να δημιουργηθεί η 

μοναδιαία μήτρα στην αρχή της επαυξημένης μήτρας [Α|b].  

Πολλαπλασιάζεται η πρώτη γραμμή με ½ και προστίθεται στη δεύτερη και το 

αποτέλεσμα φαίνεται παρακάτω:  

  1     2      4        5     :   10
  0     1     -2     -8.5    :  -23
  0     0      0        0     :     0

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

Τέλος, πολλαπλασιάζεται η δεύτερη γραμμή με -2 και προστίθεται στη πρώτη 

και το αποτέλεσμα φαίνεται παρακάτω:  
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  1     0      8       23     :   53
  0     1     -2     -8.5    :  -23
  0     0      0        0     :     0

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

ή καλύτερα: 

  1     2      4        5     :   10
  0     1     -2     -8.5    :  -23

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

Οι νέες διαστάσεις του γραμμικού προβλήματος του παραδείγματος είναι m = 2 

και n = 4. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΜΕΛΕΤΗ 
 
4.1 Χρόνοι Μετατροπής Προβλημάτων από mps Μορφή σε Μορφή 
mat 

Πρώτα πρέπει όλα τα μετροπρογράμματα να τύχουν κατάλληλης επεξεργασίας 

με σκοπό να μπορέσουν να χρησιμοποιηθούν στην παρούσα υπολογιστική μελέτη, 

δηλαδή να μετατραπούν σε κατάλληλη μορφή ώστε να μπορούν να χρησιμοποιηθούν 

από το προγραμματιστικό περιβάλλον MATLAB.Επομένως, παρακάτω 

παρουσιάζεται ο χρόνος υπολογισμού για την μετατροπή των προβλημάτων από mps 

μορφή σε κατάλληλη μορφή(.mat) για ην επεξεργασία των δεδομένων από το 

προγραμματιστικό περιβάλλον MATLAB. Η προλυτική ανάλυση των 

μετροπρογραμμάτων υλοποιήθηκε σε υπολογιστή Intel Core 2 Duo E7300 2.66 GHz 

Dual Core Socket 775 1066 MHz, με 4Gb RAM (1066MHz), στο προγραμματιστικό 

περιβάλλον MATLAB R2009a 64-bit Professional Edition και με λειτουργικό 

σύστημα Windows Professional XP 64-bit Edition. 

Βέλτιστα Μετροπρογράμματα (Optimal Benchmark) 
Πίνακα 4.1 Χρόνοι Μετατροπής mps σε mat μορφή

Problem Time(sec) 
25FV47 3.4642 
ADLITTLE 0.2211 
AFIRO 0.0347 
AGG 0.8164 
AGG2 1.4194 
AGG3 1.4309 
BANDM 0.8011 
BEACONFD 0.8946 
BLEND 0.1937 
BNL1 1.7925 
BNL2 7.0159 
BRANDY 0.5624 
D2Q06C 13.0258 
DEGEN2 1.2618 
DEGEN3 7.8075 
E226 0.7135 
FFFFF800 1.9279 
ISRAEL 0.6597 
LOTFI 0.3433 
MAROS-07 69,8399 
QAP8 2.9914 
QAP12 20.8638 
QAP15 82.2757 
SC50A 0.0657 
SC50B 0.0605 

SC105 0.1426 
SC205 0.2243 
SCAGR7 0.2085 
SCAGR25 0.673 
SCFXM1 0.7108 
SCFXM2 1.4581 
SCFXM3 2.3292 
SCORPION 0.5602 
SCRS8 1.1201 
SCSD1 0.7983 
SCSD6 1.4147 
SCSD8 3.3899 
SCTAP1 0.6136 
SCTAP2 2.7717 
SCTAP3 3.9246 
SHARE1B 0.3406 
SHARE2B 0.2439 
SHIP04L 2.4357 
SHIP04S 1.726 
SHIP08L 5.5719 
SHIP08S 3.1915 
SHIP12L 7.8578 
SHIP12S 4.1371 
STOCFOR1 0.1874 
STOCFOR2 3.8738 
TRUSS 13.3445 
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WOOD1P 15.8338 WOODW 11.3814 
Εικόνα 4.1 Χρόνοι Μετατροπής mps σε mat μορφή 

Time(sec)0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
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Time(sec)
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Όσο από τον πίνακα αλλά και από το παραπάνω διάγραμμα είναι εύκολο να 

διαπιστώσει κανείς ότι προβλήματα όπως τα MAROS-07, QAP15, QAP12, D2Q06C, 

DEGEN3, BNL2, WOODW, WOOD1P και TRUSS απαιτούν περισσότερο χρόνο για 

να ολοκληρωθεί η μετατροπή τους σε mat μορφή. Αντίθετα, προβλήματα όπως τα 

ADLITTLE, AFIRO, BLEND, SC50A, SC50B, SC105, SC205, SCAGR7, 

SHARE2B και STOCFOR2 δεν είναι τόσο χρονοβόρα κατά τη μετατροπή του. 

Επομένως, συνολικά τα βέλτιστα προβλήματα (Optimal Benchmark) διαθέτουν 

μικρούς χρόνους μετατροπής από mps μορφή σε mat μορφή.   

 
 
Αδύνατα Μετροπρογράμματα (Infeasible Benchmark) 
 

Πίνακας 4.2 Χρόνοι Μετατροπής mps σε mat μορφή 
Problem Time(sec)
BGINDY 25.7096
BGPRTR 0.0586
ITEST2 0.0287
ITEST6 0.0248
KLEIN1 0.2228
KLEIN2 1.1825
KLEIN3 3.3007

 
Εικόνα 4.2 Χρόνοι Μετατροπής mps σε mat μορφή 

Time(sec)

0

5

10

15

20

25

30

BGINDY BGPRTR ITEST2 ITEST6 KLEIN1 KLEIN2 KLEIN3

Benchmark Problem Time(sec)
 

 
 

Αν εξαιρεθεί το πρόβλημα BGINDY το οποίο έχει το μεγαλύτερο χρόνο 

εκτέλεσης, όλα τα υπόλοιπα δεν παρουσιάζουν μεγάλη απόκλιση, αν και το KLEIN3 

έχει ελαφρώς μεγαλύτερο χρόνο.   
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Μετροπρογράμματα Kennington 
 

Πίνακας 4.3 Χρόνοι Μετατροπής mps σε mat μορφή 
Problem Time(sec)
CRE_A 10.7478 
CRE_B 403.8003
CRE_C 9.057 
CRE_D 366.5482
OSA-07 57.041 

 
Εικόνα 4.3 Χρόνοι Μετατροπής mps σε mat μορφή 

Time(sec)

0
50

100
150
200
250
300
350
400
450

CRE_A CRE_B CRE_C CRE_D OSA-07

Benchmark Problem
Time(sec)

  
 

Από τον παραπάνω πίνακα και διάγραμμα είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι τα 

προβλήματα CRE_B και CRE_D είναι εκείνα τα προβλήματα με το μεγαλύτερο 

χρόνο εκτέλεσης. Κάτι το οποίο είναι πολύ φυσιολογικό αν αναλογιστεί κανείς τις 

διαστάσεις των προβλημάτων αυτών. Τα CRE_A και CRE_C έχουν το μικρότερο 

χρόνο εκτέλεσης ενώ το OSA-07 είναι αυτό που βρίσκεται ανάμεσα στις δύο 

προηγούμενες ομάδες.  

Συνολικά, θα μπορούσε κάποιος να ισχυριστεί τα προβλήματα Kennington είναι 

ομάδα με τους μεγαλύτερους χρόνους μετατροπής των προβλημάτων από mps μορφή 

σε mat μορφή. Το συμπέρασμα ατό είναι άκρως αναμενόμενο αν ληφθούν υπ’ όψιν οι 

διαστάσεις των προβλημάτων αυτών.   
 
 

4.2 Χρόνος Εκτέλεσης των Προλυτικών Διαδικασιών 
 

 

Είναι πολύ χρήσιμο για οποιονδήποτε ερευνητή να γνωρίζει το μέγεθος των 

δεδομένων που επεξεργάζεται καθώς και τη χρονική διάρκεια εκτέλεσης των 

πειραμάτων του.  
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Ο παρακάτω πίνακας παρουσιάζει τη χρονική διάρκεια εκτέλεσης των 

προλυτικών διαδικασιών στα μετροπρογράμματα(benchmark) που έχουν επιλεχθεί 

παραπάνω. 
 

Βέλτιστα Μετροπρογράμματα (Optimal Benchmark) 
 

Πίνακας 4.4 Χρόνοι Εκτέλεσης Προλυτικών Διαδικασιών 
Problem Time(sec) 
25FV47 0.5 
ADLITTLE 0.046875 
AFIRO 0.015625 
AGG 0.015625 
AGG2 0.25 
AGG3 0.140625 
BANDM 0.1875 
BEACONFD 0.03125 
BLEND 0.046875 
BNL1 0.359375 
BNL2 2.875 
BRANDY 0.078125 
D2Q06C 3.5625 
DEGEN2 0.3125 
DEGEN3 1.078125 
E226 0.171875 
FFFFF800 0.234375 
ISRAEL 0.0625 
LOTFI 0.125 
MAROS-R7 12,0625 
QAP8 0.1875 
QAP12 2.4879 
QAP15 6.2365 
SC50A 0.00108 
SC50B 0.03125 
SC105 0.046875 

SC205 0.03125 
SCAGR7 0.0625 
SCAGR25 0.1875 
SCFXM1 0.109375 
SCFXM2 0.109375 
SCFXM3 0.296875 
SCORPION 0.140625 
SCRS8 0.84375 
SCSD1 0.03125 
SCSD6 0.0625 
SCSD8 0.046875 
SCTAP1 0.140625 
SCTAP2 0.59375 
SCTAP3 1.015625 
SHARE1B 0.046875 
SHARE2B 0.140625 
SHIP04L 0.09375 
SHIP04S 0.078125 
SHIP08L 0.15625 
SHIP08S 0.140625 
SHIP12L 0.359375 
SHIP12S 0.265625 
STOCFOR1 0.078125 
STOCFOR2 1.203125 
TRUSS 0.296875 
WOOD1P 0.4375 
WOODW 1.578125 

 

Από τον παραπάνω πίνακα και το παρακάτω διάγραμμα είναι ολοφάνερο ότι 

προβλήματα όπως τα BNL2, D2Q06C, DEGEN3, MAROS-07, SCTAP3, 

STOCFOR2 και WOODW έχουν μεγαλύτερο χρόνο εκτέλεσης από τα υπόλοιπα 

μετροπρογράμματα. Στην απέναντι όχθη βρίσκονται προβλήματα όπως ADLITTLE, 

AFIRO, AGG, BEACONFD, BLEND, BRANDY, ISRAEL, SC50A, SC50B, SC105, 

SC205, SCAGR7, SCSD1, SCSD6, SCSD8, SHARE1B, SHIP04L, SHIP04S, 

STOCFOR1 τα οποία έχουν πολύ μικρό χρόνο εκτέλεσης.  

Το συμπέρασμα για τα βέλτιστα προβλήματα(Optimal Benchmark) είναι ότι 

στην πλειοψηφία τους δεν απαιτούν μεγάλα χρονικά διαστήματα για να 

ολοκληρώσουν τις λειτουργίες τους οι προλυτικές διαδικασίες.  



 

Εικόνα 4.4 Χρόνοι Εκτέλεσης Προλυτικών Διαδικασιών 
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Αδύνατα Μετροπρογράμματα (Infeasible Benchmark) 
Πίνακας 4.5 Χρόνοι Εκτέλεσης Προλυτικών Διαδικασιών 

Problem Time(sec) 
BGINDY 3.09375
BGPRTR 0.03125
ITEST2 0.109375
ITEST6 0.140625
KLEIN1 0.03125
KLEIN2 0.1875
KLEIN3 0.390625

 

Εικόνα 4.5 Χρόνοι Εκτέλεσης Προλυτικών Διαδικασιών 
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Και σε αυτή την περίπτωση, αν εξαιρεθεί το πρόβλημα BGINDY το οποίο έχει 

το μεγαλύτερο χρόνο εκτέλεσης, όλα τα υπόλοιπα δεν παρουσιάζουν μεγάλη 

απόκλιση, καθώς το KLEIN3 ακολουθεί με το δεύτερο μεγαλύτερο χρόνο.   
 

Μετροπρογράμματα Kennington 
 

Πίνακας 4.6 Χρόνοι Εκτέλεσης Προλυτικών Διαδικασιών 
Problem Time(sec)
CRE_A 2.003125
CRE_B 83.51563
CRE_C 1.78125
CRE_D 86.125
OSA-07 11.1875

Εικόνα 4.6 Χρόνοι Εκτέλεσης Προλυτικών Διαδικασιών 
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Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι τα προβλήματα CRE_B και CRE_D είναι 

εκείνα τα προβλήματα με το μεγαλύτερο χρόνο εκτέλεσης, όπως αναφέρθηκε 

παραπάνω κάτι τέτοιο είναι φυσιολογικό αν αναλογιστεί κανείς τις διαστάσεις των 

προβλημάτων αυτών. Τα CRE_A και CRE_C είναι εκείνα με το μικρότερο χρόνο 

εκτέλεσης ενώ το OSA-07 είναι με ενδιάμεσο χρόνο υπολογισμού.  

 

4.3 Αποτελέσματα Προλυτικών Διαδικασιών 
 

Παρακάτω αναλύονται τα αποτελέσματα των προλυτικών διαδικασιών τα οποία 

χωρίζονται σε τρεις ομάδες ανάλογα με την ομάδα στην οποία ανήκει το κάθε 

πρόβλημα(βέλτιστα προβλήματα, αδύνατα προβλήματα και προβλήματα kennington).  

Επίσης, σε κάθε μια ομάδα από τις παραπάνω υπάρχουν αρκετές υποομάδες οι 

οποίες καταγράφουν τις αυξήσεις και μειώσεις που επιφέρουν οι προλυτικές 

διαδικασίες στα μετροπρογράμματα. Οι υποομάδες αυτές αναφέρονται στο πλήθος 

των γραμμών και των στηλών του πίνακα Α καθώς και το πλήθος των μη-μηδενικών 

στοιχείων του πίνακα Α, b, c αλλά και συνολικά του γραμμικού προβλήματος. 

Επιπλέον, υπάρχουν πίνακες που καταγράφουν τις μεταβολές στην πυκνότητα των 

πινάκων A, b, c αλλά και συνολικά του γραμμικού προβλήματος. Η πυκνότητα 

υπολογίζεται ως το πλήθος των μη μηδενικών στοιχείων προς το σύνολο των 

στοιχείων του συγκεκριμένου πίνακα. Εκτός από αυτά, παρουσιάζεται και η 

μεταβολή στο πλήθος των περιορισμών(= ≥ ≤) του κάθε προβλήματος.  

 

4.3.1 Τα Βέλτιστα Προβλήματα (Optimal Benchmark) 
 

Στην συνέχεια παρουσιάζονται αναλυτικά οι αλλαγές που επιφέρουν οι 

προλυτικές διαδικασίες στα βέλτιστα μετροπρογράμματα.  

 

Μεταβολή του πλήθους γραμμών του πίνακα Α 
Πίνακας 4.7.1 Μεταβολή του πλήθους των γραμμών του πίνακα Α 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Reducion 

25FV47 820 788 3.90% 
ADLITTLE 56 55 1.79% 
AFIRO 27 27 0.00% 
AGG 488 390 20.08% 
AGG2 516 514 0.39% 

 - 52 -



Γραμμικός Προγραμματισμός                   Προλυτικές Διαδικασίες  

AGG3 516 514 0.39% 
BANDM 305 243 20.33% 
BEACONFD 173 82 52.60% 
BLEND 74 71 4.05% 
BNL1 643 618 3.89% 
BNL2 2324 1853 20.27% 
BRANDY 220 134 39.09% 
D2Q06C 2171 2131 1.84% 
DEGEN2 444 442 0.45% 
DEGEN3 1503 1501 0.13% 
E226 223 199 10.76% 
FFFFF800 524 322 38.55% 
ISRAEL 174 174 0.00% 
LOTFI 153 133 13.07% 
MAROS-07 3136 2152 31,38% 
QAP8 912 742 18.64% 
QAP12 3192 3192 0.00% 
QAP15 6330 6330 0.00% 
SC50A 50 49 2.00% 
SC50B 50 48 4.00% 

 

Εικόνα 4.7.1 Μεταβολή του πλήθους των γραμμών του πίνακα Α 

Percentage Reduction
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Πίνακας 4.7.2 Μεταβολή του πλήθους των γραμμών του πίνακα Α 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Reducion 

SC105 105 104 0.95% 
SC205 205 203 0.98% 
SCAGR7 129 127 1.55% 
SCAGR25 471 469 0.42% 
SCFXM1 330 305 7.58% 
SCFXM2 660 610 7.58% 
SCFXM3 990 915 7.58% 
SCORPION 388 317 18.30% 
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SCRS8 490 425 13.27% 
SCSD1 77 77 0.00% 
SCSD6 147 147 0.00% 
SCSD8 397 397 0.00% 
SCTAP1 300 284 5.33% 
SCTAP2 1090 1033 5.23% 
SCTAP3 1480 1408 4.86% 
SHARE1B 117 112 4.27% 
SHARE2B 96 79 17.71% 
SHIP04L 402 292 27.36% 
SHIP04S 402 216 46.27% 
SHIP08L 778 470 39.59% 
SHIP08S 778 276 64.52% 
SHIP12L 1151 610 47.00% 
SHIP12S 1151 340 70.46% 
STOCFOR1 117 102 12.82% 
STOCFOR2 2157 1996 7.46% 
TRUSS 1000 1000 0.00% 
WOOD1P 244 171 29.92% 
WOODW 1098 708 35.52% 

 

Εικόνα 4.7.2 Μεταβολής του πλήθους των γραμμών του πίνακα Α 

Percentage Reduction
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Από τα παραπάνω αποτελέσματα είναι εύκολο κανείς να παρατηρήσει ότι 

προβλήματα όπως τα AGG, BANDM, BEACONFD, BNL2, BRANDY, FFFFF800, 

QAP8, SCORPION, SHARE2B, SHIP04L, SHIP04S, SHIP04S, SHIP08L, SHIP08S 

SHIP12L, SHIP12S παρουσιάζουν σημαντικά ποσοστά μείωσης στο πλήθος των 

γραμμών(περιορισμών) του πίνακα Α. Τα ποσοστά αυτά κυμαίνονται από 17% μέχρι 

και 70%, τα οποία μπορούν να επιφέρουν μεγάλες μειώσεις στο χρόνο επίλυσης των 

προβλημάτων αυτών από κάποιον λύτη. Επίσης υπάρχουν και αρκετά προβλήματα 

στα οποία δεν υπήρξε καμία μεταβολή του πλήθους των περιορισμών, όπως στα 

προβλήματα AFIRO, QAP12, QAP15, SCSD1, SCSD6, SCSD8, TRUSS. 
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Μεταβολή του πλήθους στηλών του πίνακα Α 
Πίνακας 4.8.1 Μεταβολή του πλήθους των στηλών του πίνακα Α 

Problem Before 
Presolve After Presolve Percentage 

Reducion 
25FV47 1571 1541 1.91% 
ADLITTLE 97 95 2.06% 
AFIRO 32 32 0.00% 
AGG 163 112 31.29% 
AGG2 302 301 0.33% 
AGG3 302 301 0.33% 
BANDM 472 398 15.68% 
BEACONFD 262 143 45.42% 
BLEND 83 80 3.61% 
BNL1 1175 1169 0.51% 
BNL2 3489 3007 13.81% 
BRANDY 249 207 16.87% 
D2Q06C 5167 5124 0.83% 
DEGEN2 534 534 0.00% 
DEGEN3 1818 1818 0.00% 
E226 282 266 5.67% 
FFFFF800 854 663 22.37% 
ISRAEL 142 142 0.00% 
LOTFI 308 288 6.49% 
MAROS-07 9408 7440 20.92% 
QAP8 1632 1632 0.00% 
QAP12 8856 8856 0.00% 
QAP15 22275 22275 0.00% 
SC50A 48 48 0.00% 
SC50B 48 48 0.00% 

 
Εικόνα 4.8.1 Μεταβολή του πλήθους των στηλών του πίνακα Α 

Percentage Reducion
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Πίνακας 4.8.2 Μεταβολή του πλήθους των στηλών του πίνακα Α 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Reducion 

SC105 103 103 0.00% 
SC205 203 202 0.49% 
SCAGR7 140 138 1.43% 
SCAGR25 500 498 0.40% 
SCFXM1 457 431 5.69% 
SCFXM2 914 862 5.69% 
SCFXM3 1371 1293 5.69% 
SCORPION 358 324 9.50% 
SCRS8 1169 1109 5.13% 
SCSD1 760 760 0.00% 
SCSD6 1350 1350 0.00% 
SCSD8 2750 2750 0.00% 
SCTAP1 480 480 0.00% 
SCTAP2 1880 1880 0.00% 
SCTAP3 2480 2480 0.00% 
SHARE1B 225 220 2.22% 
SHARE2B 79 13 83.54% 
SHIP04L 2118 1890 10.76% 
SHIP04S 1458 1266 13.17% 
SHIP08L 4283 3099 27.64% 
SHIP08S 2387 1582 33.72% 
SHIP12L 5427 4147 23.59% 
SHIP12S 2763 1919 30.55% 
STOCFOR1 111 96 13.51% 
STOCFOR2 2031 1870 7.93% 
TRUSS 8806 8806 0.00% 
WOOD1P 2594 1801 30.57% 
WOODW 8405 5351 36.34% 

Εικόνα 4.8.2 Μεταβολή του πλήθους των στηλών του πίνακα Α 

Percentage Reducion
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Από τους παραπάνω πίνακες είναι εύκολο για τον καθένα να παρατηρήσει ότι 

προβλήματα όπως τα AGG, BEACONFD, FFFFF800, MAROS-07, SHARE2B, 

SHIP04L, SHIP04S, SHIP04S, SHIP08L, SHIP08S SHIP12L, SHIP12S, WOOD1P, 

WOODW παρουσιάζουν σημαντικά ποσοστά μείωσης στο πλήθος των 

στηλών(μεταβλητών) του πίνακα Α. Τα ποσοστά αυτά κυμαίνονται από 20% μέχρι 

και 83% τα οποία μπορούν να επιφέρουν μεγάλες μειώσεις στο χρόνο επίλυσης των 

προβλημάτων αυτών από κάποιον λύτη. Επίσης υπάρχουν και αρκετά προβλήματα 

στα οποία δεν υπήρξε καμία μεταβολή του πλήθους των μεταβλητών, όπως στα 

προβλήματα AFIRO, QAP12, QAP15, SCSD1, SCSD6, SCSD8, SCTAP1, SCTAP2, 

SCTAP3, TRUSS, κ.ά. 

 

Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α 

 
Πίνακας 4.9.1 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α 

 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Reduction 

25FV47 10400 10236 1.58% 
ADLITTLE 383 375 2.09% 

AFIRO 83 83 0.00% 
AGG 2410 1723 28.51% 

AGG2 4284 4274 0.23% 
AGG3 4300 4290 0.23% 

BANDM 2494 1925 22.81% 
BEACONFD 3375 1255 62.81% 

BLEND 491 446 9.16% 
BNL1 5121 5095 0.51% 
BNL2 13999 12674 9.46% 

BRANDY 2148 1901 11.50% 
D2Q06C 32417 31472 2.92% 
DEGEN2 3978 3944 0.85% 
DEGEN3 24646 24639 0.03% 

E226 2578 2388 7.37% 
FFFFF800 6227 5001 19.69% 

ISRAEL 2269 2269 0.00% 
LOTFI 1078 809 24.95% 

MAROS-07 144848 100486 30.63% 
QAP8 7296 7296 0.00% 

QAP12 38304 38304 0.00% 
QAP15 94950 94950 0.00% 
SC50A 130 130 0.00% 
SC50B 118 118 0.00% 
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Εικόνα 4.9.1 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α 

Percentage Reduction
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 Πίνακας 4.9.2 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Reduction 

SC105 280 280 0.00% 
SC205 551 550 0.18% 

SCAGR7 420 410 2.38% 
SCAGR25 1554 1544 0.64% 
SCFXM1 2589 2320 10.39% 
SCFXM2 5183 4645 10.38% 
SCFXM3 7777 6970 10.38% 

SCORPION 1426 1159 18.72% 
SCRS8 3182 1109 65.15% 
SCSD1 2388 2388 0.00% 
SCSD6 4316 4316 0.00% 
SCSD8 2750 2750 0.00% 
SCTAP1 1692 1638 3.19% 
SCTAP2 6714 6489 3.35% 
SCTAP3 8874 8595 3.14% 

SHARE1B 1151 1120 2.69% 
SHARE2B 694 694 0.00% 
SHIP04L 6332 4275 32.49% 
SHIP04S 4352 2860 34.28% 
SHIP08L 12802 7100 44.54% 
SHIP08S 7114 3622 49.09% 
SHIP12L 16170 9230 42.92% 
SHIP12S 8178 4273 47.75% 

STOCFOR1 447 367 17.90% 
STOCFOR2 8343 7152 14.28% 

TRUSS 27836 27836 0.00% 
WOOD1P 70215 46830 33.30% 
WOODW 37474 19796 47.17% 
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Εικόνα 4.9.2 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α 

Percentage Reduction
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Μια πάρα πολύ σημαντική παράμετρος στον γραμμικό προγραμματισμό είναι 

το πλήθος των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α. Η σημασία της μετρικής αυτής 

έγκειται στο γεγονός ότι μια σημαντική μείωση των στοιχείων αυτών μπορεί να 

οδηγήσει σε σημαντική μείωση του όγκου των δεδομένων του προβλήματος.   

Αρκετά μετροπρογράμματα όπως τα LOTFI, MAROS-07, FFFFF800, 

BEACONFD, BANDM, AGG, SHIP12L, SCRS8, SHIP04L, SHIP04S, SHIP08L, 

SHIP08S, SHIP12S, WOOD1P και WOODW παρουσιάζουν σημαντική μείωση στο 

πλήθος των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α. Αυτή η μείωση κυμαίνεται από 

20% μέχρι και 65 %, μια μείωση αρκετά αξιοσημείωτη.  

Επίσης, υπάρχουν και ορισμένα προβλήματα τα οποία δεν παρουσιάζουν 

κάποια ιδιαίτερη μείωση στο πλήθος των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α όπως 

τα μετροπρογράμματα AFIRO, QAP8 QAP12, QAP15, SCSD1, SCSD6, SCSD8, 

SCTAP1, SCTAP2, SCTAP3, TRUSS, κ.ά. 

 

Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα b 
 

Πίνακας 4.10.1 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα b 
 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Increase 

25FV47 287 329 14.63% 
ADLITTLE 37 37 0.00% 
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AFIRO 7 7 0.00% 
AGG 432 366 -15.28% 
AGG2 472 471 -0.21% 
AGG3 467 466 -0.21% 
BANDM 118 159 34.75% 
BEACONFD 67 73 8.96% 
BLEND 8 8 0.00% 
BNL1 276 276 0.00% 
BNL2 441 449 1.81% 
BRANDY 54 91 68.52% 
D2Q06C 874 881 0.80% 
DEGEN2 243 243 0.00% 
DEGEN3 594 594 0.00% 
E226 99 100 1.01% 
FFFFF800 204 194 -4.90% 
ISRAEL 171 171 0.00% 
LOTFI 49 70 42.86% 
MAROS-07 3132 2152 -31,29% 
QAP8 16 16 0.00% 
QAP12 24 24 0.00% 
QAP15 30 30 0.00% 
SC50A 10 10 0.00% 
SC50B 5 5 0.00% 

Εικόνα 4.10.1 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα b 

Percentage Increase
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Πίνακας 4.10.2 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα b 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Increase 

SC105 20 20 0.00% 
SC205 38 38 0.00% 
SCAGR7 53 59 11.32% 
SCAGR25 179 185 3.35% 
SCFXM1 116 123 6.03% 
SCFXM2 237 251 5.91% 
SCFXM3 358 379 5.87% 
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SCORPION 76 76 0.00% 
SCRS8 77 61 -20.78% 
SCSD1 1 1 0.00% 
SCSD6 9 9 0.00% 
SCSD8 15 15 0.00% 
SCTAP1 154 154 0.00% 
SCTAP2 521 8420 1516.12% 
SCTAP3 682 682 0.00% 
SHARE1B 103 103 0.00% 
SHARE2B 24 24 0.00% 
SHIP04L 263 263 0.00% 
SHIP04S 263 199 -24.33% 
SHIP08L 413 413 0.00% 
SHIP08S 413 234 -43.34% 
SHIP12L 653 541 -17.15% 
SHIP12S 653 278 -57.43% 
STOCFOR1 8 18 125.00% 
STOCFOR2 8 8 0.00% 
TRUSS 88 88 0.00% 
WOOD1P 2 2 0.00% 
WOODW 34 34 0.00% 

Εικόνα 4.10.2 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα b 

Percentage Increase
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Από τους παραπάνω πίνακες είναι πολύ εύκολο να διαπιστωθεί ότι σε ορισμένα 

προβλήματα το πλήθος των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα b μειώνεται ενώ σε 

κάποια άλλα μπορεί να αυξάνεται ο συγκεκριμένος αριθμός.  

Στα παραπάνω διαγράμματα απεικονίζεται η αύξηση των μη μηδενικών 

στοιχείων. Επομένως, μετροπρογράμματα όπως τα 25FV47, BANDM, BRANDY, 
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LOTFI, SCAGR7, SCTAP2, STOCFOR1 παρουσιάζουν αύξηση σημαντική των μη 

μηδενικών στοιχείων κάτι όχι και τόσο επιθυμητό.  

Αντίθετα, τα προβλήματα AGG, AGG2, AGG3, FFFFF800, MAROS-07, 

SCRS8, SHIP04L, SHIP08S, SHIP12L, SHIP12S παρουσιάζουν μείωση των μη 

μηδενικών στοιχείων του πίνακα b. Οι αυξήσεις των μη μηδενικών στοιχείων 

οφείλονται κατά κύριο λόγο στις γραμμικές πράξεις που λαμβάνουν χώρα μεταξύ των 

περιορισμών του προβλήματος κατά τη διάρκεια προσπάθειας διαγραφής αυτών.  

 

Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα c. 

 
Πίνακας 4.11.1 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα c 

 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Increase 

25FV47 727 722 -0.69% 
ADLITTLE 82 80 -2.44% 

AFIRO 5 5 0.00% 
AGG 131 80 -38.93% 

AGG2 231 230 -0.43% 
AGG3 231 230 -0.43% 

BANDM 165 128 -22.42% 
BEACONFD 101 143 41.58% 

BLEND 30 34 13.33% 
BNL1 1008 1005 -0.30% 
BNL2 2125 2074 -2.40% 

BRANDY 2 2 0.00% 
D2Q06C 3257 3243 -0.43% 
DEGEN2 471 471 0.00% 
DEGEN3 1584 1584 0.00% 

E226 189 173 -8.47% 
FFFFF800 8 207 2487.50% 

ISRAEL 89 89 0.00% 
LOTFI 8 178 2125.00% 

MAROS-07 6272 7210 14,96% 
QAP8 1008 1008 0.00% 

QAP12 5940 5940 0.00% 
QAP15 15750 15750 0.00% 
SC50A 1 1 0.00% 
SC50B 1 1 0.00% 

 

 - 62 -



Γραμμικός Προγραμματισμός                   Προλυτικές Διαδικασίες  

Εικόνα 4.11.1 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα c 

Percentage Increase
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Πίνακας 4.11.2 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα c 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Increase 

SC105 1 1 0.00% 
SC205 1 1 0.00% 

SCAGR7 133 131 -1.50% 
SCAGR25 475 473 -0.42% 
SCFXM1 23 174 656.52% 
SCFXM2 46 348 656.52% 
SCFXM3 69 522 656.52% 

SCORPION 282 258 -8.51% 
SCRS8 847 826 -2.48% 
SCSD1 760 760 0.00% 
SCSD6 1350 1350 0.00% 
SCSD8 2750 2750 0.00% 
SCTAP1 360 360 0.00% 
SCTAP2 1410 1410 0.00% 
SCTAP3 1860 1860 0.00% 

SHARE1B 31 31 0.00% 
SHARE2B 36 36 0.00% 
SHIP04L 2118 1890 -10.76% 
SHIP04S 1458 1266 -13.17% 
SHIP08L 4283 3099 -27.64% 
SHIP08S 2387 1582 -33.72% 
SHIP12L 5427 4147 -23.59% 
SHIP12S 2763 1919 -30.55% 

STOCFOR1 27 57 111.11% 
STOCFOR2 1149 1666 45.00% 

TRUSS 8806 8806 0.00% 
WOOD1P 1 1748 174700.00% 
WOODW 4 3345 83525.00% 
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Εικόνα 4.11.2 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα c 
 

Percentage Increase
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Όπως ακριβώς και στην προηγούμενη περίπτωση με τα μη μηδενικά στοιχεία 

του πίνακα b έτσι κι εδώ από τους παραπάνω πίνακες είναι πολύ εύκολο να 

διαπιστωθεί ότι σε ορισμένα προβλήματα το πλήθος των μη μηδενικών στοιχείων του 

πίνακα c μειώνεται ενώ σε κάποια άλλα μπορεί να αυξάνεται ο συγκεκριμένος 

αριθμός.  

Στα παραπάνω διαγράμματα απεικονίζεται η αύξηση των μη μηδενικών 

στοιχείων. Επομένως, μετροπρογράμματα όπως τα BEACONFD, FFFFF800, 

MAROS-07, LOTFI, SCFXM1, SCFXM2, SCFXM3, STOCFOR1, STOCFOR2 και 

WOOD1P παρουσιάζουν αύξηση των μη μηδενικών στοιχείων κάτι όχι και τόσο 

επιθυμητό. Αντίθετα, τα προβλήματα AGG, AGG2, AGG3, SCRS8, SHIP04L, 

SHIP08S, SHIP12L, SHIP12S παρουσιάζουν μείωση των μη μηδενικών στοιχείων 

του πίνακα c.  

 

 - 64 -



Γραμμικός Προγραμματισμός                   Προλυτικές Διαδικασίες  

Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του γραμμικού προβλήματος. 
Πίνακας 4.12.1 Μεταβολή πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του γραμμικού προβλήματος 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Reduction 

25FV47 11414 11287 1.11% 
ADLITTLE 502 492 1.99% 
AFIRO 95 95 0.00% 
AGG 2973 2169 27.04% 
AGG2 4987 4975 0.24% 
AGG3 4998 4986 0.24% 
BANDM 2777 2212 20.35% 
BEACONFD 3543 1471 58.48% 
BLEND 529 488 7.75% 
BNL1 6405 6376 0.45% 
BNL2 16565 15197 8.26% 
BRANDY 2204 1994 9.53% 
D2Q06C 36548 35596 2.60% 
DEGEN2 4692 4658 0.72% 
DEGEN3 26824 26817 0.03% 
E226 2866 2661 7.15% 
FFFFF800 6439 5402 16.10% 
ISRAEL 2529 2529 0.00% 
LOTFI 1135 1057 6.87% 
MAROS-07 154252 109848 28,79% 
QAP8 8320 8320 0.00% 
QAP12 44268 44268 0.00% 
QAP15 110730 110730 0.00% 
SC50A 141 141 0.00% 
SC50B 124 124 0.00% 

 
Εικόνα 4.12.1 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του γραμμικού προβλήματος 
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Πίνακας 4.12.2 Μεταβολή πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του γραμμικού προβλήματος 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Reduction 

SC105 301 301 0.00% 
SC205 590 589 0.17% 
SCAGR7 606 600 0.99% 
SCAGR25 2208 2202 0.27% 
SCFXM1 2728 2617 4.07% 
SCFXM2 5466 5244 4.06% 
SCFXM3 8204 7871 4.06% 
SCORPION 1784 1493 16.31% 
SCRS8 4106 3843 6.41% 
SCSD1 3149 3149 0.00% 
SCSD6 5675 5675 0.00% 
SCSD8 11349 11349 0.00% 
SCTAP1 2206 2152 2.45% 
SCTAP2 8645 8420 2.60% 
SCTAP3 11416 11137 2.44% 
SHARE1B 1285 1254 2.41% 
SHARE2B 754 754 0.00% 
SHIP04L 8713 6428 26.23% 
SHIP04S 6073 4325 28.78% 
SHIP08L 17498 10612 39.35% 
SHIP08S 9914 5438 45.15% 
SHIP12L 22250 13918 37.45% 
SHIP12S 11594 6470 44.20% 
STOCFOR1 482 442 8.30% 
STOCFOR2 9500 8826 7.09% 
TRUSS 36730 36730 0.00% 
WOOD1P 70218 48580 30.82% 
WOODW 37512 23175 38.22% 

Εικόνα 4.12.2 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του γραμμικού προβλήματος 
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Παραπάνω παρουσιάζεται η συνολική μεταβολή των μη μηδενικών στοιχείων 

του γραμμικού προβλήματος, δηλαδή και των τριών πινάκων A, b ,c. Επομένως, τα 

συμπεράσματα τα οποία εξάγονται μπορούν να είναι πιο γενικά και αφορούν την 

συνολική συμπεριφορά των μετροπρογραμμάτων εφαρμόζοντας τις προλυτικές 

διαδικασίες. Όπως είναι αναμενόμενο σε όλα τα προβλήματα ο συνολικός αριθμός 

των μη μηδενικών στοιχείων μειώνεται και μάλιστα σε ορισμένα από αυτά η μείωση 

είναι αρκετά αξιοσημείωτη, όπως τα προβλήματα BEACONFD, SHIP04L, SHIP08S, 

SHIP12L, SHIP12S, WOOD1P και WOODW.  
 

 

Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα Α 

 
Πίνακας 4.13.1 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα Α 

 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Increase 

25FV47 0.008073155 0.00842949 4.41% 
ADLITTLE 0.0705081 0.07177033 1.79% 
AFIRO 0.096064815 0.09606481 0.00% 
AGG 0.030297697 0.03944597 30.19% 
AGG2 0.027491144 0.02762517 0.49% 
AGG3 0.027593819 0.02772858 0.49% 
BANDM 0.017324257 0.01990405 14.89% 
BEACONFD 0.074460575 0.10702712 43.74% 
BLEND 0.079941387 0.07852113 -1.78% 
BNL1 0.006778068 0.00705247 4.05% 
BNL2 0.001726474 0.0022746 31.75% 
BRANDY 0.039211391 0.06853414 74.78% 
D2Q06C 0.002889845 0.00288225 -0.26% 
DEGEN2 0.016778014 0.01670988 -0.41% 
DEGEN3 0.009019731 0.00902918 0.10% 
E226 0.040994816 0.04511278 10.05% 
FFFFF800 0.013915208 0.02342542 68.34% 
ISRAEL 0.091832605 0.0918326 0.00% 
LOTFI 0.022875817 0.02112051 -7.67% 
MAROS-07 0,00491 0,006276 27,84% 
QAP8 0.004901961 0.00490196 0.00% 
QAP12 0.001355014 0.00135501 0.00% 
QAP15 0.000673401 0.0006734 0.00% 
SC50A 0.054166667 0.05527211 2.04% 
SC50B 0.049166667 0.05121528 4.17% 
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Εικόνα 4.13.1 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα Α 

Percentage Increase
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Πίνακας 4.13.2 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα Α 

 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Increase 

SC105 0.025889968 0.02613891 0.96% 
SC205 0.013240418 0.01341267 1.30% 
SCAGR7 0.023255814 0.02339381 0.59% 
SCAGR25 0.006598726 0.00661066 0.18% 
SCFXM1 0.017167297 0.01764863 2.80% 
SCFXM2 0.008591937 0.00883382 2.82% 
SCFXM3 0.0057298 0.00589133 2.82% 
SCORPION 0.010266083 0.01128442 9.92% 
SCRS8 0.005555071 0.00627168 12.90% 
SCSD1 0.040806562 0.04080656 0.00% 
SCSD6 0.021748551 0.02174855 0.00% 
SCSD8 0.007862606 0.00786261 0.00% 
SCTAP1 0.01175 0.01201585 2.26% 
SCTAP2 0.003276401 0.00334133 1.98% 
SCTAP3 0.00241772 0.00246145 1.81% 
SHARE1B 0.043722697 0.04545455 3.96% 
SHARE2B 0.091508439 0.09150844 0.00% 
SHIP04L 0.007436848 0.00774625 4.16% 
SHIP04S 0.007425151 0.01045872 40.86% 
SHIP08L 0.003841936 0.0048746 26.88% 
SHIP08S 0.003830733 0.00829532 116.55% 
SHIP12L 0.002588659 0.0036487 40.95% 
SHIP12S 0.002571526 0.00654906 154.68% 
STOCFOR1 0.034419034 0.03747958 8.89% 
STOCFOR2 0.001904418 0.00191613 0.62% 
TRUSS 0.003161027 0.00316103 0.00% 
WOOD1P 0.110935387 0.15205977 37.07% 
WOODW 0.004060598 0.00522528 28.68% 
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Εικόνα 4.13.2 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα Α 
Percentage Increase
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Από τους παραπάνω πίνακες αλλά και από τα παραπάνω διαγράμματα είναι 

εύκολο κανείς να συμπεράνει ότι τις περισσότερες φορές οι προλυτικές διαδικασίες 

βοηθούν στο να αυξηθεί η πυκνότητα των συγκεκριμένων προβλημάτων. Κάτι τέτοιο 

είναι πολύ φυσιολογικό αφού η εφαρμογή των προλυτικών διαδικασιών συνεπάγεται 

και τη μείωση των διαστάσεων του γραμμικού προβλήματος στις περισσότερες των 

περιπτώσεων.  

Μετροπρογράμματα όπως τα BANDM, AGG, BEACONFD, BNL2, BRANDY, 

FFFFF800, MAROS-07, SCRS8, SHIP04S, SHIP08L, SHIP08S, SHIP12L, SHIP12S, 

WOOD1P και WOODW παρουσιάζουν σημαντική αύξηση της πυκνότητας τους. 

Πολύ φυσιολογική εξέλιξη διότι αν κάποιος ανατρέξει στους πίνακες με το πλήθος 

των γραμμών και των στηλών του πίνακα Α αλλά και στους πίνακες με τα μη 

μηδενικά στοιχεία του πίνακα Α θα καταλάβει ότι τα μετροπρογράμματα γίνονται 

πυκνότερα με την εφαρμογή των προλυτικών διαδικασιών.  

Αντίθετα, υπάρχουν ορισμένα προβλήματα όπως τα BLEND, D2Q06C, 

DEGEN2 και LOTFI τα οποία έχουν μικρή και οριακή μείωση της πυκνότητας του 

πίνακα Α. Αυτό συμβαίνει διότι κατά την διαγραφή γραμμών και στηλών από τον 

πίνακα Α, διαγράφηκαν γραμμές και στήλες οι οποίες είχαν μεγάλο αριθμό μη 

μηδενικών στοιχείων. Ενώ γραμμές και στήλες οι οποίες είχαν μικρό αριθμό μη 

μηδενικών στοιχείων παρέμειναν. 
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Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα b 
Πίνακας 4.14.1 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα b 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Increase 

25FV47 0.008860288 0.41751269 4612.18% 
ADLITTLE 0.660714286 0.67272727 1.82% 
AFIRO 0.259259259 0.25925926 0.00% 
AGG 0.885245902 0.93846154 6.01% 
AGG2 0.914728682 0.91634241 0.18% 
AGG3 0.90503876 0.90661479 0.17% 
BANDM 0.019290081 0.65432099 3292.01% 
BEACONFD 0.387283237 0.8902439 129.87% 
BLEND 0.108108108 0.11267606 4.23% 
BNL1 0.429237947 0.44660194 4.05% 
BNL2 0.189759036 0.24230977 27.69% 
BRANDY 0.245454545 0.67910448 176.67% 
D2Q06C 0.402579456 0.41342093 2.69% 
DEGEN2 0.547297297 0.54977376 0.45% 
DEGEN3 0.395209581 0.39573618 0.13% 
E226 0.443946188 0.50251256 13.19% 
FFFFF800 0.389312977 0.60248447 54.76% 
ISRAEL 0.102355512 0.10235551 0.00% 
LOTFI 0.320261438 0.52631579 64.34% 
MAROS-07 0,998724 1 0,13% 
QAP8 0.01754386 0.01754386 0.00% 
QAP12 0.007518797 0.0075188 0.00% 
QAP15 0.004739336 0.00473934 0.00% 
SC50A 0.2 0.20408163 2.04% 
SC50B 0.1 0.10416667 4.17% 
Εικόνα 4.14.1 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα b 
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Πίνακας 4.14.2 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα b 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Increase 

SC105 0.19047619 0.19230769 0.96% 
SC205 0.185365854 0.18719212 0.99% 
SCAGR7 0.410852713 0.46456693 13.07% 
SCAGR25 0.380042463 0.39445629 3.79% 
SCFXM1 0.351515152 0.40327869 14.73% 
SCFXM2 0.359090909 0.41147541 14.59% 
SCFXM3 0.361616162 0.41420765 14.54% 
SCORPION 0.195876289 0.23974763 22.40% 
SCRS8 0.157142857 0.14352941 -8.66% 
SCSD1 0.012987013 0.01298701 0.00% 
SCSD6 0.06122449 0.06122449 0.00% 
SCSD8 0.037783375 0.03778338 0.00% 
SCTAP1 0.513333333 0.54225352 5.63% 
SCTAP2 0.477981651 0.50435624 5.52% 
SCTAP3 0.460810811 0.484375 5.11% 
SHARE1B 0.88034188 0.91964286 4.46% 
SHARE2B 0.25 0.25 0.00% 
SHIP04L 0.654228856 0.90068493 37.67% 
SHIP04S 0.654228856 0.9212963 40.82% 
SHIP08L 0.530848329 0.8787234 65.53% 
SHIP08S 0.530848329 0.84782609 59.71% 
SHIP12L 0.567332754 0.88688525 56.33% 
SHIP12S 0.567332754 0.81764706 44.12% 
STOCFOR1 0.068376068 0.17647059 158.09% 
STOCFOR2 0.003708855 0.00400802 8.07% 
TRUSS 0.088 0.088 0.00% 
WOOD1P 0.008196721 0.01169591 42.69% 
WOODW 0.030965392 0.0480226 55.08% 
Πίνακας 4.14.2 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα b 

Percentage Increase
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Και σε αυτή την περίπτωση του πίνακα b οι προλυτικές διαδικασίες βοηθούν 

στο να αυξηθεί η πυκνότητα του πίνακα. Μετροπρογράμματα όπως τα 25FV47, 

BANDM, BEACONFD, SCFXM1, SCFXM2, SCFXM3, SHIP04L, SHIP04S, 

SHIP08L, SHIP08S, SHIP12L, SHIP12S, STOCFOR1, WOOD1P και WOODW 

παρουσιάζουν σημαντική αύξηση της πυκνότητας τους. Αντίθετα, υπάρχουν πολύ 

λίγα μετροπρογράμματα με οριακή μείωση ή ίδια πυκνότητα με αυτήν που είχαν πριν 

εφαρμοστούν σε αυτά οι προλυτικές διαδικασίες.  

 

Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα c 

 
Πίνακας 4.15.1 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα c 

 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Increase 

25FV47 0.462762572 0.46852693 1.25% 
ADLITTLE 0.845360825 0.84210526 -0.39% 
AFIRO 0.15625 0.15625 0.00% 
AGG 0.803680982 0.71428571 -11.12% 
AGG2 0.764900662 0.7641196 -0.10% 
AGG3 0.764900662 0.7641196 -0.10% 
BANDM 0.349576271 0.32160804 -8.00% 
BEACONFD 0.385496183 1 159.41% 
BLEND 0.361445783 0.425 17.58% 
BNL1 0.85787234 0.85970915 0.21% 
BNL2 0.609057036 0.68972398 13.24% 
BRANDY 0.008032129 0.00966184 20.29% 
D2Q06C 0.630346429 0.63290398 0.41% 
DEGEN2 0.882022472 0.88202247 0.00% 
DEGEN3 0.871287129 0.87128713 0.00% 
E226 0.443946188 0.65037594 46.50% 
FFFFF800 0.00936768 0.31221719 3232.92% 1
ISRAEL 0.6 63 0.6 56267605 26760 0.00% 
LO 0 6 0TFI .02597402 .61805556 2279.51% 
MAROS-07 0,666667 0,969086  
QAP8 0.617647059 0.61764706 0.00% 
QAP12 0.670731707 0.67073171 0.00% 
QAP15 0.707070707 0.70707071 0.00% 
SC50A 0.020833333 0.02083333 0.00% 
SC50B 0.020833333 0.02083333 0.00% 
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Εικόνα 4.15.1 ς του π Μεταβολή τη  πυκνότητας ίνακα c 

Percentage
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Πίνακας 4.15.2 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα c 

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Increase 

SC105 0.009708738 0.00970874 0.00% 
SC205 0.004926108 0.0049505 0.50% 
SCAGR7 0.95 0.94927536 -0.08% 
SCAGR25 0.95 0.9497992 -0.02% 
SCFXM1 0.050328228 0.4037123 702.16% 
SCFXM2 0.359090909 0.4037123 12.43% 
SCFXM3 0.050328228 0.4037123 702.16% 
SCORPION 0.787709497 0.7962963 1.09% 
SCRS8 0.724550898 0.74481515 2.80% 
SCSD1 1 1 0.00% 
SCSD6 1 1 0.00% 
SCSD8 1 1 0.00% 
SCTAP1 0.75 0.75 0.00% 
SCTAP2 0.75 0.75 0.00% 
SCTAP3 0.75 0.75 0.00% 
SHARE1B 0.137777778 0.14090909 2.27% 
SHARE2B 0.455696203 0.4556962 0.00% 
SHIP04L 1 1 0.00% 
SHIP04S 1 1 0.00% 
SHIP08L 1 1 0.00% 
SHIP08S 1 1 0.00% 
SHIP12L 1 1 0.00% 
SHIP12S 1 1 0.00% 
STOCFOR1 0.243243243 0.59375 144.10% 
STOCFOR2 0.565731167 0.89090909 57.48% 
TRUSS 1 1 0.00% 
WOOD1P 0.000385505 0.9705719 251666.35% 
WOODW 0.000475907 0.6251168 131252.67% 
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Εικόνα 4.15.2 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα c 

 

Percentage Increase
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Και σ’ αυ ερίπ ρολυ  βοηθούν 

στο να αυξηθεί τα του πίνα Μ άμμ ς τα BEACONFD, 

BLEND, E226, , X XM M3, STOCFOR1, 

STOCFOR2,  W ετα χουν πολύ λίγα 

μετροπρογράμμ κ  τητα τήν που είχαν πριν 

εφαρμοστούν σε ι προ ι ς τα ήματα: ADLITTLE, 

AGG, AGG2, A CAGR7 και SCAGR25. 

 
 

Μεταβολή της πυκνότητας του γραμμικού προβλήματος

τή την π τωση του πίνακα c οι π τικές διαδικασίες

η πυκνότη κα. ετροπρογρ ατα όπω

 FFFFF800 LOTFI, SCF M1, SCF 2, SCFX

WOOD1P και WOOD . Αντίθ , υπάρ

ατα με ορια ή μείωση ή ίδια πυκνό  με αυ

 αυτά ο λυτικές διαδ κασίες, όπω  προβλ

GG3, BANDM, S

 

 
Πίνακα αβ κ λήματος 

 Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
I  

ς 4.16.1 Μετ ολή της πυκνότητας του γραμμι ού προβ
 

Problem ncrease
25FV47 0.00884386 0.0092776 2 4.90% 
ADLITTLE 0.08986752 0.09151786 6 1.84% 
AFIRO 0.102813853 0.10281385 0.00% 
AGG 0.037071674 0.04909128 32.42% 
AGG2 0.031835098 0.0319874 0.48% 
AGG3 0.031905318 0.03205812 0.48% 
BANDM 0.019186392 0.02272074 18.42% 
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BEACONFD 0.07742231 0.12307564 58.97% 5
BLEND 0.083968254 0.08367627 -0.35% 
BNL1 0.00845718 0.00880383 4.10% 7
BNL2 0.00204147 0.00272502 33.48% 
BRANDY 0.039891403 0.0710114 78.01% 
D2Q06C 0.003255977 0.00325777 0.06% 
DEGEN2 0.019708075 0.01965359 -0.28% 
DEGEN3 0.009804896 0.00981539 0.11% 
E226 0.045210752 0.04983146 10.22% 
FFFFF800 0.014344751 0.02518744 75.59% 
ISRAEL 0.101058941 0.10105894 0.00% 
MAROS-07 0,005226 0,006857 31,20% 
LOTFI 0.023851553 0.02729432 14.43% 
QAP8 0.005580413 0.00558041 0.00% 
QAP12 0.001565324 0.00156532 0.00% 
QAP15 0.000785156 0.00078516 0.00% 
SC50A 0.056422569 0.05755102 2.00% 
SC50B 0.049619848 0.05164515 4.08% 

 
Εικόνα 4.16.1 Μεταβολή της πυκνότητας του γραμμικού προβλήματος 

Percentage Increase
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Πίνακας 4.16.2 Μεταβολή της πυκνότητας του γραμμικού προβλήματος 

Problem Presolve Presolve 
Before After Percentage 

Increase 
SC105 0 4.02730406 0.0275641 0.95% 
SC205 0.014039596 0.01422293 1.31% 
SCAGR7 0.033060556 0.03372302 2.00% 
SCAGR25 0.009337258 0.00938899 0.55% 
SCFXM1 0.01799496 0.01979696 10.01% 
SCFXM2 0.009037474 0.00994513 10.04% 
SCFXM3 0.006033897 0.00664049 10.05% 
SCORPION 0.012774703 0.01444606 13.08% 
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SCRS8 0.007147458 0.00812714 13.71% 
SCSD1 0.053050979 0.05305098 0.00% 
SCSD6 0.028382379 0.02838238 0.00% 
SCSD8 0.010365349 0.01036535 0.00% 
SCTAP1 0.015236806 0.01569829 3.03% 
SCTAP2 0.004212612 0.00432915 2.77% 
SCTAP3 0.002415114 0.00318589 31.91% 
SHARE1B 0.048185091 0.05021423 4.21% 
SHARE2B 0.097164948 0.09716495 0.00% 
SHIP04L 0.01020309 0.01160157 13.71% 
SHIP04S 0.010328635 0.01573076 52.30% 
SHIP08L 0.005243261 0.007268 38.62% 
SHIP08S 0.005329385 0.01240162 132.70% 
SHIP12L 0.00355826 0.00549157 54.33% 
SHIP12S 171.40% 0.003641185 0.00988209
STOCFOR1 0.036470944 0.04423982 21.30% 
STOCFOR2 0.002166449 0.00236218 9.03% 
TRUSS 0.00416638 0.00416638 0.00% 
WOOD1P 0.11044473 0.15673799 41.92% 3
WOODW 0.004060534 0.00610741 50.41% 

Εικόνα 4.16.2 Μεταβολή της πυκνότητας του γραμμικού προβλήματος 

Percentage Increase
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Από τους πα πίν απ άμ εύκολο κανείς να 

διαπιστώσει ότι υτικέ  το ν εί η πυκνότητα των 

συγκεκριμένων τω  φυσιολογικό αφού η εφαρμογή 

των προλυτικώ ιώ τ μεί ν διαστάσεων του 

γραμμικού προβ ώσ

ραπάνω ακες και ό τα διαγρ ματα είναι 

οι προλ ς διαδικασίες βοηθούν σ α αυξηθ

προβλημά ν. Κάτι τέτοιο είναι πολύ

ν διαδικασ ν συνεπάγε αι και τη ωση τω

λήματος στις περισσότερες των περιπτ εων.  
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Μετροπρογράμματα ό CO NL2, BRANDY, 

FFFFF800, MA , LO , SHI HIP08S, SHIP12L, 

SHIP12S, WOO  WO αντ ηση της πυκνότητας 

τους. Πολύ φυσ εξέ νατ τους πίνακες με το 

πλήθος των γρα των λλά υς πίνακες με τα μη 

μηδενικά στοιχε ακ τα μετροπρογράμματα γίνονται 

πυκνότερα με τη γή τω ιών

 

Μεταβολή το υς ορι του γραμμικού 

πως τα AGG, BEA NFD, B

ROS-07 TFI, SCRS8  SHIP04S, P08L, S

D1P και ODW παρουσιάζουν σημ ική αύξ

ιολογική λιξη διότι αν κάποιος α ρέξει σ

μμών και  στηλών του πίνακα Α α  και στο

ία του πίν α Α θα καταλάβει ότι 

ν εφαρμο ν προλυτικών διαδικασ .  

υ πλήθο των ισοτικών περι σ  μών(=)

προβλήματος. 

 
Πίνακας 4.17 ολή τω ε υ γρ  προβλήματος 

P

.1 Μεταβ ν ισοτικών π ριορισμών το αμμικού
 

Problem Presolve Presolve Reduction 
Before After ercentage 

25FV47 515 486 5.63% 
ADLITTLE 15 14 6.67% 
AFIRO 8 8 0.00% 
AGG 36 24 33.33% 
AGG2 60 60 0.00% 
AGG3 60 60 0.00% 
BANDM 305 243 20.33% 
BEACONFD 140 55 60.71% 
BLEND 43 40 6.98% 
BNL1 232 228 1.72% 
BNL2 1327 998 24.79% 
BRANDY 166 99 40.36% 
D2Q06C 1507 1468 2.59% 
DEGEN2 221 219 0.90% 
DEGEN3 717 715 0.28% 
E226 33 29 12.12% 
FFFFF800 350 159 54.57% 
ISRAEL 0 0 0.00% 
LOTFI 95 75 21.05% 
MAROS-07 3136 2152 31,38% 
QAP8 912 912 0.00% 
QAP12 3192 3192 0.00% 
QAP15 6330 6330 0.00% 
SC50A 20 20 0.00% 
SC50B 20 20 0.00% 
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Εικόνα 4.17.1 Μεταβολή των ισοτικών περιορισμών του γραμμικού προβλήματος  

Percentage Reduction
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Πίνακας 4.17.2 Μ των ν περιορισμών τ ύ προβλήματος 

Before
Presolve

After 
Presolv

Percentage 
R

εταβολή  ισοτικώ ου γραμμικο

 
 Problem e eduction 

0.00% SC105 4 45 5
1.10% SC205 91 90
2.38% SCAGR7 84 82
0.67% SCAGR25 3 200 98

10.16% SCFXM1 187 168
10.16% SCFXM2 374 336
10.16% SCFXM3 5 561 04
18.21% SCORPION 280 229
14.84% SCRS8 384 327
0.00% SCSD1 77 77
0.00% SCSD6 147 147

SCSD8 397 397 0.00% 
SCTAP1 0.00% 120 120
SCTAP2 4 470 70 0.00% 
SCTAP3 0.00% 620 620
SHARE1B 8 89 4 5.62% 
SHARE 0.00% 2B 13 13

277 21.75% SHIP04L 354
SHIP04S 354 201 43.22% 
SHIP08L 698 448 35.82% 
SHIP08S 64.04%  698 251
SHIP12L 10 545 86 43.92% 
SHIP12S 10 345 16 69.76% 
STOCFOR1 6 48 23.81% 3
STOCFOR2 1143 982 14.09% 
TRUSS 1000 1000 0.00% 
WOOD1P 243 170 30.04% 
WOODW 1085 695 35.94% 
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Εικόνα 4.17.2 Μεταβολή των ισοτικών περιορισμών του γραμμικού προβλήματος 

Percentage Reduction
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Όπως φαίνετ ραπ ήματα χουν τροπρογράμματα 

των οποίων οι ισ περιορι  σε  το πλήθος αυτών 

πριν την εφαρμο προλυτικών διαδικασιών. Τέτοια  είναι τα 

AGG, BEACON 2, BRAND  

SHIP04S, SHIP08L, SHIP08S, SHIP12L, SHIP12S, WOO ι WOODW.  

Αντίθετα  και ορισμένα μετρ γρά όπως τα AFIRO, 

ISRAEL, SC105, SCSD1, SCSD6, SC , SCTA SC CTAP3 και TRUSS 

τα οποία δεν πα ν κάποια μείωση στο πλή  των ών περιορισμών είτε 

γιατί μπορεί να έτουν καθόλο τοιου είδους περιορισμούς είτε γιατί αυτοί 

δεν διαγράφηκα ν εφαρμογή προλυτικών διαδικασιών.  

 

 

Μεταβολή του ς των ανισοτικών ιορ του γραμμικού 

αι στα πα άνω σχ

σμοί μειώθηκαν

 υπάρ

 αρκετά

 βέλτιστα με

μεοτικοί  σχέση 

γή των μετροπρογράμματα

FD, BNL Y, FFFFF800, LOTFI, MAROS-07, SCRS8,

D1P κα

υπάρχουν οπρο μματα 

SD8 P1, TAP2, S

ρουσίασα θος  ισοτικ

μη διαθ υ τέ

ν κατά τη των 

 πλήθου περ ισμών(≥) 

προβλήματος. 
Πίνακας 4.18.1 των ανισοτικώ ριορισμώ ) του ύ προβλήματος 

 Befo
Preso

After 
Presol

P
R  

Μεταβολή ν πε ν (≥  γραμμικο

Problem re 
lve ve 

ercentage 
eduction

25FV47 0 0 0.00% 
ADLITTLE 1 1 0.00% 
AFIRO 0 0 0.00% 
AGG 47 27 42.55% 
AGG2 0 0 0.00% 
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AGG3 0 0 0.00% 
BANDM 0 0 0.00% 
BEACONFD 0 0 0.00% 
BLEND 0 0 0.00% 
BNL1 206 204 0.97% 
BNL2 515 461 10.49% 
BRANDY 0 0 0.00% 
D2Q06C 0 0 0.00% 
DEGEN2 0 0 0.00% 
DEGEN3 0 0 0.00% 
E226 5 2 60.00% 
FFFFF800 81 81 0.00% 
ISRAEL 0 0 0.00% 
LOTFI 16 16 0.00% 
MAROS-07 0 0 0.00% 
QAP8 0 0 0.00% 
QAP12 0 0 0.00% 
QAP15 0 0 0.00% 
SC50A 0 0 0.00% 
SC50B 0 0 0.00% 

Εικόνα 4.18.1 Μεταβολή των ανισοτικών περιορισμών (≥) του γραμμικού προβλήματος 

Percentage Reduction
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 Πίνακας 4.18.2 Μεταβολή των ανισοτικών περιορισμών (≥) του γραμμικού προβλήματος 
r Problem Before 

Presolve 
Afte

Presolve 
Percentage 
Reduction 

SC105 0 0 0.00% 
SC205 0 0 0.00% 
SCAGR7 7 7 0.00% 
SCAGR25 25 25 0.00% 
SCFXM1 0 0 0.00% 
SCFXM2 0 0 0.00% 
SCFXM3 0 0 0.00% 
SCORPION 60 53 11.67% 
SCRS8 4  7 4  4 6.38% 
SCSD1 0 0 0.00% 
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SCSD6 0 0 0.00% 
SCSD8 0 0 0.00% 
SCTAP1 1  164 80 8.89% 
SCTAP2 6  563 20 9.19% 
SCTAP3 860 788 8.37% 
SHARE1B 0 0 0.00% 
SHARE2B 0 0 0.00% 
SHIP04L 8 0 100.00% 
SHIP04S 8 0 100.00% 
SHIP08L 8 0 100.00% 
SHIP08S 8 0 100.00% 
SHIP12L 5 0 100.00% 
SHIP12S 100.00% 5 0 
STOCFOR1 6 6 0.00% 
STOCFOR2 1  126 26 0.00% 
TRUSS 0 0 0.00% 
WOOD1P 1 1 0.00% 
WOODW 4 4 0.00% 

Εικόνα 4.18. λή των ανισοτικών περιορισμών (≥) το ικού προβλήματος 2 Μεταβο υ γραμμ

Percentage Reduction
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αι 

διαγράμματα, στα τερ ρο  οι  περιορισμοί (≥) 

παραμένουν ίδιο θος. Σε ορισμένα προβλήματα όπ GG, BNL1, BNL2, 

E226, SCORPIO 8, SCT 1, SCTA  SCTAP ράφεται σημαντική 

μείωση των ανι ριορισ (≥). Ενώ α προβλ HIP04L, SHIP04S, 

SHIP08L, SHI IP12L, HIP12S αρουσιάζ είωση 100% των 

ανισοτικών περι ). 

 

Όπως μπορεί να παρατηρήσει κανείς από τους παραπάνω πίνακες κ

 περισσό α μετροπ γράμματα  ανισοτικοί

ι σε πλή ως τα A

N, SCRS AP P2, 3 καταγ

σοτικών πε μών  στ ήματα S

P08S, SH  S π εται μ

ορισμών(≥
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Μεταβολή του υς των τικώ περιορι ) του γραμμικού  πλήθο  ανισο ν σμών(≤

προβλήματος. 
Πίνακας 4.19 ή των ανισοτικών περ  (≤) τ ικού προβλήματος 

Before 
Presolve Presolve 

Percentage 
R

.1 Μεταβολ ιορισμών ου γραμμ

Problem After 
eduction 

25FV47 3  3  05 02 0.98% 
ADLITTLE 40 40 0.00% 
AFIRO 19 19 0.00% 
AGG 4  3  05 39 16.30% 
AGG2 4  4  56 54 0.44% 
AGG3 4  4  56 54 0.44% 
BANDM 0 0 0.00% 
BEACONFD 33 27 18.18% 
BLEND 31 31 0.00% 
BNL1 2  1  05 86 9.27% 
BNL2 4  3  82 94 18.26% 
BRANDY 54 35 35.19% 
D2Q06C 664 663 0.15% 
DEGEN2 223 223 0.00% 
DEGEN3 786 786 0.00% 
E226 185 168 9.19% 
FFFFF800 93 82 11.83% 
ISRAEL 174 174 0.00% 
LOTFI 42 42 0.00% 
MAROS-07 0 0 0.00% 
QAP8 0 0 0.00% 
QAP12 0 0 0.00% 
QAP15 0 0 0.00% 
SC50A 30 29 3.33% 
SC50B 30 28 6.67% 

Εικόνα 4.19.1 Μεταβολή των ανισοτικών περιορισμών (≤) του γραμμικού προβλήματος 

Percentage Reduction
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Εικόνα 4.1 .2 Μεταβολή των νισοτ κών περιορισμών (≤) του γραμμικού ροβλήματος 9  α ι π

Problem Before 
Presolve 

After 
Presolve 

Percentage 
Reduction 

SC105 60 59 1.67% 
SC205 114 113 0.88% 
SCAGR7 38 38 0.00% 
SCAGR25 146 146 0.00% 
SCFXM1 143 137 4.20% 
SCFXM2 286 274 4.20% 
SCFXM3 429 411 4.20% 
SCORPION 48 35 27.08% 
SCRS8 59 54 8.47% 
SCSD1 0 0 0.00% 
SCSD6 0 0 0.00% 
SCSD8 0 0 0.00% 
SCTAP1 0 0 0.00% 
SCTAP2 0 0 0.00% 
SCTAP3 0 0 0.00% 
SHARE1B 28 28 0.00% 
SHARE2B 83 83 0.00% 
SHIP04L 40 15 62.50% 
SHIP04S 40 15 62.50% 
SHIP08L 72 22 69.44% 
SHIP08S 72 22 69.44% 
SHIP12L 101 24 76.24% 
SHIP12S 1  01 24 76.24% 
STOCFOR1 48 48 0.00% 
STOCFOR2 888 888 0.00% 
TRUSS 0 0 0.00% 
WOOD1P 0 0 0.00% 
WOODW 9 9 0.00% 

Εικόνα 4.19.2 Μεταβολή των ανισοτικών περιορισμών (≤) του γραμμικού προβλήματος 

Percentage Reduction
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Όπως είναι εύκολα αντιληπτό από τους παραπάνω πίνακες και διαγράμματα, 

στα περισσότερα μ γρά  αν ερι παραμένουν ίδιοι 

σε πλήθος. Σε  προβλήματα όπως GG, BE FD, BNL1, BNL2, 

E226, SCORPIO 8, SCT , SCTA SCTAP ράφεται σημαντική 

μείωση των ανι ριορισ (≥). Ενώ  προβλ HIP04L, SHIP04S, 

SHIP08L, SHIP IP12L, P12S π σιάζετα ύτερη μείωση των 

ανισοτικών περι μέχρ 6%. 

 
 
4.3.2 Τα Αδύν οβλήματ Infeasibl enchm

 

Μεταβολή του π ραμμών υ πίνακα 

ετροπρο μματα οι ισοτικοί π ορισμοί (≤) 

ορισμένα τα A ACON

N, SCRS AP1 P2, 3 καταγ

σοτικών πε μών  στα ήματα S

08S, SH SHI αρου ι μεγαλ

ορισμών(≥) ι κα 7

ατα Πρ α( e B ark) 

λήθους γ  το Α 
 

Πί εταβο ου πλήθου ν γραμμώ νακα Α 
Prob  Presol After Pre  Perce eduction 

νακας 4.20 Μ λή τ ς τω ν του πί
lem Before ve solve ntage R

BGIND 2671 2671  Y 0,00%
BGPR 20 20  TR 0,00%
ITEST 9 9  2 0,00%
ITEST 11 7  6 36,36%
KLEIN 54 54  1 0,00%
KLEIN 477 477  2  0,00%
KLEIN 4 994  3 99  0,00%

Ε ταβο υ πλήθου  γραμμώ ακα Α ικόνα 4.20 Με λή το ς των ν του πίν

Percentage Red tion
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uc

40,00%

Percentage
Reduction

 
Από τον παραπάνω πίνακα αλλά και από το διάγραμμα είναι ολοφάνερο ότι 

μόνο το πρόβλημα ITEST6 παρουσιάζει μείωση γραμμών(περιορισμών) του πίνακα 

Α. Στα υπόλοιπα μετροπρογράμματα οι προλυτικές διαδικασίες δεν επέφεραν κάποιο 

αποτέλεσμα.  
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Μεταβολή του πλήθους στηλών του πίνακα Α 
Πίνακας 4.21 Μεταβολή του πλήθους των στηλών του πίνακα Α 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Reduction 
BGINDY 10116 10116 0,00% 
BGPRTR 34 34 0,00% 
ITEST2 4 4 0,00% 
ITEST6 8 3 62,50% 
KLEIN1 54 54 0,00% 
KLEIN2 54 54 0,00% 
KLEIN3 88 88 0,00% 

 
Εικόνα 4.21 Μεταβολή του πλήθους των στηλών του νακα Α πί

Percentage Reduction

0,

70,00%

00%
10,
20,
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BG GPRTR ITEST6 KLEIN2
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Και σ’ αυτήν την περίπτωση από τον παραπάνω πίνακα αλλά και από το 

διάγραμμα είναι ολοφάνερο ότι μόνο το πρόβλημα ITEST6 παρουσιάζει μείωση 

στηλών(μεταβλητών) του πίνακα Α. Το ποσοστό της μείωσης ανέρχεται σε 62,50%. 

Ενώ στα υπόλοιπα μετροπρογράμματα οι προλυτικές διαδικασίες δεν επέφεραν 

κάποιο αποτέλεσμα.  

 

Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α 
Πίνακας 4.22 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Reduction 
BGINDY 65502 65502 0,00% 
BGPRTR 64 64 0,00% 
ITEST2 17 17 0,00% 
ITEST6 20 13 35,00% 
KLEIN1 696 696 0,00% 
KLEIN2 4585 4585 0,00% 
KLEIN3 12107 12107 0,00% 
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Εικόνα 4.22 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α 

Percentage Reduction

0.00%
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Percentage
Reduction  

Επίσης και το ποσοστό μείωσης των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α 

παρουσιάστηκε μόνο για το μετροπρόγραμμα ITEST6. Το ποσοστό της μείωσης 

ανέρχεται σε 35,00%. Ενώ στα υπόλοιπα μετροπρογράμματα οι προλυτικές 

διαδικασίες δεν επέφεραν κάποιο αποτέλεσμα.  

 

Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα b. 
Πίνακας 4.23 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα b 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Reduction 
BGINDY 2087 2087 0,00% 
BGPRTR 12 12 0,00% 
ITEST2 9 9 0,00% 
ITEST6 11 7 36,36% 
KLEIN1 4 4 0,00% 
KLEIN2 15 15 0,00% 
KLEIN3 8 8 0,00% 

Εικόνα 4.23 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα b 

Percentage Reduction
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Κ ιχείων 

του πίνακα b το οποίο μειώθηκε μόνο για το μετροπρόγραμμα ITEST6. Το ποσοστό 

της μείωσης ανέρχεται σε 36,36%. Ενώ στα υπόλοιπα μετροπρογράμματα οι 

προλυτικές διαδικασίες δεν επέφεραν κάποιο αποτέλεσμα.  

 

Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα c.

άτι παρόμοιο ισχύει και με το ποσοστό μείωσης των μη μηδενικών στο

 
Πίνακας 4.24 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα c 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Reduction 
BGINDY 9517 9517 0,00% 
BGPRTR 26 26 0,00% 
ITEST2 0 0 0,00% 
ITEST6 3 3 0,00% 
KLEIN1 0 0 0,00% 
KLEIN2 0 0 0,00% 
KLEIN3 0 0 0,00% 

Εικόνα 4.24 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του ίνα α c π κ
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Γι κανένα 

μετροπρόγραμμα δεν παρουσιάστηκε μείωση των στοιχείων του. 

 

Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του γραμμικού προβλήματος.

α τα μη μηδενικά στοιχεία του πίνακα c διαπιστώνεται ότι σε 

 
Πίνακας 4.25 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του γραμμικού προβλήματος 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Reduction 
BGINDY 77106 77106 0,00% 
BGPRTR 102 102 0,00% 
ITEST2 26 26 0,00% 
ITEST6 34 23 32,35% 
KLEIN1 700 700 0,00% 
KLEIN2 4600 4600 0,00% 
KLEIN3 12115 12115 0,00% 
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Εικόνα 4.25 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του γραμμικού προβλήματος 

Percentage Reduction

30,00%
35,00%

0,
5,0

25,00%

DY BG ITEST2 ST6 KLEIN1 KLEIN3

Bench rk Problem
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Reduction

 
Τέλο ικά για  μη μηδενικ στοιχεία του ού προβλήματος 

παρατηρ . Κάτι 

αναμενόμενο αφού σε κάτι τέτοιο συμφωνούν και οι ενδείξεις των τριών 

προηγούμενων διαγραμμάτων.  

  

Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα Α

ς, συνολ  τα ά γραμμικ

είται μείωση μόνο για το πρόβλημα ITEST6 της τάξεως 32,35%

 
Πίνακας 4.26 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα Α 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Increase 
BGINDY 0,002424219 0,002424219 0,00% 
BGPRTR 0,094117647 0,094117647 0,00% 
ITEST2 0,472222222 0,472222222 0,00% 
ITEST6 0,227272727 0,619047619 172,38% 
KLEIN1 0,238683128 0,238683128 0,00% 
KLEIN2 0,178002951 0,178002951 0,00% 
KLEIN3 0,138410005 0,138410005 0,00% 

Εικόνα 4.26 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα Α 

Percentage Increase
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Και σε αυτή τη μετρική η μείωση στην πυκνότητα του πίνακα Α παρουσιάζεται 

μόνο στο πρόβλημα ITEST6, κάτι πολύ φυσιολογικό αν κάποιος ανατρέξει στα 

προηγούμενα διαγράμματα όπως αυτά της διαγραφής γραμμών και στηλών του 

πίνακα Α αλλά και της μείωσης των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α.  

 

Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα b 
Πίνακας 4.27 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα b 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Increase 
BGINDY 0,781355298 0,781355298 0,00% 
BGPRTR 0,6 0,6 0,00% 
ITEST2 1 1 0,00% 
ITEST6 1 1 0,00% 
KLEIN1 0,074074074 0,074074074 0,00% 
KLEIN2 0,031446541 0,031446541 0,00% 
KLEIN3 0,138501463 0,138501463 0,00% 

 
Εικόνα 4.27 Μεταβολή της πυκνότητα  του πίνακα b ς

Percentage Increase
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Όσο αναφορά ετροπρογράμματα 

διαπιστώνεται ότι σε κανένα από αυτά δεν παρουσιάστηκε μείωση ή αύξηση της 

πυκνότητας του πίνακα b.  

 

Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα c

 την πυκνότητα του πίνακα b για τα αδύνατα μ

 
Πίνακας 4.28 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα c 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Increase 
BGINDY 0,940786872 0,940786872 0,00% 
BGPRTR 0,764705882 0,764705882 0,00% 
ITEST2 0 0 0,00% 
ITEST6 1 1 0,00% 
KLEIN1 0 0 0,00% 
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KLEIN2 0 0 0,00% 
KLEIN3 0 0 0,00% 

Εικόνα 4.28 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα c 

Percentage Increase

0.00%
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40.00%

60.00%
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Κάτι παρόμοιο ισχύει και για την πυκνότητα του πίνακα c για τα αδύνατα 

μετροπρογράμματα. Σε κανένα από αυτά δεν παρουσιάστηκε μείωση ή αύξηση της 

πυκνότητας του πίνακα c.  

Μεταβολή της πυκνότητας του γραμμικού προβλήματος 
τητας του γραμμικού προβλήματος 

Problem rease 
Πίνακας 4.29 Μεταβολή της πυκνό

Before Presolve After Presolve Percentage Inc
BGINDY 0,002852331 0,002852331 0,00% 
BGPRTR 0,13877551 0,13877551 0,00% 
ITEST2 0,52 0,52 0,00% 
ITEST6 0,314 815 0,71875 128,31% 814
KLEIN1 0,231 959 0,231 959 404 404 0,00% 
KLEIN2 0,174971472 0,174971472 0,00% 
KLEIN3 0,136807634 0,136807634 0,00% 
Εικόνα 4.2 ς π  γραμμικού ματος 9 Μεταβολή τη υκνότητας του  προβλή

Percentage Increase
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Συνολικά, για τη πυκνότητα των γραμμικών προβλημάτων παρατηρείται ότι 

μόνο η πυκνότητα του γραμμικού προβλήματος ITEST6 έχει αυξηθεί. Εκτός από 

αυτό,  πρέπει να τονιστεί το μέγεθος της αύξησης το οποίο είναι σημαντικό. Αυτό το 

γεγονός οφείλεται τόσο στη μείωση των διαστάσεων(γραμμές&στήλες) του 

 στοιχείων. 

 

Μεταβολή π ρι γραμμικού 

προβλήματος όσο και στη μείωση των μη μηδενικών

 του λήθους των ισοτικών πε ορισμώ του ν(=) 

προβλήματος. 
Πίν  Μεταβο  ισοτικών π ρισμών του γρα ροβλήματος 

Before Presolve After Presolve Percent uction 
ακας 4.30 λή των εριο μμικού π
Problem age Red

BGINDY 1  1907 907 0.00% 
BGPRTR 14 14 0.00% 
ITEST2 0 0 0.00% 

2 0.00% ITEST6 2 
KLEIN1 0 0 0.00% 
KLEIN2 0 0 0.00% 
KLEIN3 0 0 0.00% 

 
Εικόνα 4.30 Μεταβολή των ισοτικών περιορισμών του γραμμικού προβλήματος 

Percentage Reduction

0.00%
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Είνα  από άνω αλλά και α άγραμμα ότι δεν 

υπήρξε κ τα ήθ κών περιορισμών των αδύνατων 

μετροπρογραμμάτων. είτ λυτικές διαδικασίες δεν μπόρεσαν 

να διαγράψο ό αυτά δεν 

διέθεταν ισοτικούς περιορισμούς.  

ι φανερό  τ ραπον πα πίνακα πό το δι

άποια με βολή στο πλ ος των ισοτι

Αυτό γίνεται ε γιατί οι προ

υν ένα τέτοιο περιορισμό είτε γιατί κάποια προβλήματα απ
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Μεταβολή του πλήθους των ανισοτικών περιορισμών(≥) του γραμμικού 

προβλήματος. 

 
Πίνακας 4.30 Μεταβολή των ανισοτικών περιορισμών(≥) του γραμμικού προβλήματος 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Reduction 
BGINDY 584 584 0.00% 
BGPRTR 0 0 0.00% 
ITEST2 4 4 0.00% 
ITEST6 4 3 25.00% 
KLEIN1 54 54 0.00% 
KLEIN2 477 477 0.00% 
KLEIN3 994 994 0.00% 

 
Εικόνα 4.30 Μεταβολή των ανισοτικών περιορισμών(≥) του γραμμικού προβλήματος 

Percentage Reduction

15.00%
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Benchmark Problem Percentage
Reduction

 
Από π π  μόνο στο 

πρόβλημα  παρουσιάστηκε μείωση ανισοτικών ισμών (≥). Πιο 

αναλυτικά αν 4 ανισοτικοί περιορισμοί (≥) και μ ν εφαρμογή των 

προλυτικώ ασιών παρέμειναν οι 3 μόνο, μια μείωση τ ς 25,00%.  
 

 

Μεταβο μικού 

το παρα άνω πίνακα μ ορεί κάποιος να παρατηρήσει ότι 

 ITEST6 περιορ

, υπήρχ ετά τη

ν διαδικ ης τάξη

λή του πλήθους των ανισοτικών περιορισμών(≤) του γραμ

προβλήματος. 
Πίνακας 4.31 Μεταβολή των ανισοτικών περιορισμών(≤) του γραμμικού προβλήματος 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Reduction 
BGINDY 180 180 0.00% 
BGPRTR 6 6 0.00% 
ITEST2 5 5 0.00% 
ITEST6 5 2 60.00% 
KLEIN1 0 0 0.00% 
KLEIN2 0 0 0.00% 
KLEIN3 0 0 0.00% 
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Εικόνα 4.31 Μεταβολή των ανισοτικών περιορισμών(≤) του γραμμικού προβλήματος 

Percentage Reduction
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Reduction

 
Από το παραπάνω πίνακα μπορεί κάποιος να παρατηρήσει ότι μόνο στο 

πρόβλημα ITEST6 παρουσιάστηκε μείωση ανισοτικών περιορισμών (≤). Πιο 

αναλυτικά, υπήρχαν 5 ανισοτικοί περιορισμοί (≤) και μετά την εφαρμογή των 

προλ

ο

υτικών διαδικασιών παρέμειναν οι 2 μόνο, μια μείωση της τάξης 60,00%.  

 
 
4.3.3 Τα Προβλήματα Kennington 

 

Μεταβολή τ υ πλήθους γραμμών του πίνακα Α 
Πίνακας 4.32 Μεταβολή του πλήθους των γραμμών του πίνακα Α 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Reduction 
CRE_A 3516 3013 14.31% 
CRE_B 9648 5455 43.46% 
CRE_C 3068 2469 19.52% 
CRE_D 8926  47.89% 4651
OSA-07 8 1081 3.31% 111
Εικόνα 4.32 Μεταβολή του πλήθους των γραμμών τ α Α ου πίνακ

Percentage Reduction

0,00%
10,00%
20,00%
30,
40
50,00%
60,00%

CRE_A CRE_B CRE_C CRE_D OSA-07

Benchmark Problem

Reduction%

 

00%
,00%
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Από τον παραπάνω πίνακα αλλά και από το διάγραμμα είναι πολύ εύκολο 

κανείς να παρατηρήσει ότι οι προλυτικές διαδικασίες μπορούν να προκαλέσουν 

σημαντική μείωση στις διαστάσεις των μετροπρογραμμάτων Kennington. Η μείωση 

αυτή μπορεί να πλησιάζει ακόμα και το 50%. Τα προβλήματα CRE_B και CRE_D 

έχουν την πρωτιά σε αυτές τις σημαντικές μειώσεις, σαν μεγαλύτερα φυσικά.    

 

Μεταβολή του πλήθους στηλών του πίνακα Α 
Πίνακας 4.33 Μεταβολή του πλήθους των στηλών του πίνακα Α 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Reduction 
CRE_A 4067 3969 2,41% 
CRE_B 72447 32852 54,65% 
CRE_C 3678 3392 7,78% 
CRE_D 69980 30089 57,00% 
OSA-07 23949 23949 0,00% 

 
Εικόνα 4.33 Μεταβολή του πλήθους των στηλών του πίνακα Α 

Pe centage Redu tion

60,00%

r c

0,00%

20,00%

40,00%

E_A CRE_B RE_C C OSA-07

Benchmark Problem
CR C RE_D

%

 

Όπως και στην προηγούμενη μετρική έτσι και εδώ οι μεταβολές στις 

στήλες(μεταβλητές) του πίνακα Α είναι σημαντικές. Τα προβλήματα CRE_B και 

CRE_D συνεχίζουν να έχουν την πρωτιά στις μειώσεις των διαστάσεων. Η μείωση 

των στηλών σε αυτά τα δύο προβλήματα πλησιάζει το 57%. Αν αναλογιστεί κανείς 

και τις δύο αυτές μετρικές(μεταβολή γραμμών και μεταβολή στηλών) θα 

συνειδητοποιήσει την μεγάλη αξία των προλυτικών διαδικασιών. Για παράδειγμα στο 

πρόβλημα CRE_D η μείωση των γραμμών είναι 47.89% και η μείωση των στηλών 

57,00%, που σημαίνει ότι το μέγεθος του προβλήματος μετά την εφαρμογή των 

προλυτικών διαδικασιών είναι το μισό από το αρχικό.  
 

Reduction
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Μεταβολή του πλήθους μη-μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α 

 
Πίνακας 4.34 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α 

 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Reduction 

CRE_A 14987 14266 4,81% 
CRE_B 256095 111182 56,59% 
CRE_C 13244 11772 11,11% 
CRE_D 242646 98501 59,41% 
OSA-07 143694 88235 38,60% 

 
Εικόνα 4.34   Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α 

 

Percentage Reduction

50,00%
60,00%
70,00%

0 00%
10,00%

,

20,00%
30,00%
40,00%

CRE_A CRE_B CRE_C CRE_D OSA-07

lem Percentage
tion

Benchmark Prob
Reduc  

Και απ ί ι εύκολο να 

διαπιστωθεί η ν προλυτικών διαδικασιών. Η μείωσ οιχείων μπορεί να 

ξεπεράσει ακ  το 5 ως στις ώσεις του και CRE_D. Ενώ 

υπάρχουν ση  μειώ αι στα υπόλοιπα τρία kenn .  

 
 

Μεταβολή του πλήθους μη-μηδενικών στοιχείων του πίνακα b

ό το πλήθος των μη μηδενικών στοιχε ων του πίνακα Α είνα

 αξία τω η των στ

όμα και 0% όπ περιπτ  CRE_B 

μαντικές σεις κ ington προβλήματα

 

 
Πίνακας 4.35 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα b 

 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Reduction 

CRE_A 309 309 0,00% 
CRE_B 312 312 0,00% 
CRE_C 318 318 0,00% 
CRE_D 321 321 0,00% 
OSA-07 1081 1081 0,00% 
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Εικόνα 4.35 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα b 

Percentage Reduction

60,00%

80,00%

100,00%

0,00%

20,00%

40,00%

A-07CRE_A CRE_B CRE_C CRE_D OS

Benchmark Problem Percentag
Reduction

e

 
Όσο ανα  μη μηδενικά στοιχε πίνακα b να παρατηρήσει 

κανείς ότι σε από τα προβλή  υπήρξ η των στοιχείων 

αυτών.  

 

Μεταβολή του πλήθους μη-μηδενικών στοιχείων του πίνακα c

φορά τα ία του  μπορεί 

 κανένα  πέντε ματα δεν ε μείωσ

 
Πίνακας 4.36 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα c 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Reduction 

CRE_A 4067 3969 2,41% 
CRE_B 72447 32852 54,65% 
CRE_C 3678 3392 7,78% 
CRE_D 69980 30089 57,00% 
OSA-07 23949 23949 0,00% 

Εικόνα 4.36 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα c 

Percentage Reduction

0,00%

10,00%

20,00%

30,00%

40,00%

50,00%

CRE_A CRE_B CRE_C CRE_D OSA-07

Benchmark Problem

60,00%

Percentage
Reduction  

Όπως και στη μετρική που αφορούσε τη μείωση των μη μηδενικών στοιχείων 

 πίνακα Α έτσι και εδώ τα μετροπρογράματα CRE_B και CRE_D έχουν του
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σημαντικές μειώσεις οι οποίες ξεπερνάνε ακόμα και το 50%. Ενώ υπάρχουν 

σημαντ
 

 

Μεταβολή το ς μη-μηδενικών στοι  γραμμ οβλήματος

ικές μειώσεις και στα υπόλοιπα τρία kennington προβλήματα. 

υ πλήθου χείων του ικού πρ  
 

Πίνακας 4.37 Μεταβολή του πλή ν μη μηδ  τ ικού προβλήματος 
 

Before Pre ve After Presolve Percentag ction 

θους τω ενικών στοιχείων ου γραμμ

Problem sol e Redu

CRE_A 19363 18544 4,23% 
CRE_B 328854 144346 56,11% 
CRE_C 17240 15482 10,20% 
CRE_D 312947 128911 58,81% 
OSA-07 168724 113265 32,87% 

Εικόνα 4.37 Μεταβολή του πλήθους των μη μηδενικών στοιχείων του γραμμικού προβλήματος 

Percentage Reduction

0,00%
10,00%
20,00%

CRE_A CRE_B CRE_C CRE_D OSA-07

Benchmark Problem

30,00%
40,00%
50,00%
60,00%
70,00%

Percentage
Reduction  

Συνολικά, όσο αναφορά τα μη μηδενικά στοιχεία του γραμμικού προβλήματος 

 παρουσιάζουν τις 

εγαλύτερες μειώσεις και το OSA-07 να ακολουθεί. Αξίζει να τονιστεί για ακόμα μια 

φορά το
 

Μεταβολή τη ητ

το αποτέλεσμα είναι αναμενόμενο με τα CRE_B και CRE_D να

μ

 μέγεθος των μειώσεων αυτών.  

ς πυκνότ ας του πίνακα Α 
Πίνακας 4.38 βολή της πυκνότητας του πίν

Befor olve After Presolve Percen rease  

 Μετα ακα Α 

Problem e Pres tage Inc

CRE_A 0,0 73 0,00 949010480 1192 13,82% 
CRE_B 0 9 0,0 09,0003663 006204 69,33% 
CRE_C 0,0011 86 0,0014 37 19,76% 736 056
CRE_D 0,000388456 0386 81,19% 0,0007
OSA-07 0,005366726 0,003408222 -36,49% 
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Εικόνα 4.38 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα Α 

Percentage Increase 

-60.00%
-40.00%
-20.00%

0.00%
20.00%
40.00%
60.00%
80.00%

100.00%

CRE_A CRE_B CRE_C CRE_D OSA-07

Benchmark Problem Percentage
Increase 

 
Παραπάνω φαίνονται οι μεταβολές στην πυκνότητα του πίνακα Α για τα πέντε 

προβλήματα. Τα  CRE_B και CRE_D να παρουσιάζουν τις μεγαλύτερες αυξήσεις 

νώ αυτό που αξίζει να σχολιαστεί είναι η μείωση στην πυκνότητα του πίνακα Α για 

ιχείων του πίνακα Α 

είναι με

 
 

Μεταβολή τη ητας τ κα b

ε

το OSA-07. Αυτό σημαίνει ότι η μείωση των μη μηδενικών στο

γαλύτερη από τη μείωση στις διαστάσεις του.  

ς πυκνότ ου πίνα  
ακας 4.3 βολή της ητας του πί

Befo ve After Presolve Percen rease  

Πίν 9 Μετα  πυκνότ νακα b 

Problem re Presol tage Inc

CRE_A 0,087883959 0,102555592 16,69% 
CRE_B 0,032338308 0,057195233 76.87% 
CRE_C 0,103650587 0,128797084 24,26% 
CRE_D 0,035962357 0,069017416 91,92% 
OSA-07 0,966905188 1 3,42% 

Εικόνα 4.39 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα b 

Percentage Increase 

0,00%
CRE_A CRE_B CRE_C CRE_D OSA-07

enchmark Problem

20,00%

40,00%

60,00%

80,00%

100,00%

B Percentage Increase 
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Παραπάνω φαίνονται οι μεταβολές στην πυκνότητα του πίνακα b για τα πέντε 

προβλήματα. Τα  CRE_B και CRE_D παρουσιάζουν τις μεγαλύτερες αυξήσεις ενώ 

αυτό ου παρουσιάζει τη μικρότερη αύξηση στην πυκνότητα του πίνακα b είναι το 

 

Μεταβολή

π

OSA-07.  

 

 της πυκνότητας του πίνακα c 

 
ακας 4.4 βολή της ητας του πίν

 

Befo ve After Presolve Percen uction 

Πίν 0 Μετα  πυκνότ ακα c 

Problem re Presol tage Red

CRE_A 1 1 0,00% 
CRE_B 1 0,000620409 99,94% 
CRE_C 0,00% 1 1
CRE_D 1 1 0,00% 
OSA-07 1 1 0,00% 

 
Εικόνα 4.40 Μεταβολή της πυκνότητας του πίνακα c 

 

Percentage Reduction 

0.00%

20.00%

CRE_A CRE_B CRE_C CRE_D OSA-07

Benchmark Problem

40.00%

60.00%

80.00%

100.00%

120.00%

Percentage
Reduction 

 
πό τα παραπάνω είναι προφανές ότι μόνο στο CRE_B πρόβλημα 

κνότητα του πίνακα c. Ενώ στα υπόλοιπα 

η πυκνότητα παρέμεινε
 

 

Α

παρουσιάστηκε σημαντική μείωση στην πυ

 ίδια με την αρχική.  
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Μεταβολή της πυκνότητας του γραμμικού προβλήματος 
Πίνακας 4.41 Μεταβολή της πυκνότητας του γραμμικού προβλήματος 

 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Increase 

CRE_A 0,001353379 0,001549779 14,51% 
CRE_B 0,000470429 0,000805296 71,18% 
CRE_C 0,0015269 0,001847338 20,99% 
CRE_D 0,000500939 0,000920933 83,84% 
OSA-07 0,00629566 0,00437082 -30,57% 

 
Εικόνα 4.41 Μεταβολή της πυκνότητας του γραμμικού προβλήματος 

Percentage Increase 

-40,00%
-20,00%

0,00%
20,00%
40,00%
60,00%
80,00%

100,00%

CRE_A CRE_B CRE_C CRE_D OSA-07

roblem Percentage
Increase 

Benchmark P

 
Παραπά ον αμμικού 

προβλήματος ά κ ν τα. Τα _B και CRE_D 

παρουσιάζουν αλύ ς υ αξίζ ολιαστεί είναι η 

μείωση στην πυκνότητα γρ -07.  

 

Μεταβολή του πλήθους των ισοτικών περιορισμών του γραμμικού προβλήματος

νω φαίν ται οι μεταβολές στην πυκνότητα του κάθε γρ

συνολικ αι για τα πέ τε προβλήμα   CRE

 τις μεγ τερες αυξήσει  ενώ αυτό πο ει να σχ

αμμικού προβλήματος OSA

 
 

Πίνακας 4.42 Μεταβολή του πλήθους των ισοτικών περιορισμών του γραμμικού προβλήματος 
 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Reduction 

CRE_A 335 236 29,55% 
CRE_B 4958 765 84,57% 
CRE_C 335 208 37,91% 
CRE_D 4958 683 86,22% 
OSA-07 0 0 0,00% 
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Εικόνα 4.42 Μεταβολή του πλήθους των ισοτικών περιορισμών του γραμμικού προβλήματος 

Percentage Reduction

80

100,00%

0,00%

40,00%

60,00%

,00%

OSA-07

20,00%

CRE_A CRE_B CRE_C CRE_D

Benchmark roblem Percentage
Reduction

 P

 
Παραπάνω παρουσιάζονται οι μεταβολές των ισοτικών περιορισμών του κάθε 

προβλήματος. E_B και CRE_D  τις μεγαλύτερες αυξήσεις ενώ 

ακολουθούν A και CRE_C.  το O A-07 δ ουσιάζει κάποια 

μεταβολή, κά υσιολογικό αφού  διαθέτει οτικού ισμούς.  
 

 

Μεταβολή του πλήθους των ανισοτικών περιορισμών(≥) του γραμμικού 

 Τα  CR  παρουσιάζουν

τα CRE_  Τέλος S εν παρ

τι πολύ φ  δεν  ισ ς περιορ

προβλήματος. 
Πίνακας 4.43 Μεταβολή πλήθους των ανισοτικών(≥) περιορισμών του γραμμικού προβλήματος 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Reduction 

CRE_A 304 304 0,00% 
CRE_B 304 304 0,00% 
CRE_C 313 313 0,00% 
CRE_D 313 313 0,00% 
OSA-07 48 11 77.08% 

Εικόνα 4.43 Μεταβολή πλήθους των ανισοτικών(≥) περιορισμών του γραμμικού προβλήματος 
 

Percentage Reduction

0,00%

20,00%

40,00%

60,00%

00%

0,00%

80,

10

CRE_A CRE_B CRE_C CRE_D OSA-07

Benchmark Problem Percentage
Reduction  
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Όσο αναφορά τους ανισοτικούς περιορισμούς (≥) είναι εύκολο να παρατηρήσει 

κανείς ότι σ είωση των 

περιορισμών αυτών, εκτός από το πρόβλημα OSA-07. Εκτός από αυτό η μείωση αυτή 

είναι αρκετά υπολογίσιμη, 77,08%.   

 

Μεταβολή τ θους τ τ ρισμώ ου γραμμικού 

ε κανένα kennington μετροπρόγραμμα δεν παρουσιάστηκε μ

ου πλή ων ανισο ικών περιο ν(≤) τ

προβλήματος. 

 
Πίνακας 4.44 Μεταβολή πλήθους των ανισοτικών(≤) περιορισμών του γραμμικού προβλήματος 
 

Problem Before Presolve After Presolve Percentage Reduction 

CRE_A 2877 2473 14,04% 
CRE_B 4386 4386 0,00% 
CRE_C 2420 1948 19,50% 
CRE_D 3655 3655 0,00% 
OSA-07 1070 1070 0,00% 

 
Εικόνα 4.44 Μεταβολή πλήθους των ανισοτικών(≤) περιορισμών του γραμμικού προβλήματος 
 

Percentage Reduction

0,00%

5,00%

10,00%

15,00%

20,00%

25,00%

CRE_A CRE_B CRE_C CRE_D OSA-07

Benchmark Problem Percentag
e
R d ti  

Τέλος, οι ανισοτικοί περιορισμοί (≤) στα τρία από τα πέντε προβλήματα 

παραμένουν ίδιοι  μετά την  προλυτικών  ενώ στα 

μετροπρογράμ RE_A κ E_B παρουσιάζεται σημ μείωση η οποία 

κυμαίνεται απ  έως κα 0%.  

 

 

 και  εφαρμογή των  διαδικασιών

ματα C αι CR αντική 

ό 14,04% ι 19,5
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Κ
ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 

Όπως έχει αναφερθεί και πιο πάνω, ο γραμμικός προγραμματισμός (Linear 

Programming) είναι μια από τις πλέον δημοφιλές τεχνικές της Επιχειρησιακής 

Έρευνας (Operations Research). Κύριος σκοπός του οποίου είναι να βοηθά τα 

διευθυντικά στελέχη των επιχειρήσεων και οργανισμών στη λήψη αποφάσεων. 

Επίσης, αυτό που πρέπει να τονιστεί είναι ότι ο γραμμικός προγραμματισμός 

ασχολείται κυρίως με το πρόβλημα της άριστης κατανομής των περιορισμένων πόρων 

μεταξ

τό πιο 

ύντομος. Πολλοί ερευνητές ασχολούνται με την επινόηση νέων αλγορίθμων οι 

ποίοι θα είναι πιο αποτελεσματικοί και αποδοτικοί όσο αναφορά το χρόνο εκτέλεσης 

αυτά έχει παρατηρηθεί και επισημανθεί από πολλούς επιστήμονες το 

 

είναι ανέφικτ σ άνω 

ότι αυτή η ληλη δ προκύπτε ό τη χρησιμοποίηση εργαλείων 

μοντελοποίησ ς είναι  κύριος λ που καθιστ καία τη ανάλυση 

των γραμμικώ ημάτων κ  είναι τό την περα πλοποίηση τους. 

ο 

πιο επιτακτική είναι η ανάγκη εφαρμογής τεχνικών που θα περιορίσουν τις 

διαστάσεις του προβλήματος. Το αποτέλεσμα της απλοποίησης αυτής είναι ένα νέο 

πρόβλημα ισοδύναμο με το αρχικό αλλά με μικρότερες διαστάσεις. 

Για την απλοποίηση των γραμμικών προβλημάτων χρησιμοποιήθηκαν οι εξής 

προλυτικές διαδικασίες στην παρούσα διπλωματική εργασία: 

 Εντοπισμός και διαγραφή singleton ισοτικών γραμμών 

 Εντοπισμός και διαγραφή κενών γραμμών και 

στηλών 

 Εντοπισμός και διαγραφή ανισοτικών γραμμών με ένα μη μηδενικό στοιχείο 

ΕΦΑΛΑΙΟ 5 

ύ ανταγωνιζόμενων δραστηριοτήτων. Επομένως, για να επιτύχει το σκοπό του ο 

γραμμικός προγραμματισμός που δεν είναι άλλος από το να αποτελεί χρήσιμο 

εργαλείο στα χέρια των διευθυντικών στελεχών θα πρέπει ο χρόνος απόκρισης των 

αλγορίθμων επίλυσης των γραμμικών προβλημάτων να είναι όσο το δυνα

σ

ο

τους.  

Παρ’ όλα 

γεγονός ότι η δομή πολλών γραμμικών προβλημάτων είναι τέτοια που πολλές φορές

η η επίλυ η τους από κάποιο λύτη. Επίσης, έχει αναφερθεί παραπ

ακατάλ ομή ι απ

ης. Αυτό και ο όγος ά αναγ

ν προβλ αι όπου εφικ ιτέρω α

Όπως είναι εύκολα αντιληπτό, όσο μεγαλύτερο είναι ένα γραμμικό πρόβλημα τόσ
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νασματικών ορίων από τους περιορισμούς 

 Εντοπισμός και διαγραφή πλεονασματικών μεταβλητών 

π ς

Με τη εφαρμογή των παραπάνω προλυτικών διαδικασιών επιτεύχθηκαν: 

Μείωση των διαστάσεων του γραμμικού προβλήματος. 

 Βελτίωση ορισμένων αριθμητικών ιδιοτήτων και χαρακτηριστικών των 

γραμ οβ

 Έγκα νευση α αμμικό  είναι  ή απεριόριστο. 

 Επισή ρισμέν τήτων τ μμικού προβλήματος οι οποίες δεν 

είχαν νερές κα  διάρκεια ελοποίηση

 

ία 

των προλυτικών διαδικασιών. Οι μετρικές που χρησιμοποιήθηκαν έκαναν φανερές τις 

ευεργετικές επιπτώσεις των λειτουργιών αυτών στα μετροπρογραμμάτα που 

χρησιμοποιήθηκαν.  

Το πρώτο σημαντικό που συμπεραίνει κανείς από την υπολογιστική μελέτη 

είναι η μείωση στις διαστάσεις αυτών των γραμμικών προβλημάτων. Ο όρος 

διαστάσεις του γραμμικού προβλήματος αναφέρεται στο πλήθος των 

γραμμών(περιορισμών) και στηλών(μεταβλητών) του πίνακα Α δηλαδή της μήτρα 

των συντελεστών των περιορισμών του γραμμικού προβλήματος. Σε αρκετά 

μετροπρογραμμάτα το ποσοστό της μείωσης των διαστάσεων ξεπερνά ακόμα και το 

50%. Μειώσεις τέτοιου βεληνεκούς μπορούν να βοηθήσουν σημαντικά έναν ύτη 

στην προσπάθεια του για γρήγορη επίλυση του συγκεκριμένου γραμμικού 

προβ

ν στοιχείων είναι στην ουσία και αυτό που 

αθορίζει το πλήθος των αριθμητικών πράξεων που θα λάβουν χώρα κατά τη 

διάρκεια εκτέλεσης του αλγορίθμου για την επίλυση των γραμμικών προβλημάτων. 

 Εντοπισμός και διαγραφή δυικών ανισοτικών γραμμών με ένα μη μηδενικό 

στοιχείο 

 Εντοπισμός και διαγραφή ελεύθερων στηλών με ένα μη μηδενικό στοιχείο 

 Εντοπισμός και διαγραφή πλεο

 Εντο ισμό  και διαγραφή γραμμικώς εξαρτημένων περιορισμών 
 

 

μικών πρ λημάτων. 

ιρη ανίχ ν το γρ πρόβλημα αδύνατο

μανση ο ων ιδιο ου γρα

 γίνει φα τά τη  μοντ ς του. 

Από τη παρουσίαση της υπολογιστικής μελέτης έγινε απόλυτα αντιληπτή η αξ

λ

λήματος.  

Το αμέσως επόμενο σημαντικό κομμάτι της υπολογιστικής μελέτης είναι η 

παρουσίαση της μεταβολής των μη μηδενικών στοιχείων του γραμμικού 

προβλήματος.  Το πλήθος των μη μηδενικώ

κ

 - 104 -



Γραμμικός Προγραμματισμός                   Προλυτικές Διαδικασίες  

Σε πολλά μετροπρογράμματα το πλήθος των μη μηδενικών στοιχείων μειώθηκε σε 

 χρήσιμο για οποιονδήποτε γραμμικό 

πομένως, οι μεγάλες μειώσεις στη διάσταση και στο πλήθος των μη μηδενικών 

στοιχ

α  

μεγάλο βαθμό κάτι το οποίο είναι ιδιαίτερα

ύτη.  λ

Στην συνέχεια καταγράφεται η μεταβολή της πυκνότητας των μητρών του 

γραμμικού προβλήματος. Η πυκνότητα αποτελεί συνέχεια των δύο προηγούμενων 

μετρικών. Στα περισσότερα μετροπρογράμματα παρουσιάζεται σημαντική αύξηση 

της πυκνότητας του γραμμικού προβλήματος. Κάτι τέτοιο είναι φυσιολογικό αφού 

μειώνονται ταυτόχρονα τόσο οι διαστάσεις του προβλήματος όσο και τα μη μηδενικά 

στοιχεία του.  

Τέλος, παρουσιάζονται οι μεταβολές στο είδος των περιορισμών των 

μετροπρογραμμάτων. Καταγράφονται αναλυτικά οι μειώσεις σε κάθε ένα από τα τρία 

είδη περιορισμών(= ,≥, ≤). Υπάρχουν προγράμματα που διαθέτουν και από τα τρία 

είδη των περιορισμών, ενώ κάποια από αυτά μόνο τα 2 είδη καθώς και ορισμένα που 

έχουν μόνο ένα συγκεκριμένο είδος. Οι μεταβολές αυτές απεικονίζονται σε μορφή 

διαγραμμάτων για την ευκολότερη κατανόηση τους. 

Ε

είων ενός γραμμικού προβλήματος βοηθούν πάντα στην αποτελεσματικότερη 

επίλυση του. Συγκεκριμένα, επιφέρουν ελάττωση στον αριθμό των επαναλήψεων και 

στο συνολικό χρόνο επίλυση τους. Οι μεταβολές αυτές αποτελούν ένα ακόμα μικρό 

βήμ  στην προσπάθεια για εύρεση και επινόηση τεχνικών και αλγορίθμων που θα 

επιλύουν ακόμα γρηγορότερα καθημερινά προβλήματα του σύγχρονου ανθρώπου.  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
Γραφική απεικόνιση της πυκνότητας του πίνακα Α. 
Βέλτιστα Μετροπρογράμματα (Optimal Benchmark) 

Before Presolving After Presolving 
25FV47 

  
nnz=10400 nnz=10236 

 
ADDLITTLE 

  
nnz=383 nnz=375 

 

AFIRO 

  
nnz=83 nnz=83 

 

AGG 

  
nnz=2410 nnz=1723 
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Before Presolving After Presolving 
AGG2 

  
nnz=4284 nnz=4274 

 
AGG3 

  
nnz=4300 nnz=4290 

 
BANDM 

  
nnz=2494 nnz=1925 

 
BEACONFD 

  
nnz=3375 nnz=1255 

 - 109 -



Γραμμικός Προγραμματισμός                   Προλυτικές Διαδικασίες  

Before Presolving After Presolving 
BLEND 

  
nnz=491 nnz=446 

 
BNL1 

  
nnz=5121 nnz=5095 

 
BNL2 

  
nnz=13999 nnz=12674 

 
BRANDY 

  
nnz=2148 nnz=1901 
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Before Presolving After Presolving 
D  2Q06C

  
nnz=32417 nnz=31472 

DEGEN2 
 

  
nnz=3978 nnz=3944 

DEGEN3 
 

  
nnz=24646 nnz=24639 

 
E226 

  
nnz=2578 nnz=2388 
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Before Presolving After Presolving 
FFFFF800 

  
nnz=6227 nnz=5001 

 
ISRAEL 

  
nnz=2269 nnz=2269 

 
LOTFI 

  
nnz=1078 nnz=809 

 
MAROS-R7 

  
nnz=144848 nnz=100486 

 
Bef ng Afore Presolvi ter Presolving 
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QAP8 

  
nnz=7296 nnz=7296 

 
QAP12 

  
nnz=38304 nnz=38304 

 
QAP15 

  
nnz=94950 nnz=94950 

 
SC50A 

  
nnz=130 nnz=130 
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Before Presolving After Presolving 

SC50B 

  
nnz=118 nnz=118 

SC105 
 

  
nnz=280 nnz=280 

 
SC205 

  
nnz=551 nnz=550 

 
SCAGR7 

  
nnz=420 nnz=410 
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Before Presolving After Presolving 

SCAGR25 

  
nnz=1554 nnz=1544 

 
SCFXM1 

  
nnz=2589 nnz=2320 

SCFXM2 
 

  
nnz=5183 nnz=4645 

SCFXM3 
 

  
nnz=7777 nnz=6970 
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Before Presolving After Presolving 

SCORPION 

  
nnz=1426 nnz=1159 

 
SCRS8 

  
nnz

SCSD1 

=3182 nnz=1109 
 

  
nnz=2388 nnz=2388 

 
SCSD6 

  
nnz=4316 nnz=4316 
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Before Presolving After Presolving 

SCSD8 

  
nnz=2750 nnz=2750 

 
SCTAP1 

  
nnz=1692 nnz=1638 

 
SCTAP2 

  
nnz=6714 nnz=6489 

 
SCTAP3 

  
nnz=8874 nnz=8595 
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Before Presolving After Presolving 

SHARE1B 

  
nnz=1151 nnz=1120 

 
SHARE2B 

  
nnz=694 nnz=694 

 
SHIP04L 

  
nnz=6332 nnz=4275 

 
SHIP04S 

  
nnz=4352 nnz=2860 
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Before Presolving After Presolving 

SHIP08L 

  
nnz=12802 nnz=7100 

 
SHIP08S 

  
nnz=7114 nnz=3622 

 
SHIP12L 

  
nnz=16170 nnz=9230 

 
SHIP12S 

  
nnz=8178 nnz=4273 
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Before Presolving After Presolving 

STOCFOR1 

  
nnz=447 nnz=367 

 
STOCFOR2 

  
nnz=8343 nnz=7152 

 
TRUSS 

  
nnz=27836 nnz=27836 

 
WOOD1P 

  
nnz=70215 nnz=46830 
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Before Presolving After Presolving 

WOODW 

  
nnz=37474 nnz=19796 
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Αδύνατα Μετροπρογράμματα (Infeasible Benchmark) 
g resolving 

NDY 
Before Presolvin After P

BGI

  
nnz=65502 nnz=65502 

 
BGPRTR 

  
nnz=64 nnz=64 

 
ITEST2 

  
nnz=17 nnz=17 

 
ITEST6 

  
nnz=20 nnz=13 
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Before Presolving After Presolving 
KLEIN1 

  
nnz=696 nnz=696 

 
KLEIN2 

  
        nnz=4585               nnz=4585 

 
KLEIN3 

  
           nnz=12107              nnz=12107 
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Μετροπρογράμματα Kennington 
Be After Pres

CRE_A
fore Presolving olving 

 

  
nnz=14987 nnz=14266 

 
CRE_B 

  
nnz=256095 nnz=111182 

 
CRE_C 

  
nnz=13244 nnz=11772 
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Before Presolving After Presolving 

 
CRE_D 

  
nnz=242646 nnz=98501 

 
OSA-07 

  
nnz=143694 nnz=88235 
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