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When you know a thing, to hold 
that you know it; and when you do 
not know a thing, to allow that you 
do not know it - this is knowledge. 
 

Confucius (551 BC - 479 BC), 
The Confucian Analects 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στα πλαίσια της σηµερινής παγκόσµιας οικονοµικής κρίσης είναι σηµαντικό 

για όλα τα χρηµατοπιστωτικά ιδρύµατα να διαθέτουν νέες προηγµένες ποσοτικές 

µεθόδους που να τους βοηθούν να εδραιώσουν και να διατηρήσουν την 

ανταγωνιστικότητα τους. Ένα από αυτά τα εργαλεία που βοηθούν σε αυτή τη 

προσπάθεια είναι και τα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα. Αυτά τα δίκτυα σε συνδυασµό 

µε τα υπόδειγµα των Black και Scholes  µπορούν να βοηθήσουν στη σωστή, εύκολη 

και ευέλικτη τιµολόγηση των παραγώγων προϊόντων που βοηθούν κατ επέκταση 

στην ανάπτυξη  των αγορών. Αυτά τα καινούργια καινοτοµικά εργαλεία µπορούν να 

βοηθήσουν στη δηµιουργία νέων τύπων χρηµατοοικονοµικών οργανισµών, να 

ωφελήσουν επενδυτές, εταιρίες αλλά και να βελτιωθούν αποδόσεις , να 

διαχειριστούν αποτελεσµατικότερα οι κίνδυνοι και άλλα.  

Στην ανάπτυξη των εφαρµογών αυτών έχει συντελέσει η τεχνολογική 

πρόοδος , η αύξηση του ανταγωνισµού , τα µεταβαλλόµενα καθεστώτα, η ολοένα 

µεγαλύτερη ικανότητα επίλυσης πολύπλοκων χρηµατοοικονοµικών µοντέλων και η 

αυξανόµενη µεταβλητότητα των µεταβλητών. Έτσι η ανάπτυξη των υπολογιστών , η 

µείωση του κόστους και η ανάπτυξη της χρηµατοοικονοµικής µηχανικής µπορεί να 

βοηθήσει ουσιαστικά στην αποτίµηση παραγώγων και στην αντιστάθµιση κινδύνων. 
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι να αναδειχθεί ο σηµαντικότατος ρόλος 

των νέων τεχνολογιών και συγκεκριµένα των τεχνητών νευρωνικών δικτύων στη 

χρηµατοοικονοµική. Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται 

µια παρουσίαση των βασικών εννοιών των δικαιωµάτων προαίρεσης. Στο δεύτερο 

κεφάλαιο παρουσιάζεται το υπόδειγµα αποτίµησης δικαιωµάτων προαίρεσης Black και 

Scholes και γίνεται ανάλυση για τον ακριβή τρόπο προσδιορισµού των τιµών των 

δικαιωµάτων . Στη συνέχεια και στο τρίτο κεφάλαιο γίνεται µια συνοπτική παρουσίαση 

των τεχνητών νευρωνικών δικτύων και του αλγόριθµου της οπισθοδιάδοσης που θα 

χρησιµοποιήσουµε στο επόµενο κεφάλαιο. Στο τελευταίο και τέταρτο κεφάλαιο γίνεται 

µια πρακτική εφαρµογή πάνω σε αυτά που αναφέρθηκαν στα προηγούµενα κεφάλαια 

βασιζόµενοι στο αρθρο των James M.Hutchinson, Andrew W. Lo και Tomaso Poggio 

µε τίτλο “A Nonparametric approach to pricing an hedging derivative securities via 

learning networks” που δηµοσιεύθηκε στο The journal of finance. Μέσω αυτού του 

άρθρου θα διαπιστώσουµε αν τα νευρωνικά δίκτυα µπορούν να αναπαράγουν τη 

µέθοδο τιµολόγησης παραγώγων από τους Black και Scholes δηλαδή το αν τα 

νευρωνικά δίκτυα µπορούν να µάθουν και να αποδώσουν αυτή τη συνάρτηση σε 

ικανοποιητικό ποσοστό. Τέλος γίνεται µια εφαρµογή σε τιµές του Χρηµατιστηρίου 

Παραγωγών Αθηνών και εξάγονται κάποια χρήσιµα συµπεράσµατα.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

∆ικαιώµατα Προαίρεσης (Options) 

1.1 Γενικά 

 

Τα συµβόλαια δικαιωµάτων προαίρεσης (∆Π ή Options) ανήκουν στη κατηγορία 

των παραγώγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων, είναι δηλαδή διµερείς συµβάσεις η 

αξία των οποίων εξαρτάται από µια υποκείµενη χρηµατοοικονοµική µεταβλητή όπως 

για παράδειγµα τα επιτόκια, οι χρηµατιστηριακοί δείκτες κλπ. Έτσι δίνουν στον 

αγοραστή τους το δικαίωµα, αλλά όχι την υποχρέωση να αγοράσουν, ή να πουλήσουν 

ένα υποκείµενο προϊόν σε µία προκαθορισµένη τιµή. 

Τα  δικαιώµατα µπορούν να κατηγοριοποιηθούν ανά είδος, έτσι έχουµε τα 

δικαιώµατα αγοράς ( ∆.Α. ή Call option) και τα δικαιώµατα πώλησης (∆.Π. ή Put 

option). Το δικαίωµα αγοράς (call option) δίνει στον κάτοχο του την δυνατότητα να 

αγοράσει ένα χρηµατιστηριακό προϊόν  σε µία (ή µέχρι µία) συγκεκριµένη ηµεροµηνία, 

σε συγκεκριµένη τιµή. Για παράδειγµα, αν αγοράσετε ένα δικαίωµα αγοράς της µετοχής Α, 

έχετε δικαίωµα να αγοράσετε 100 κοινές µετοχές της Α σε µία προκαθορισµένη τιµή 

οποιαδήποτε στιγµή από σήµερα και µέχρι την ορισµένη ηµεροµηνία λήξης. Το γεγονός ότι ο 

κάτοχος δεν είναι υποχρεωµένος να ασκήσει το δικαίωµα σηµαίνει ότι έχει περιορισµένη 

ευθύνη. Αν η τιµή της υποκείµενης αξίας υποχωρήσει, ο κάτοχος του δικαιώµατος µπορεί απλά 

να αποσυρθεί από το συµβόλαιο δικαιώµατος αγοράς και να µην αγοράσει την υποκείµενη 

αξία. Το δικαίωµα πώλησης (put option) δίνει στον κάτοχο την δυνατότητα να πουλήσει 

ένα χρηµατιστηριακό προϊόν σε µία (ή µέχρι µία) συγκεκριµένη ηµεροµηνία, σε 

συγκεκριµένη τιµή.   

Σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή, είναι δυνατόν να υπάρχουν αρκετά συµβόλαια 

δικαιωµάτων για δεδοµένη υποκείµενη αξία. Για παράδειγµα, έστω δικαίωµα σε 

χρηµατιστηριακό δείκτη για το οποίο υπάρχουν 6 ηµεροµηνίες λήξης και 11 τιµές 

εξάσκησης. Ο συνολικός αριθµός των συµβολαίων δικαιωµάτων επάνω στον 

χρηµατιστηριακό δείκτη είναι συνολικά 66. 

Επίσης τα δικαιώµατα του ίδιου είδους που συσχετίζονται µε τον ίδιο 

υποκείµενο εργαλείο είναι δικαιώµατα της ίδιας κλάσης (π.χ. όλα τα δικαιώµατα 

αγοράς της µετοχής ABC). Τέλος, τα δικαιώµατα της ίδιας κλάσης και µε την ίδια τιµή 
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εξάσκησης και ηµεροµηνία λήξης είναι δικαιώµατα της ίδιας σειράς (π.χ. όλα τα 

δικαιώµατα αγοράς της µετοχής ABC µε τιµή εξάσκησης 1070 και ηµεροµηνία λήξης 

Ιανουάριο). 

Η µελλοντική ηµεροµηνία µέχρι την οποία ή κατά την οποία µπορεί να εξασκηθεί 

το δικαίωµα ονοµάζεται ηµεροµηνία λήξης του δικαιώµατος (expiration date ή exercise date 

ή  maturity). Η τιµή στην οποία µπορεί να εξασκηθεί το δικαίωµα ονοµάζεται τιµή άσκησης 

του δικαιώµατος (strike ή exercise price) και είναι καθορισµένη. Το αντικείµενο 

διαπραγµάτευσης µεταξύ των επενδυτών είναι η αξία ή η τιµή του δικαιώµατος (premium 

ή option price). (Dubofsky A. David,2004) 

Ευρωπαϊκού τύπου δικαιώµατα ονοµάζονται αυτά που µπορούν να εξασκηθούν σε 

µια συγκεκριµένη µελλοντική ηµεροµηνία ,ενώ Αµερικάνικου τύπου είναι αυτά που 

µπορούν να εξασκηθούν ανά πάσα στιγµή µέχρι µια ηµεροµηνία.. Τα περισσότερα 

δικαιώµατα που διαπραγµατεύονται σήµερα είναι Αµερικανικού τύπου. Ωστόσο, τα 

δικαιώµατα Ευρωπαϊκού τύπου είναι ευκολότερα στην ανάλυση και επίσης, αρκετές από τις 

ιδιότητες των δικαιωµάτων Αµερικανικού τύπου συχνά εξάγονται από τα αντίστοιχα 

δικαιώµατα Ευρωπαϊκού τύπου. 

Tα δικαιώµατα προαίρεσης µπορεί (α) να είναι τυποποιηµένα και να 

διαπραγµατεύονται στο χρηµατιστήριο ή (β) εξωχρηµατιστηριακά. Η τυποποίηση γενικά 

ενισχύει την εχέγγυα και οµαλή διεξαγωγή των συναλλαγών. Οι τυποποιηµένοι όροι 

συµβολαίου προσφέρουν τα παρακάτω βασικά πλεονεκτήµατα: 

• Αυξηµένη ρευστότητα. 

• Ο επενδυτής δεν διατρέχει πιστωτικό κίνδυνο. 

• Υψηλότερο µέγεθος συµβολαίου, επειδή οι διαδικασίες αγοράς και πώλησης 

είναι πιο απλές στη διαχείριση. 

• Χαµηλότερα κόστη συναλλαγών, επειδή οι αντισυµβαλλόµενοι δεν χρειάζεται 

να διαπραγµατεύονται κάθε φορά τους όρους του συµβολαίου. 

Οι διαφορές ανάδεσα στα χρηµατιστηριακά και εξωχρηµατιστηριακά δικαιώµατα 

φαίνονται παρακάτω. 
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 Εξωχρηµατιστηριακά 
δικαιώµατα 

∆ικαιώµατα 

Είδος συµβολαίου  Μη τυποποιηµένο  Τυποποιηµένο  
Εκπλήρωση  Περίπου 50% Μόνο 2-5 % 
Τρόπος συναλλαγής  Εξωχρηµατιστηριακά  (OTC) ΧΠΑ 
Πιστωτικός κίνδυνος  Και οι δύο συµβαλλόµενοι  ΕΤΕΣΕΠ 
Ρευστότητα  Συνήθως χαµηλή Υψηλή 
Ελάχιστές καταθέσεις Κατά περίπτωση  Συγκεκριµένες 

Το υποκείµενο µέσο των δικαιωµάτων που διαπραγµατεύονται σε χρηµατιστήρια, 

µπορεί να είναι µετοχές, χρηµατιστηριακοί δείκτες, συνάλλαγµα, και συµβόλαια 

µελλοντικής εκπλήρωσης. Το µεγαλύτερο χρηµατιστήριο για την συναλλαγή των 

δικαιωµάτων σε συναλλαγµατικές ισοτιµίες είναι το Philadelphia Stock Exchange  (ΡΗLΧ). 

Το µέγεθος ενός τέτοιου συµβολαίου εξαρτάται από το νόµισµα.  

Τα συµβόλαια σε χρηµατιστηριακούς δείκτες που συγκεντρώνουν το µεγαλύτερο 

επενδυτικό ενδιαφέρον διεθνώς (µε κριτήριο τον αριθµό ανοικτών θέσεων) είναι αυτά 

στον S&Ρ 500 Index (CΒΟΕ), στον S&Ρ 500 Index (CΒΟΕ)  και στον Major Market Index  

(ΑΜΕΧ). Μερικά από αυτά τα δικαιώµατα είναι Ευρωπαϊκού τύπου και τα υπόλοιπα είναι 

Αµερικάνικου τύπου. Για παράδειγµα, το συµβόλαιο στον S&Ρ 500 είναι Ευρωπαϊκού 

τύπου, ενώ εκείνα στον S&P100 και στον ΑΜΕΧ είναι Αµερικάνικου τύπου. Ο 

διακανονισµός είναι πάντοτε χρηµατικός, δηλαδή δεν παραδίδεται το χαρτοφυλάκιο µε 

την σύνθεση του δείκτη αλλά τα κέρδη ή οι ζηµίες διακανονίζονται µε ρευστά 

διαθέσιµα. 

Στο Χρηµατιστήριο Παραγώγων Αθηνών (ΧΠΑ) διαπραγµατεύονται δικαιώµατα 

Αµερικανικού τύπου µε υποκείµενο µέσο επιλεγµένες µετοχές και δικαιώµατα Ευρωπαϊκού 

τύπου στους χρηµατιστηριακούς δείκτες FTSE/ASE-20 και FTSE/ASE Mid-40.  
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1.2 Τίµηµα δικαιώµατος ( Option's premium ) και τιµές 
δικαιωµάτων 

 

Το χρηµατικό ποσό (τίµηµα ή premium) που καλείται να πληρώσει ο αγοραστής 

ενός δικαιώµατος προαίρεσης στον πωλητή του, προκειµένου να αποκτήσει το 

δικαίωµα αλλά όχι την υποχρέωση να αγοράσει (δικαίωµα αγοράς.) ή να πουλήσει 

(δικαίωµα πώλησης) την υποκείµενη αξία µέχρι ή στην ηµεροµηνία λήξης του 

δικαιώµατος. Η πληρωµή αυτή γίνεται στον πωλητή ανεξάρτητα µε το αν το δικαίωµα 

θα εξασκηθεί ή όχι. Έτσι η µέγιστη επικείµενη ζηµιά που µπορεί να έχει ο αγοραστής 

από την αγορά ενός δικαιώµατος προαίρεσης περιορίζεται στην αξία του αρχικού 

τιµήµατος ενώ αντίθετα, η επικείµενη ζηµιά του πωλητή είναι απεριόριστη. Αυτός 

είναι ο λόγος που κάνει την πώληση δικαιωµάτων πολύ επικίνδυνη. Η συνολική αξία 

του τιµήµατος του συµβολαίου δικαιώµατος καθορίζεται από την προσφορά και τη 

ζήτηση και αποτελείται από την εσωτερική αξία και την αξία χρόνου (Premium = 

Intrinsic value + Time (extrinsic) value) 

Οι τιµές άσκησης στις οποίες γίνεται η αγοραπωλησία δικαιωµάτων επί µίας 

συγκεκριµένης µετοχής επιλέγονται από το χρηµατιστήριο Κατά την εισαγωγή των 

δικαιωµάτων στο χρηµατιστήριο επιλέγονται οι τιµές εξάσκησης στις οποίες 

διαπραγµατεύονται τα δικαιώµατα. Οι τιµές που επιλέγονται πρέπει να βρίσκονται 

εκατέρωθεν της τρέχουσας τιµής του υποκείµενου στοιχείου, όπως για παράδειγµα για τους 

χρηµατιστηριακούς δείκτες συνδεδεµένους µε δικαιώµατα προαίρεσης οι τιµές εξάσκησης 

αυτών  διαφέρουν µεταξύ τους κατά ένα συγκεκριµένο αριθµό µονάδων και βρίσκονται 

εκατέρωθεν της τρέχουσας τιµής διαπραγµάτευσης. 

Για παράδειγµα, για ένα  δικαίωµα στον FTSE/ASE 20, για κάθε µήνα λήξης 

εισάγονται αρχικά συµβόλαια µε 11 διαφορετικές τιµές εξάσκησης σε σταθερά 

διαστήµατα των 50 µονάδων. Οι τιµές εξάσκησης επιλέγονται έτσι ώστε να βρίσκονται 

εκατέρωθεν του τρέχοντος επιπέδου του δείκτη. ∆ηλαδή µία τιµή εξάσκησης συµπίπτει µε 

την τρέχουσα τιµή και υπάρχουν 5 τιµές εξάσκησης επάνω και πέντε τιµές εξάσκησης 

κάτω από την τρέχουσα τιµή. Για το δικαίωµα στον FTSE/ASE Mid-40 εισάγονται  7 ή  5 

διαφορετικές τιµές εξάσκησης σε σταθερά διαστήµατα των 25 και των 50 µονάδων 

αντίστοιχα, ανάλογα µε τον µήνα λήξης. Νέες τιµές εξάσκησης εισάγονται όταν ο 
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υποκείµενος δείκτης την προηγούµενη ηµέρα συναλλαγών κλείσει επάνω από την δεύτερη 

υψηλότερη ή κάτω από την δεύτερη χαµηλότερη καταχωρηµένη τιµή εξάσκησης, εφόσον 

αποµένουν τουλάχιστον 5 ηµέρες µέχρι την λήξη του συµβολαίου. 

Για τα δικαιώµατα προαίρεσης σε µετοχές τυπικά, οι τιµές άσκησης που 

υπάρχουν προς συναλλαγή είναι αυτές που βρίσκονται κοντά στην τρέχουσα τιµή της 

µετοχής. Αν η τιµή της µετοχής πλησιάζει την υψηλότερη τιµή άσκησης, το 

χρηµατιστήριο θα ξεκινήσει µία νέα σειρά δικαιωµάτων για όλους τους µήνες εκπνοής, 

των οποίων η τιµή άσκησης θα υπερβαίνει την προηγουµένη υψηλότερη τιµή άσκησης. 

Το ίδιο συµβαίνει και για κινήσεις της τιµής προς την χαµηλότερη τιµή άσκησης. Ας 

υποθέσουµε ότι έχουµε µία µετοχή που πωλείται αντί 42 €. Το χρηµατιστήριο θα κάνει 

έναρξη των συναλλαγών δικαιωµάτων µε τιµές άσκησης 40 και 45. Αν η µετοχή 

επρόκειτο να πέσει κάτω από τα 40 €, τα δικαιώµατα που είναι πιθανό να γίνουν 

αντικείµενο συναλλαγών είναι εκείνα µε τιµή άσκησης 35. Οι περισσότερες τιµές 

άσκησης έχουν µία διαφορά 5 €, αν και οι µετοχές µε χαµηλή τιµή, η οποία είναι για 

παράδειγµα κάτω από 25 € και οι µετοχές µε µικρή µεταβλητότητα µπορεί να έχουν 

τιµές άσκησης που απέχουν κατά µόλις 2,50 €, ενώ οι µετοχές µε υψηλές τιµές που 

ξεπερνούν τα 100 € έχουν τιµές άσκησης που απέχουν κατά 10 €. Οι κανόνες ορίζονται 

πάντα από τα χρηµατιστήρια. 
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1.3 Εσωτερική αξία των δικαιωµάτων. 
 

Οποιαδήποτε στιγµή t , ένα δικαίωµα µπορεί να βρεθεί εντός , εκτός και επί του 

χρηµατικού του ισοδύναµου . Ένα δικαίωµα αγοράς θεωρείται ότι βρίσκεται εντός του 

χρηµατικού του ισοδύναµου (in – the – money) , αν η τρέχουσα τιµή της µετοχής είναι 

υψηλότερη από την τιµή άσκησης . Έ να δικαίωµα αγοράς θεωρείται ότι βρίσκεται επί 

του χρηµατικού του ισοδύναµου (at – the – money) όταν η τιµή της µετοχής ισούται µε 

την τιµή άσκησης , και εκτός του χρηµατικού του ισοδύναµου (out – of – the - money) 

όταν η τιµή βρίσκεται χαµηλότερα από την τιµή άσκησης . Αν St >> K (η τιµή της 

µετοχής βρίσκεται κατά πολύ υψηλότερα από την τιµή άσκησης ) , τότε το δικαίωµα 

αγοράς είναι κατά πολύ του χρηµατικού του ισοδύναµου (deep – in – the –money ή 

way in – the – money ) . Αν St << K τότε το δικαίωµα πώλησης βρίσκεται κατά εκτός 

του χρηµατικού του ισοδύναµου (deep out of-the-money) .Αν η τιµή της µετοχής είναι 

κοντά στο Κ, είναι κοντά στο χρηµατικό του ισοδύναµο , τότε λέµε ότι βρίσκεται είτε 

µόλις εκτός του χρηµατικού του ισοδύναµου (just OTM) , ή µόλις εντός του 

χρηµατικού του ισοδύναµου (just ITM). Οι όροι ισχύουν αντίστροφα για τα 

δικαιώµατα πώλησης . Έτσι , αν η τιµή της µετοχής είναι κάτω από την τιµή άσκησης , 

το δικαίωµα πώλησης βρίσκεται εντός του χρηµατικού του ισοδύναµου . Αν St > K,το 

δικαίωµα πώλησης βρίσκεται εκτός του χρηµατικού του ισοδύναµου. Στον Πίνακα 1.1 

δίνονται περιληπτικά οι όροι αυτοί . (Dubofsky A. David,2004) 

 ∆ικαιώµατα    
αγοράς 

∆ικαιώµατα 
πώλησης 

Εντός του χρηµατικού τους ισοδύναµου(In –the-
money,ITM) 

St > K St < K 

Εκτός του χρηµατικού τους ισοδύναµου(out–of-
the-money,OTM) 

St < K St > K 

Εντός του χρηµατικού τους ισοδύναµου(at –the-
money,ATM) 

St ~ K St ~ K 

Πίνακάς 1.1 Εσωτερική αξία δικαιωµάτων 
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1.4 Λήξεις συµβολαίων 

Στη περιγραφή ενός δικαιώµατος αναφέρεται ο µήνας λήξης αυτού όπως για 

παράδειγµα ένα δικαίωµα Ιουνίου. Η συγκεκριµένη ηµεροµηνία στην οποία λήγουν τα 

δικαιώµατα κάθε µήνα µπορεί να είναι διαφορετική από χρηµατιστήριο σε χρηµατιστήριο. 

Πιο συγκεκριµένα στο ΧΠΑ τα συµβόλαια λήγουν την τρίτη Παρασκευή του µήνα λήξης 

την ώρα που κλείνει η υποκείµενη αγορά  και έτσι αυτή καλείται  η ηµέρα λήξης του 

δικαιώµατος. Εάν αυτή δεν είναι ηµέρα συναλλαγών, η ηµέρα λήξης είναι η προηγούµενη 

ηµέρα συναλλαγών. 

∆ιεθνώς έχει καθιερωθεί τα δικαιώµατα να ανήκουν σε έναν από τρεις τριµηνιαίους 

κύκλους λήξης, τον κύκλο Ιανουαρίου, τον κύκλο Φεβρουαρίου ή τον κύκλο Μαρτίου. Ο 

κύκλος Ιανουαρίου περιλαµβάνει τους µήνες Ιανουάριο, Απρίλιο, Ιούλιο και Οκτώβριο. Ο 

κύκλος Φεβρουαρίου περιλαµβάνει τους µήνες Φεβρουάριο, Μάιο, Αύγουστο και 

Νοέµβριο. Ο κύκλος Μαρτίου περιλαµβάνει τους µήνες Μάρτιο, Ιούνιο, Σεπτέµβριο και 

∆εκέµβριο. Στο ΧΠΑ όλα τα δικαιώµατα ανήκουν στον κύκλο Μαρτίου. 

Η µεγαλύτερη διάρκεια µέχρι την εκπνοή είναι δώδεκα µήνες. Η µεγαλύτερη 

ρευστότητα συνήθως παρατηρείται στα δικαιώµατα που εκπνέουν στους επόµενους 

δύο µήνες. 

Στο ΧΠΑ για τα δικαιώµατα σε µετοχές υπάρχουν µόνο τρίµηνες λήξεις από 

τους Μάρτιο, Ιούνιο, Σεπτέµβριο και ∆εκέµβριο και κάθε φορά υπάρχουν προς 

διαπραγµάτευση µόνο οι 4 κοντινότεροι µήνες. Η λήξη των δικαιωµάτων επί µετοχών 

συµβαίνει την 3η Παρασκευή του µήνα λήξης. 

 

 

 

 

 



 15 

 

1.5 Ανάλυση θέσεων δικαιωµάτων προαίρεσης  

Ένας επενδυτής µπορεί να έχει θέση αγοράς (long position) ή θέση πώλησης (short 

position) σε δικαίωµα αγοράς ή σε δικαίωµα πώλησης. Συνεπώς οι δυνατές θέσεις σε 

δικαιώµατα προαίρεσης είναι συνολικό τέσσερις: 

1. Θέση αγοραστή σε δικαίωµα αγοράς (long call) 

2. Θέση αγοραστή σε δικαίωµα πώλησης (long put) 

3. Θέση πωλητή σε δικαίωµα αγοράς (short call) 

4. Θέση πωλητή σε δικαίωµα πώλησης (short put) 

 

Η παρακάτω εικόνα δείχνει τα δυνητικά κέρδη ή ζηµίες σε κάθε µια από τις 

παραπάνω περιπτώσεις. Στον οριζόντιο άξονα έχουµε τη τιµή της µετοχής στη λήξη του 

δικαιώµατος. ενώ στον κάθετο άξονα φαίνεται το κέρδος ή η ζηµία συναρτήσει της τιµής 

εξάσκησης. Σηµειώστε ότι δεν λαµβάνεται υπόψη η τιµή που έχει πληρωθεί για την αγορά 

του δικαιώµατος (ή εισπραχθεί από την πώληση του). (Ζαπράνης , 2002) 

• Θέση αγοραστή ενός δικαιώµατος αγοράς 

Η θέση αυτή κερδίζει όταν η τιµή του υποκείµενου µέσου στη λήξη του 

δικαιώµατος βρίσκεται πάνω από την τιµή εξάσκησης. Το ποσό κέρδους είναι  ίσο µε την 

διαφορά {SΤ - Χ), δηλαδή το κεκλιµένο τµήµα της γραµµής στο διάγραµµα έχει κλίση 45 

µοιρών.  

• Θέση αγοραστή ενός δικαιώµατος πώλησης 

 Η θέση αυτή κερδίζει όταν η τιµή του υποκείµενου µέσου στη λήξη του 

δικαιώµατος βρίσκεται κάτω από την τιµή εξάσκησης. Το ποσό κέρδους είναι η διαφορά 

{Χ - SΤ). 

Παρατηρούµε επίσης ότι για τα διαγράµµατα των θέσεων long call  και short call 

το κέρδος του αγοραστή είναι ακριβώς ίδιο µε την ζηµία του πωλητή. Ακριβώς το ίδιο 

ισχύει για τα διαγράµµατα των θέσεων long put και short put  και συνεπώς επειδή το 
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κέρδος του αγοραστή είναι δυνητικά πολύ µεγάλο επίσης δυνητικά πολύ µεγάλη είναι και η 

ζηµία του πωλητή. 

Αυτό που παρατηρούµε στα παραπάνω διαγράµµατα κέρδους - ζηµίας είναι ότι ο 

αγοραστής ενός δικαιώµατος αγοράς ή πώλησης γνωρίζει εκ των προτέρων ποια είναι η 

µέγιστη ζηµία που µπορεί να αντιµετωπίσει : το τίµηµα που κατέβαλε για την αγορά του 

δικαιώµατος. Από την άλλη το κέρδος του είναι δυνητικά απεριόριστο καθώς εξαρτάται 

από την τιµή της µετοχής στην λήξη του δικαιώµατος σε σχέση µε την τιµή εξάσκησης του 

δικαιώµατος. Το αντίθετο ακριβώς ισχύει για τον πωλητή ενός δικαιώµατος αγοράς ή 

πώλησης ρ οποίος έχει ένα πολύ συγκεκριµένο κέρδος (τα χρήµατα που εισέπραξε από την 

πώληση του δικαιώµατος) αλλά η ζηµία του µπορεί να υποστεί είναι δυνητικά πολύ 

µεγάλη.  

 

 

Εικόνα 1.1 ∆ιαγράµµατα θέσεων δικαιωµάτων προαίρεσης 
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1.6 Η διαδικασία εξάσκησης του δικαιώµατος 
 

Όταν κάποιος επενδυτής θελήσει να εξασκήσει ένα δικαίωµα, θα πρέπει καταρχήν 

να ειδοποιήσει τον χρηµατιστή του. Στην συνέχεια, ο χρηµατιστής (που θα πρέπει να είναι 

και µέλος της ΕΤΕΣΕΠ) ειδοποιεί την ΕΤΕΣΕΠ ότι ο επενδυτής προτίθεται να εξασκήσει το 

συγκεκριµένο δικαίωµα. Η ΕΤΈΣΕΠ επιλέγει ένα µέλος µε θέση πωλητή στο ίδιο 

δικαίωµα. Το µέλος, µε τη σειρά του, χρησιµοποιώντας κάποια προκαθορισµένη διαδικασία, 

επιλέγει κάποιον επενδυτή µε τη συγκεκριµένη θέση. Εάν πρόκειται για δικαίωµα αγοράς, 

τότε ο επενδυτής είναι υποχρεωµένος να πουλήσει την υποκείµενη αξία στην τιµή 

εξάσκησης του δικαιώµατος. Εάν πρόκειται για δικαίωµα πώλησης, τότε ο επενδυτής είναι 

υποχρεωµένος να αγοράσει την υποκείµενη αξία στην τιµή εξάσκησης του δικαιώµατος. Η 

ειδοποίηση προς τον επενδυτή ότι έχει εξασκηθεί το δικαίωµα και θα πρέπει να εκπληρώσει 

τις υποχρεώσεις του είναι γνωστή ως ανάθεση. (assignment). Όταν εξασκείται το δικαίωµα, 

ο αριθµός ανοικτών συµβολαίων µειώνεται κατά ένα. Κατά την ηµέρα λήξης, όλα τα εντός 

χρηµατικού ισοδύναµου (in the money) δικαιώµατα θα πρέπει να εξασκηθούν, εκτός και αν 

τα κόστη συναλλαγών υπερκαλύπτουν το κέρδος που θα υλοποιηθεί. Για τα εντός 

χρηµατικού ισοδύναµου δικαιώµατα σε χρηµατιστηριακούς δείκτες η ΕΤΈΣΕΠ προχωρά 

αυτόµατα στην εξάσκηση τους κατά την ηµέρα λήξης, εκτός και αν της έχει ζητηθεί 

διαφορετικά. Ο αγοραστής του δικαιώµατος εισπράττει και ο πωλητής του δικαιώµατος 

πληρώνει την θετική καθαρή τελική αξία. Όλα τα άλλα δικαιώµατα λήγουν χωρίς αζ\α κατά 

την ηµέρα λήξης. 
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1.7 Παράγοντες που Επηρεάζουν την Τιµή των ∆ικαιωµάτων 

Προαίρεσης 

 Η τιµή των δικαιωµάτων εξαρτάται από µια σειρά παραγόντων .Έτσι µπορούµε 

να διακρίνουµε τους παρακάτω παράγοντες : 

1.ΤΙΜΗ ΕΞΑΣΚΗΣΗΣ- ΤΙΜΗ ΥΠΟΚΕΙΜΕΝΟΥ ΠΡΟΙΟΝΤΟΣ 

 

Η σχέση µεταξύ της τρέχουσας τιµής του χρηµατιστηριακού προϊόντος (δείκτη, 

µετοχής κλπ) και της προκαθορισµένης - στο συµβόλαιο - τιµής εξάσκησης του 

δικαιώµατος προαίρεσης επηρεάζει τη τιµή ενός δικαιώµατος. Στην περίπτωση 

δικαιωµάτων αγοράς, όσο µεγαλύτερη είναι η τιµή σε σχέση µε την προκαθορισµένη 

στο συµβόλαιο τιµή τόσο µεγαλύτερη είναι η αξία του συµβολαίου και βεβαίως 

συµφέρει η τελική εξάσκησή του. Το αντίθετο συµβαίνει στην περίπτωση δικαιωµάτων 

πώλησης, όσο µεγαλύτερη είναι η τιµή σε σχέση µε την προκαθορισµένη στο 

συµβόλαιο τιµή τόσο µικρότερη είναι η αξία του συµβολαίου, όλων των άλλων 

παραγόντων σταθερών. (Ζαπράνης , 2002) 

 

Για παράδειγµα, το κέρδος από την εξάσκηση ενός δικαιώµατος προαίρεσης σε 

µετοχή εξαρτάται από το πόσο µεγαλύτερη είναι η τιµή της µετοχής από τη τιµή 

εξάσκησης του δικαιώµατος , η αύξηση (µείωση) της τιµής εξάσκησης περιορίζει 

(διευρύνει) το κέρδος και άρα επιδρά αρνητικά ( θετικά) στην αξία του δικαιώµατος . 

για ένα δικαίωµα πώλησης η κατάσταση είναι αντίστροφη , καθώς η αύξηση ( µείωση ) 

της τιµής εξάσκησης συνεπάγεται και αύξηση (µείωση )της τιµής του δικαιώµατος .  

 

Όπως αντιλαµβάνεται κανείς, υπάρχει αντιστρόφως ανάλογη σχέση µεταξύ της 

τρέχουσας τιµής  και της τιµής εξάσκησης ενός δικαιώµατος.  

2.ΥΠΟΛΕΙΠΟΜΕΝΗ ∆ΙΑΡΚΕΙΑ (residual maturity) 

 

 Ο χρόνος που αποµένει µέχρι την ηµεροµηνία λήξης του συµβολαίου 

ονοµάζεται υπολειπόµενη διάρκεια µέχρι τη λήξη ( residual maturity). Τόσο για τα 

δικαιώµατα αγοράς όσο και για τα δικαιώµατα πώλησης Αµερικανικού τύπου, η 

µεγαλύτερη (µικρότερη) υπολειπόµενη διάρκεια µέχρι την λήξη (residual maturity) 

µεταφράζεται σε µεγαλύτερη (µικρότερη) τιµή. Ο λόγος είναι ότι όσο µεγαλύτερος 
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(µικρότερος) ο χρόνος µέχριi τη λήξη τόσο µεγαλύτερες (µικρότερες) και οι 

πιθανότητες για τον κάτοχο του δικαιώµατος, να δηµιουργηθούν οι κατάλληλες 

συνθήκες που θα του επιτρέψουν να αποκοµίσει κέρδη, εφόσον όλοι οι υπόλοιποι 

παράγοντες παραµένουν σταθεροί (ceteris paribus). Αντίθετα όµως, τα δικαιώµατα 

Ευρωπαϊκού τύπου, δεν έχουν αναγκαστικά µεγαλύτερη αξία για µακρύτερες λήξεις. Ο 

λόγος είναι ότι µπορούν να ασκηθούν αποκλειστικά σε µία συγκεκριµένη ηµεροµηνία 

και όχι οποιαδήποτε στιγµή µέχρι την λήξη. 

 

 Είναι σηµαντικό  να αναφέρουµε επίσης ότι σε περίπτωση που 

διαπραγµατεύονται δικαιώµατα αγοράς µε την ίδια προκαθορισµένη τιµή αλλά δύο 

διαφορετικές ηµεροµηνίες λήξης και αναµένεται η µερισµατική απόδοση του δείκτη να 

είναι πολύ µεγάλη µεταξύ των δύο ηµεροµηνιών λήξης, τότε επειδή η διανοµή 

µερισµάτων οδηγεί σε πτώση του δείκτη η οποία επιδρά µόνο στην τιµή του 

µακροχρόνιου συµβολαίου (το βραχυχρόνιο συµβόλαιο παύει να διαπραγµατεύεται 

µετά την πρώτη ηµεροµηνία λήξης) είναι πιθανόν η τιµή των βραχυχρόνιων 

συµβολαίων να είναι µεγαλύτερη της τιµής των µακροχρόνιων συµβολαίων. 

(Ζαπράνης , 2002) 

Η παρακάτω εικόνα δίνει την άξια ενός δικαιώµατος αγοράς ως συνάρτηση της 

υπολειπόµενης διάρκειας . 

 

 

∆ιάγραµµα 1.1 : Η αξία ενός δικαιώµατος ως συνάρτηση της υπολειπόµενης διάρκειας 
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3. ΜΕΤΑΒΛΗΤΟΤΗΤΑ 

 

 Η µεταβλητότητα, ή κατά την τεχνική ορολογία η τυπική απόκλιση της 

απόδοσης του δείκτη, αποτελεί ένα µέτρο των προσδοκώµενων τιµών στις οποίες 

µπορεί να φτάσει ο δείκτης µέσα σε κάποιο συγκεκριµένο διάστηµα. Η µεταβλητότητα 

(τυπική απόκλιση) είναι ένα στατιστικό µέγεθος που αντανακλά το εύρος των 

διακυµάνσεων της τιµής µιας µετοχής κατά την διάρκεια µιας χρονικής περιόδου. Η 

µεταβλητότητα συµβολίζεται µε το ελληνικό γράµµα σ. Όσο µεγαλύτερες και 

περισσότερε απότοµες είναι αυτές οι διακυµάνσεις σε σχέση µε την µέση τιµή της 

µετοχής, τόσο µεγαλύτερη είναι και η µεταβλητότητα. Όσο µεγαλύτερη είναι η 

µεταβλητότητα τόσο µεγαλύτερες είναι οι πιθανότητες για µεγάλες ανόδους ή πτώσεις 

του δείκτη, και συνεπώς οι πιθανότητες για θετική αξία των δικαιωµάτων προαίρεσης 

κατά την ηµεροµηνία λήξης των συµβολαίων αυξάνονται. Συνεπώς η τιµή των 

δικαιωµάτων προαίρεσης ωφελείται από την αύξηση της µεταβλητότητας. (Ζαπράνης , 

2002) 

Στη παρακάτω εικόνα φαίνεται η εξέλιξη των τιµών δυο διαφορετικών µετοχών 

µε διαφορετική µεταβλητότητα για την ίδια χρονική περίοδο και µε την ίδια αρχική 

τιµή. Παρατηρείται δε ότι το εύρος των διακυµάνσεων µιας µετοχής µε µεγαλύτερη 

µεταβλητότητα είναι αρκετά µεγαλύτερο από αυτό της µετοχής µε τη µικρότερη 

µεταβλητότητα. 
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Εικόνα 1.2: Χρονική εξέλιξη των τιµών δύο µετοχών µε ίδια αρχική τιµή και διαφορετικές µεταβλητότητες. 

Άρα συµπερασµατικά αντιλαµβανόµαστε ότι υπάρχει µια ευθέως ανάλογη 

σχέση µεταξύ της µεταβλητότητας και της τιµής των δικαιωµάτων προαίρεσης. 

4.ΕΠΙΤΟΚΙΟ ΧΩΡΙΣ ΚΙΝ∆ΥΝΟ 

Το επιτόκιο δίχως κίνδυνο, είναι ένας πιο περίπλοκος παράγοντας που 

επηρεάζει πιο πολύπλοκα τις τιµές των δικαιωµάτων επηρεάζει την τιµή του 

δικαιώµατος λιγότερο ξεκάθαρα απ' ότι οι προηγούµενοι παράγοντες. Στην πράξη έχει 

παρατηρηθεί γενικά ότι όταν αυξάνονται (µειώνονται) τα επιτόκια τότε αυξάνεται 

(µειώνεται) και η τιµή των δικαιωµάτων αγοράς, ενώ αντίθετα µειώνεται (αυξάνεται) η 

τιµή των δικαιωµάτων πώλησης. Μία πιθανή ερµηνεία είναι η παρακάτω. 

Ο αγοραστής ενός δικαιώµατος αγοράς σε µετοχή, καταβάλλει κατά την αγορά 

του δικαιώµατος ένα µέρος µόνο του κεφαλαίου που θα χρειαζόταν για να αγοράσει 

την µετοχή απ' ευθείας από την τρέχουσα αγορά. Το κεφάλαιο που του αποµένει 

µπορεί να το επενδύσει µέχρι την λήξη του δικαιώµατος µε το επιτόκιο δίχως κίνδυνο. 

Όσο µεγαλύτερο το επιτόκιο, τόσο µεγαλύτερη η απόδοση της επένδυσης του και 

συνεπώς η αξία του δικαιώµατος αγοράς και το αντίστροφο 

Για τον αγοραστή ενός δικαιώµατος πώλησης ή αύξηση του επιτοκίου δίχως 

κίνδυνο συνεπάγεται µείωση της παρούσας αξίας του µελλοντικού εισοδήµατος που θα 
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λάβει από την εξάσκηση του δικαιώµατος (πώληση της µετοχής). Συνεπώς όσο 

µεγαλύτερο το επιτόκιο τόσο µικρότερη η αξία του δικαιώµατος πώλησης και το 

αντίστροφο. 

Γενικά, η επίδραση των µεταβολών του επιτοκίου δίχως κίνδυνο στην αξία των 

δικαιωµάτων είναι πολύ µικρή, κυρίως γιατί οι λήξεις των δικαιωµάτων είναι σχετικά 

σύντοµες. Ειδικά, στην περίπτωση των δικαιωµάτων σε µετοχές η επίδραση αυτή 

µπορεί να θεωρηθεί αµελητέα. 

5.ΜΕΡΙΣΜΑΤΙΚΗ ΑΠΟ∆ΟΣΗ 

  

Η προσδοκώµενη µερισµατική απόδοση του δείκτη κατά τη διάρκεια ισχύς του 

συµβολαίου. Η διανοµή µερισµάτων οδηγεί σε πτώση της τιµής του δείκτη τις ηµέρες 

κατά τις οποίες διανέµονται µερίσµατα, συνεπώς η αξία των δικαιωµάτων αγοράς 

µειώνεται. Το αντίθετο συµβαίνει µε τα δικαιώµατα πώλησης όπου η τιµή τους 

ωφελείται από την πτώση του δείκτη.  Αυτό συµβαίνει γιατί ο κάτοχος ενός 

δικαιώµατος δεν επωφελείται από τη διανοµή µερίσµατος. Η διανοµή µερίσµατος 

οδηγεί την τιµή µιας µετοχής σε πτώση και αυτό είναι αρνητικό για το δικαίωµα 

αγοράς ενώ είναι θετικό για το δικαίωµα πώλησης. 

Συνοψίζοντας τους παραπάνω παράγοντες προκύπτει ο παρακάτω πίνακας. 

 

 

 

 

 

 

 

Πίνακας 1.1 Σύνοψη της επίδρασης στη τιµή των δικαιωµάτων , της µεταβλητής διαφόρων 
παραγόντων από τους οποίους εξαρτάται 
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1.8 Εξισσοροπιτική κερδοσκοπία 
 

Η έννοια του arbitrage είναι άµεσα συνυφασµένη µε την αποτίµηση των 

παραγώγων αλλά και την λειτουργία των αγορών . Σηµαίνει την αποκόµιση κέρδους 

χωρίς την ανάληψη κινδύνου και συνίσταται στην λήψη ενός συνδυασµού 

επενδυτικών θέσεων που µελλοντικά θα αποφέρουν στον επενδυτή βέβαιο κέρδος. 

Εφόσον δεν υπάρχει αβεβαιότητα ως προς το τελικό αποτέλεσµα ο επενδυτής δεν 

αναλαµβάνει κανένα κίνδυνο . 

Χρησιµοποιείται σα πλαίσια της αποτίµησης των παραγώγων σε συνδυασµό 

µε την προσέγγιση της <<εις άτοπο απαγωγής>> (no arbitrage arguments) . ∆ηλαδή 

η τιµή του συγκεκριµένου παραγώγου πρέπει να είναι Ρ διότι εάν είναι διαφορετική 

(µεγαλύτερη ή µικρότερη) θα υπήρχαν συνθήκες arbitrage . Ως συνέπεια , ορισµένοι 

επενδυτές θα έπαιρναν συγκεκριµένες θέσεις που θα τους διασφάλιζαν ένα βέβαιο 

µελλοντικό κέρδος .Καθώς ολοένα και περισσότεροι επενδυτές θα έπαιρναν ίδιες 

θέσεις για να πραγµατοποιήσουν arbitrage θα εξασκούνταν πιέσεις στην τιµή του 

παραγώγου που θα την επανέφεραν στην <<δίκαιη>> (θεωρητική) τιµή Ρ. Σ’αυτή τη 

<<σταθεροποιητική>> επενέργεια του arbitrage στη τιµή του παραγώγου (αλλά και 

άλλων κεφαλαιουχικών στοιχείων) οφείλεται η απόδοση στα ελληνικά του όρου ως 

<<εξισοροποιητική κερδοσκοπία >>  

Έστω η µετοχή Α που διαπραγµατεύεται σε δύο χρηµατιστήρια : στο ΧΑΑ 

προς €10 και στο NYSE προς €12, ενώ η τρέχουσα συναλλαγµατική ισοτιµία €/$ 

είναι 1,1500. Επενδυτής στην Ελλάδα αγοράζει 100 µετοχές Α προς 10€ ανά  

µετοχή καταβάλλοντας €1.000 . Στην συνέχεια πουλά στο NSYE  προς 

$12εισπράτοντας €1.200. Τέλος µετατρέπει τα δολάρια σε ευρώ , εισπράττοντας 

$1.200/1,1500 = €1043,50 δηλαδή µε καθαρό κέρδος €43,50 ή €0,435 ανά µετοχή .  

Το παραπάνω παράδειγµα είναι µια υπερ-απλούστευση , Στην πράξη οι 

προµήθειες , τα διάφορα κόστη συναλλαγών , περιορισµοί τεχνικής φύσης αλλά και 

η βραχύβια φύση των συνθηκών arbitrage καθιστούν ένα παρόµοιο εγχείρηµα 

εξαιρετικά δύσκολο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΑΠΟΤΙΜΗΣΗ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΩΝ : ΤΟ 
ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑ BLACK AND SCHOLES 

 
Όπως είδαµε και παραπάνω τα δικαιώµατα πρέπει να υπόκεινται σε 

συγκεκριµένους περιορισµούς στη τιµολόγηση ειδάλλως θα υπάρχουν κέρδη από 

εξισορροπητικές αγοραπωλησίες δίχως κίνδυνο (arbitrage) και τέτοιες ευκαιρίες δεν 

πρέπει να υπάρχουν σε αγορές που λειτουργούν εύρυθµα. Παρόλο που τα όρια 

τιµολόγησης περιορίζουν το εύρος των πιθανών τιµών δικαιωµάτων , πρέπει να 

υπάρχει ένα υπόδειγµα που θα παρέχει ακριβείς τιµές δικαιωµάτων προαίρεσης. 

Ένα τέτοιο υπόδειγµα είναι το δυονυµικό υπόδειγµα τιµολόγησης δικαιωµάτων 

(Binomial Option Pricing Model- BOPM) το οποίο είναι αρκετά ευέλικτο και 

χρησιµοποιείται για την αποτίµηση διαφόρων σύνθετων τύπων δικαιωµάτων και 

µπορεί να εφαρµοστεί σε περιπτώσεις που αλλάζουν οι συνθήκες των µεταβλητών 

που ορίζουν τα δικαιώµατα. Το πρόβληµα το οποίο προκύπτει από το παραπάνω 

υπόδειγµα είναι ότι για να είναι ακριβείς οι υπολογισµοί , πρέπει ο χρόνος µεχρι τη 

εκπνοή τους θα πρέπει να κατατµηθεί σε πολλά δικαιώµατα. Στη περίπτωση αυτή το 

δυωνυµικό µοντέλο είναι δυσχρειστό, χρονοβόρο και είναι απαραίτητη η χρήση 

υπολογιστή. Ένα άλλο υπόδειγµα που θα αναλύσουµε και παρακάτω είναι το 

υπόδειγµα τιµολόγησης των Black και Scholes το οποίο µπορεί να µην είναι τόσο 

ευέλικτο αλλά η χρήση του είναι ευκολότερη. 

 

 2.1 Γενικά  
 
Η προσέγγιση Black-Scholes (Black,Scholes,1973) για την αποτίµηση 

δικαιωµάτων, προσφέρει µια αναλυτική λύση σε ένα πολύ σηµαντικό πρόβληµα. 

Αναλυτική λύση σηµαίνει ότι παρέχονται εξισώσεις οι οποίες µας δίνουν την τιµή του 

δικαιώµατος. H εν λόγω εργασία, βρήκε µεγάλη απήχηση σε ακαδηµαϊκούς και 

επενδυτικούς κύκλους. Ενώ πριν τους Fisher Black και Μiron Scholes πολλοί άλλοι 

ερευνητές δηµοσίευσαν υποδείγµατα για τον καθορισµό της τιµής των δικαιωµάτων 



 25 

προαίρεσης, το µειονέκτηµα αυτών των µελετών ήταν η παρουσία στον τύπο για την 

τιµή του δικαιώµατος παραµέτρων δύσκολων προς εκτίµηση, όπως ο παράγοντας 

αποστροφής κινδύνου λόγω πωλήσεως δικαιώµατος ή η προσδοκώµενη απόδοση του 

δικαιώµατος ή του δείκτη.  

Οι εξισώσεις Black-Scholes αφορούν δικαιώµατα αγοράς και πώλησης 

Ευρωπαϊκού τύπου (European calls and puts), σε µετοχές που δεν διανέµουν µέρισµα 

µέχρι την λήξη του δικαιώµατος. Εάν η µετοχή παρέχει µέρισµα πριν την λήξη του 

δικαιώµατος, ή το δικαίωµα είναι γραµµένο σε χρηµατιστηριακό δείκτη που παρέχει 

συνεχή µερισµατική απόδοση, τότε χρησιµοποιείται η τροποποιηµένη εκδοχή των 

εξισώσεων Black-Scholes που προτάθηκε από τον Merton (Merton, 1973). 

Το υπόδειγµα Black-Scholes δεν έχει τα µειονεκτήµατα που αναφέρθηκαν 

παραπάνω, καθώς οι τύποι για την τιµή των δικαιωµάτων αγοράς και πώλησης 

εξαρτώνται µόνο από παράγοντες, οι οποίοι είτε καθορίζονται στο συµβόλαιο είτε 

µπορούν σχετικά εύκολα να εκτιµηθούν 

Επειδή όπως έχουµε δει ένα δικαίωµα αγοράς Αµερικανικού τύπου σε µετοχή 

που δεν διανέµει µέρισµα µέχρι την λήξη του δικαιώµατος, ποτέ δεν είναι βέλτιστο να 

εξασκηθεί πριν από την λήξη του, η τιµή του θα πρέπει να είναι ίδια µε αυτή του 

αντίστοιχου δικαιώµατος Ευρωπαϊκού τύπου. Άρα οι εξισώσεις Black-Scholes µπορούν 

να χρησιµοποιηθούν για την αποτίµηση δικαιωµάτων αγοράς Αµερικανικού τύπου 

(American calls) σε µετοχές που δεν διανέµουν µέρισµα µέχρι την λήξη του 

δικαιώµατος. Εάν η µετοχή διανέµει µέρισµα τότε τα αποτελέσµατα γίνονται τόσο 

περισσότερο ανακριβή, όσο αυξάνει η πιθανότητα πρόωρης εξάσκησης του 

δικαιώµατος αγοράς. Για τα δικαιώµατα πώλησης Αµερικανικού τύπου δεν µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί η προσέγγιση Black-Scholes. Με δεδοµένο ότι τα δικαιώµατα σε 

χρηµατιστηριακούς δείκτες είναι συνήθως Ευρωπαϊκού τύπου ενώ τα δικαιώµατα σε 

µετοχές είναι Αµερικανικού τύπου, αυτό σηµαίνει ότι η προσέγγιση Black-Scholes 

είναι ιδιαίτερα χρήσιµη κυρίως για την πρώτη κατηγορία. 

 Οι υποθέσεις πάνω στις οποίες στηρίζεται το υπόδειγµά των Black and Scholes 

είναι: 
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1. η τιµή της µετοχής ακολουθεί την γεωµετρική κίνηση Brown 

2. επιτρέπονται οι ανοικτές πωλήσεις µετοχών, 

3. δεν υπάρχουν κόστη συναλλαγών η φόροι, 

4. η µετοχή δεν διανέµει µέρισµα µέχρι την λήξη του δικαιώµατος, 

5. δεν υπάρχουν ευκαιρίες arbitrage  

6. οι συναλλαγές πάνω στη µετοχή είναι συνεχείς, 

 

Συγκεκριµένα, η τιµή ενός δικαιώµατος προαιρεσης (είται αγοράς είτε 

πώλησης δίνεται από τους παρακάτω τύπους:  

 

 

 

 

Οπού S είναι η τρέχουσα τιµή της µετοχής, Χ είναι η τιµή άσκησης του 

δικαιώµατος, r είναι το επιτόκιο δίχως κίνδυνο, Τ είναι ο χρόνος µέχρι τη λήξη του 

δικαιώµατος σε έτη, σ είναι η τυπική απόκλιση της µετοχής, και η συνάρτηση Ν() 

δίνεται είτε από πίνακες είτε υπολογίζεται µε πολυωνυµικές προσεγγίσεις όπως η 

παρακάτω: 
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Για να υπολογίσουµε  τη τιµή των δικαιώµατος αγοράς και πώλησης Ευρω-

παϊκού τύπου µε το υπόδειγµα Black- Scholes  χρησιµοποιούµε τις παραπάνω 

συναρτήσεις 

 

Οι εξισώσεις Black-Scholes στηρίζονται σε ένα αριθµό περιοριστικών 

υποθέσεων. Η σηµαντικότερη ίσως από αυτές αφορά στον υποκείµενο µηχανισµό που 

δηµιουργεί τις τιµές των µετοχών. Συγκεκριµένα η υπόθεση είναι ότι πρόκειται για µια 

στοχαστική διαδικασία και ειδικότερα για την γεωµετρική κίνηση Brown όπως είναι 

γνωστή 
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2.2 Η γεωµετρική κίνηση Brown για τις τιµές των µετοχών 

Η γεωµετρική κίνηση Brown είναι µία ειδική περίπτωση της στοχαστικής 

διαδικασίας που είναι γνωστή ως διαδικασία Markov και πολύ συχνά χρησιµοποιείται 

για να περιγράψει την χρονική εξέλιξη των τιµών των µετοχών. Λέµε ότι µία 

µεταβλητή (στην περίπτωση µας η τιµή µιας µετοχής) ακολουθεί µια στοχαστική 

διαδικασία όταν οι τιµές που λαµβάνει καθορίζονται µε αβέβαιο τρόπο. Στα πλαίσια 

µιας διαδικασίας Markov, µόνον η τρέχουσα τιµή µιας µεταβλητής έχει σχέση µε την 

πρόβλεψη των µελλοντικών τιµών. Η χρονική εξέλιξη των τιµών της µετοχής (δηλαδή 

το συγκεκριµένη µονοπάτι που ακολούθησε για να φθάσει µέχρι την σηµερινή της 

τιµή) είναι αδιάφορη. Οι προβλέψεις για το µέλλον είναι αβέβαιες και πρέπει να 

εκφραστούν ως κατανοµές πυκνότητας πιθανότητας. Η ιδιότητα αυτή (θα την 

ονοµάσουµε ιδιότητα Markov) υπονοεί ότι η κατανοµή πυκνότητας πιθανότητας της 

τιµής σε οποιαδήποτε συγκεκριµένη χρονική στιγµή στο µέλλον εξαρτάται 

αποκλειστικά από την σηµερινή τιµή της µετοχής 

Η υπόθεση ότι η ιδιότητα Markov ισχύει για τις τιµές των µετοχών, είναι 

συνεπής µε την υπόθεση της ασθενούς µορφής αποτελεσµατικότητας της αγοράς. Αυτό 

σηµαίνει ότι η τρέχουσα τιµή της µετοχής αποτυπώνει όλη την διαθέσιµη πληροφόρηση 

για την µετοχή. Πρέπει να επισηµαίνουµε εδώ ότι αυτό βρίσκεται σε πλήρη 

αντιδιαστολή µε την εµπειρική προσέγγιση της τεχνικής ανάλυσης που πρεσβεύει ότι οι 

επενδυτές µπορούν να επιτύχουν αποδόσεις πάνω από τον µέσο όρο αναλύοντας τα 

γραφήµατα της ιστορικής εξέλιξης των τιµών των µετοχών. ∆ηλαδή, για να ισχύει η 

ασθενής µορφή της αποτελεσµατικότητας της αγοράς, άρα και η υπόθεση ότι η 

ιδιότητα Markov ισχύει για τις τιµές των µετοχών, δεν είναι δυνατόν να είναι έγκυρη η 

προσέγγιση της τεχνικής ανάλυσης. Οι θιασώτες της ασθενούς µορφής 

αποτελεσµατικότητας, ισχυρίζονται ότι το γεγονός ότι υπάρχουν πολλοί επενδυτές που 

παρακολουθούν στενέ την χρηµατιστηριακή αγορά και προσπαθούν να επιτύχουν 

κέρδη, έχει ως αποτέλεσµα η τιµή της µετοχής σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή να 

αποτυπώνει όλη την διαθέσιµη πληροφόρηση για την µετοχή άρα και την ιστορική 

εξέλιξη της τιµής της. 
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Εάν συµβολίσουµε µε S την τρέχουσα τιµή µετοχής που δεν αποδίδει µέρισµα 

και µε ∆S την µεταβολή της τιµής της µετοχής σε ένα µικρό χρονικό διάστηµα ∆t, η 

γεωµετρική κίνηση Brown που περιγράφει την συµπεριφορά της τιµής της µετοχής 

δίνεται από την παρακάτω εξίσωση 

 

Σηµειώστε ότι υποθέτουµε ότι η µετοχή δεν αποδίδει ποτέ µέρισµα. Ο λόγος 

∆S/S εκφράζει την απόδοση της µετοχής στο µικρό χρονικό διάστηµα ∆S, και είναι 

δεκαδικός αριθµός. Παρατηρούµε ότι η απόδοση µια µετοχής ∆S/S αποτελείται από 2 

τµήµατα. Ο όρος µ∆t εκφράζει τη προσδοκώµενη τιµή της απόδοσης της µετοχής και 

δεν υπάρχει καµία αβεβαιότητα στον προσδιορισµό του ( τόσο το µ όσο το ∆t είναι 

σταθερές). Ο όρος σε √∆t είναι το στοχαστικό τµήµα της απόδοσης, καθώς η 

µεταβλητή ε λαµβάνει τιµές από τη τυπική κανονική κατανοµή µε τυχαίο τρόπο. 

Γενικεύοντας η απόδοση τη µετοχής µπορεί να συµβολιστεί ως εξής : ∆S/S~ N( µ∆t, 

σ√∆t) όπου Ν(m,s) είναι κανονική κατανοµή µε µέση τιµή m και τυπική απόκλιση s. 

(Ζαπράνης ,2002) 
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2.3   Προσοµοίωση Monte-Carlo των τιµών µετοχής 

 

Η Monte Carlo προσοµοίωση είναι µια ευέλικτη µέθοδος για την ανάλυση της 

συµπεριφοράς ορισµένων δραστηριοτήτων, πρoγραµµάτων ή διαδικασιών που αφορούν 

την αβεβαιότητα. Η µέθοδος αυτή εφευρέθηκε από επιστήµονες το 1944 περίπου, και 

ονοµάστηκε έτσι από την πόλη του Μονακό, εξαιτίας µιας ρουλέτας, µια απλής 

γεννήτριας τυχαίων αριθµών.            

Η µέθοδος Monte Carlo είναι µια κατηγορία υπολογιστικών αλγορίθµων που 

στηρίζονται σε επαναλαµβανόµενες τυχαίες δειγµατοληψίες για τον υπολογισµό των 

αποτελεσµάτων τους.  Λόγω της εξάρτησης από τον επαναλαµβανόµενο υπολογισµό 

τυχαίων αριθµών είναι οι πλέον κατάλληλη για τον υπολογισµό από έναν υπολογιστή 

και  τείνουν να χρησιµοποιούνται όταν είναι εφικτό ή αδύνατο να υπολογιστεί το 

ακριβές αποτέλεσµα µε ντετερµινιστικό αλγόριθµο.      

 Στη χρηµατοοικονοµική µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να αξιολογήσει και να 

αναλύσει χαρτοφυλάκια, επενδύσεις αλλά και πολλά άλλα πιο συγκεκριµένα για τους 

σκοπούς της παρούσας εργασίας χρησιµοποιήθηκε γιατί µπορεί να προσδιορίσει πιο 

εύκολα και σε λιγότερο χρόνο τιµές των δικαιωµάτων προαίρεσης.  

Η εξίσωση που αναφέρθηκε στη γεωµετρική κίνηση Brown µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για να δηµιουργήσουµε υποθετικά µονοπάτια τιµών µιας µετοχής 

(price paths) µε τη προσοµοίωση Monte Carlo. Στη διαδικασία αυτή υποθέτουµε την 

αναµενόµενη απόδοση µιας µετοχής µ αλλά και τη τυπική απόκλιση της σ και 

χρησιµοποιήσουµε ως βήµα µεταβολής της τιµής είναι µία ηµέρα, τότε ∆ι = 1/365 = 

0,0027 έτη και αντικαθιστούµε στην εξίσωση που αναφέρθηκε στη προηγούµενη 

παράγραφο. Ετσι µπορούµε να δηµιουργήσουµε ένα µονοπάτι τιµών από διαδοχικές 

δειγµατοληψίες από τη κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µ∆t και τυπική απόκλιση 

σ√∆t. Εναλλακτικά, µπορούµε να κάνουµε δειγµατοληψία από τη κανονική κατανοµή( 

η κανονική κατανοµή είναι αυτή µε µέση τιµή 0 και τυπική απόκλιση 1) , δηλαδή : 

ω1~Ν(0,1) και να µετατρέψουµε αυτές τις τιµές στην παραπάνω κανονική κατανοµή ως 

εξής: ω2= µ∆t+ σ√∆tω1 και έτσι προκύπτουν οι τιµές ∆S που είναι η µεταβολή στη 

τιµή  της µετοχής την εκάστοτε µέρα. 
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2.4 Μετρικές ευαισθησίας – Greeks 

 

Όπως ειδάµε παραπάνω το υπόδειγµα των Black και Scholes εξαρτάται από 

κάποιες παραµέτρους όπως φαίνεται από τις εξισώσεις. Αυτές είναι οι S, X, T,r και σ 

και συνεπώς µπορούν να παρουσιαστούν διαφοροποιήσεις κάθε φορά που κάποια από 

αυτές µεταβάλλεται. Προκύπτουν έτσι ένα σύνολο τύπων που προβλέπουν κάτα πόσο 

θα µεταβληθεί η τιµή ενός δικαιώµατος αγοράς ( ή και ένα διακίωµα πώλησης) αν µια 

παράµετρος αλλάξει έστω και ελάχιστα, ceteris paribus. 

Τα ελληνικά γράµµατα ∆έλτα , Γάµµα , Θητα , Βεγκα (καπα ή λάµδα) και Ρο 

χρησιµοποιούνται για την εύρεση της ευαισθησίας που έχουν οι τιµές των δικαιωµάτων 

ως προς διάφορούς παράγοντες όπως η τιµή του υποκειµένου προϊόντος , η 

µεταβλητότητα, ο υπολειπόµενος χρόνος µεχρι τη λήξη του δικαιώµατος κλπ 

Συντελεστής Θήτα: θf/θΤ � Ο συντελεστής θήτα προκύπτει από τη 

παραγώγιση της συνάρτησης (είτε του δικαιώµατος αγοράς είτε του δικαιώµατος 

πώλησης ) ως προς τον υπολειπόµενο χρόνο µέχρι τη λήξη ενώ ταυτόχρονα όλες οι 

υπόλοιπές µεταβλητές παραµένουν σταθερές. 

Ο συντελεστής θήτα δείχνει κατά πόσες µονάδες µεταβάλλεται η αξία ενός 

δικαιώµατος όταν η εναποµένουσα διάρκεια µέχρι τη λήξη µειώνεται κατά µια 

ηµέρα. Εποµένως, 

• Αν ο συντελεστής αυτός έχει αρνητικό πρόσηµο τότε αυτό σηµαίνει ότι µε 

την πάροδο του χρόνου η αξία µειώνεται, ενώ 

• Αν ο συντελεστής αυτός έχει θετικό πρόσηµο τότε αυτό σηµαίνει ότι µε την 

πάροδο του χρόνου η αξία αυξάνεται. 

 

Συντελεστής ∆ελτα: θf/θS � Ο συντελεστής ∆έλτα προκύπτει από τη 

παραγώγιση της συνάρτησης (είτε του δικαιώµατος αγοράς είτε του δικαιώµατος 

πώλησης ) ως προς τη τιµή του υποκείµενου τίτλου ενώ ταυτόχρονα όλες οι υπόλοιπές 

µεταβλητές παραµένουν σταθερές. 
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Συντελεστής ∆έλτα θf/θS� δείχνει κατά πόσες µονάδες µεταβάλλεται η αξία 

του δικαιώµατος για µικρή µεταβολή της τιµής του υποκείµενου τίτλου. Εποµένως, 

• Αν ο συντελεστής ∆έλτα. ισούται µε µηδέν, αυτό σηµαίνει ότι η αξία δεν 

µεταβάλλεται εξαιτίας µεταβολής της τιµής του υποκείµενου τίτλου  

• Αν ο συντελεστής ∆έλτα. είναι αρνητικός αυτό σηµαίνει ότι η αξία 

µειώνεται εξαιτίας αύξησης της τιµής του υποκείµενου τίτλου. 

• Αν ο συντελεστής ∆έλτα. είναι θετικός αυτό σηµαίνει ότι η αξία αυξάνεται 

εξαιτίας αύξησης της τιµής του υποκείµενου τίτλου. 

 

Συντελεστής Βεγκα θf/θσ � Ο συντελεστής Βέγκα προκύπτει από τη 

παραγώγιση της συνάρτησης (είτε του δικαιώµατος αγοράς είτε του δικαιώµατος 

πώλησης ) ως προς τη µεταβλητότητα ενώ ταυτόχρονα όλες οι υπόλοιπές µεταβλητές 

παραµξένουν σταθερές.Ο συντελεστής βεγκα δείχνει κατά πόσες µονάδες 

µεταβάλλεται η αξία του δικαιώµατος για µικρή αύξηση της µεταβλητότητας του 

υποκείµενου τίτλου (πχ κατά 1%). Εποµένως, 

• Αν αυτός ο συντελεστής έχει αρνητικό πρόσηµο τότε αυτό σηµαίνει η αξία  

µειώνεται µε την αύξηση της µεταβλητότητας του υποκείµενου, ενώ 

• Αν αυτός ο συντελεστής έχει θετικό πρόσηµο τότε αυτό σηµαίνει η αξία 

αυξάνεται µε την αύξηση της µεταβλητότητας του υποκείµενου. 

 

Συντελεστής Γαµµα: θ2f/θS2 � Ο συντελεστής γάµµα ουσιαστικά µας 

δείχνει κατά πόσες µονάδες µεταβάλλεται ο συντελεστής δέλτα για µικρή 

µεταβολή της τιµής του υποκείµενου τίτλου S. Ετσι, 

  

•  Αν ο συντελεστής γάµµα ισούται µε µηδέν, αυτό σηµαίνει ότι το δελτα 

δεν µεταβάλλεται εξαιτίας µεταβολής της τιµής του υποκείµενου τίτλου  

• Αν ο συντελεστής γάµµα είναι αρνητικός αυτό σηµαίνει ότι το δέλτα 

µειώνεται εξαιτίας αύξησης της τιµής του υποκείµενου τίτλου. 

• Αν ο συντελεστής γάµµα είναι θετικός αυτό σηµαίνει ότι το δέλτα 

αυξάνεται εξαιτίας αύξησης της τιµής του υποκείµενου τίτλου. 
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Τα γ µεγιστοποιούνται όταν το δικαίωµα βρίσκεται επί του χρηµατικού του 

ισοδύναµου (at the money). Με άλλα λόγια, αν το S µεταβληθεί ελάχιστα, το δ ενός 

δικαιώµατος αγοράς που βρίσκεται επί του χρηµατικού του ισοδύναµου θα µεταβληθεί 

κατά πολύ. Κατά πόσο; Αν µεσολαβεί πολύς χρόνος έως την εκπνοή του δικαιώµατος 

αγοράς, η µεταβολή του δ δεν θα είναι µεγάλη. Ίσως το γ να ισούται µε 0,1. Η τιµή 

αυτή θα είναι και πάλι µεγαλύτερη για τα δικαιώµατα αγοράς που βρίσκονται επί του 

χρηµατικού τους ισοδύναµου (ΑΤΜ) από ό,τι για αυτά που βρίσκονται εντός (ΙΤΜ) ή 

εκτός αυτού (ΟΤΜ). Αν το δικαίωµα αγοράς λήγει σύντοµα και βρίσκεται επί του 

χρηµατικού του ισοδύναµου (ΑΤΜ), τότε το γ θα είναι µεγαλύτερο. 

Συντελεστής Rho� θf/θr.  Ο συντελεστής Βέγκα προκύπτει από τη παραγώγιση 

της συνάρτησης (είτε του δικαιώµατος αγοράς είτε του δικαιώµατος πώλησης ) ως 

προς το επιτόκιο r ενώ ταυτόχρονα όλες οι υπόλοιπές µεταβλητές παραµένουν 

σταθερές 

 Ο συντελεστής αυτός δείχνει κατά πόσες µονάδες µεταβάλλεται η αξία του 

δικαιώµατος για µικρή αύξηση του επιτοκίου (πχ 1%), 

• Αν ο συντελεστής Rho έχει αρνητικό πρόσηµο τότε. η αξία µειώνεται 

εξαιτίας αύξησης της αύξησης του επιτοκίου. 

• Αν ο συντελεστής Rho έχει θετικό πόσιµο τότε η αξία αυξάνεται εξαιτίας 

αύξησης της αύξησης του επιτοκίου  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΤΕΧΝΗΤΑ ΝΕΥΡΩΝΙΚΑ ∆ΙΚΤΥΑ 

 

Στα πλαίσια της παγκοσµιοποιήµενης οικονοµίας όλα τα µεγάλα 

χρηµατοπιστωτικά ιδρύµατα έχουν την ανάγκη  χρήσης νέων προηγµένων τεχνολογιών 

για να διατηρήσουν την ανταγωνιστικότητα τους. Έτσι η χρήση των νευρωνικών 

δικτύων έχει γίνει πια απαραίτητη καθώς αντιπροσωπεύουν µια συναρπαστική 

τεχνολογία µε ένα ευρύ πεδίο πιθανών εφαρµογών. Η ικανότητα προσαρµογής  και η 

µη γραµµική συµπεριφορά αποτελούν δυο από τα σπουδαιότερα χαρακτηριστικά των 

νευρωνικών δικτύων. Η πρώτη συνεπάγεται ότι µπορεί το νευρωνικό δίκτυο να 

προσεγγίσει κάποια εξίσωση ακόµη και αν αυτή είναι άγνωστη. Η µόνη προϋπόθεση 

είναι να υπάρχει ικανός αριθµός δειγµάτων που να αναφέρονται στο υπό εξέταση 

πρόβληµα   

Τα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα ή απλώς νευρωνικά δίκτυα ή νευρωνικά 

συστήµατα, αντλούν τις καταβολές τους από τα βιολογικά νευρωνικά δίκτυα. Τα 

τεχνητά νευρωνικά δίκτυα ή απλώς νευρωνικά δίκτυα, είναι υπολογιστικά υποδείγµατα 

των οποίων η δοµή τους εµπνέεται από το πρότυπο του ανθρώπινου κεντρικού 

νευρικού συστήµατος. Τα περισσότερα νευρωνικά δίκτυα έχουν κάποιον κανόνα 

«µάθησης» σύµφωνα µε τον οποίο τα βάρη των συνδέσεων των νευρώνων 

αναπροσαρµόζονται στη βάση των δεδοµένων εισόδου. Με άλλα λόγια, τα τεχνητά 

νευρωνικά δίκτυα µαθαίνουν µε την εξάσκηση και την εµπειρία, µέσα από 

παραδείγµατα όπως ακριβώς και οι άνθρωποι. Αν εκπαιδευτούν προσεκτικά, τα 

νευρωνικά δίκτυα µπορούν να επιδείξουν κάποια ικανότητα γενίκευσης πέρα από τα 

δεδοµένα εκπαίδευσης, καινά δώσουν ικανοποιητικά αποτελέσµατα για παραδείγµατα 

που εµφανίζονται στο νευρωνικό δίκτυο για πρώτη φορά. 
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3.1    Ο Γενικευµένος Κανόνας ∆έλτα 

 

Η οπισθοδιάδοση αποτελεί την πιο δηµοφιλή µέθοδο εκπαίδευσης νευρωνικών 

δικτύων µε πολλαπλά στρώµατα. Η βασική ιδέα πίσω από αυτόν τον αλγόριθµο 

εκπαίδευσης είναι ο προσδιορισµός του ποσοστού του συνολικού σφάλµατος που 

αντιστοιχεί στα βάρη της κάθε σύνδεσης. Με αυτόν τον τρόπο γίνεται δυνατό να 

υπολογίζονται οι διορθώσεις στα βάρη της κάθε σύνδεσης ξεχωριστά, πράγµα που είναι 

αρκετά πολύπλοκο για τα κρυφά επίπεδα καθώς οι έξοδοι τους επηρεάζουν πολλές 

συνδέσεις ταυτόχρονα. 

Στην οπισθοδιάδοση υπολογίζεται αρχικά το σφάλµα για τις µονάδες εξόδου µε 

τρόπο παρόµοιο µε εκείνο του κανόνα δέλτα. Το σφάλµα αυτό χρησιµοποιείται για να 

υπολογιστούν τα σφάλµατα στο τελευταίο κρυµµένο στρώµα. Στη συνέχεια η 

διαδικασία επαναλαµβάνεται αναδροµικά προς το στρώµα εισόδου. Με βάση δηλαδή 

τη διάδοση του σφάλµατος προς τα πίσω, γίνεται ένας υπολογισµός της συνεισφοράς 

κάθε σύνδεσης των µονάδων στο συνολικό σφάλµα. Κατόπιν τα σφάλµατα που 

υπολογίστηκαν για τις συνδέσεις κάθε στρώµατος, χρησιµοποιούνται για να 

µεταβάλλουν τις συνδέσεις των µονάδων µε τρόπο όµοιο µε εκείνο του κανόνα δέλτα. 

Η διαδικασία λοιπόν στηρίζεται σε µία γενίκευση του κανόνα δέλτα, γι αυτό και 

ονοµάζεται γενικευµένος κανόνας δέλτα, και επαναλαµβάνεται µέχρι η τιµή του 

συνολικού σφάλµατος να φθάσει σε προκαθορισµένο εκ των προτέρων όριο ανοχής· 

Ο κανόνας δέλτα περιλαµβάνει καταρχήν την παρουσίαση στο δίκτυο ενός 

συνόλου διανυσµάτων εισόδου-εξόδου. Το σύστηµα χρησιµοποιεί πρώτα το διάνυσµα 

εισόδου για να υπολογίσει το δικό του διάνυσµα εξόδου και έπειτα το συγκρίνει µε το 

επιθυµητό διάνυσµα εξόδου (τον στόχο). Εάν δεν υπάρχει καµία διαφορά, τότε δεν 

έχουµε µάθηση. Στην αντίθετη περίπτωση, τα βάρη των συνδέσεων του δικτύου 

µεταβάλλονται, ώστε να µειωθεί η διαφορά. Στην περίπτωση που δεν έχουµε κρυφά 

στρώµατα, η µεταβολή των συνδέσεων του δικτύου γίνεται µε τον κανόνα δέλτα.  
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Εικόνα 2.1 : Υπολογισµός του δέλτα σε δίκτυο προτροφοδότησης για συνδέσεις που καταλήγουν στο 
στρώµα εξόδου 

 

 

3.2      Η Οπισθοδιάδοση στην Πράξη 

 

Η εφαρµογή του γενικευµένου κανόνα δέλτα στην πράξη περιλαµβάνει δύο 

φάσεις: Κατά την πρώτη φάση παρουσιάζεται στο δίκτυο το διάνυσµα εισόδου χ και 

διαδίδεται από στρώµα σε στρώµα µε κατεύθυνση προς το στρώµα εξόδου, για να 

υπολογιστούν οι έξοδοι του δικτύου. Οι έξοδοι αυτές συγκρίνονται µε τις επιθυµητές 

εξόδους, µε αποτέλεσµα τη δηµιουργία ενός σήµατος σφάλµατος από κάθε έξοδο του 

δικτύου. Κατά την δεύτερη φάση τα σήµατα σφάλµατος διαδίδονται µέσο) του 

δικτύου προς τα πίσω, δηλαδή µε φορά από το στρώµα εξόδου προς το στρώµα 

εισόδου (οπισθοδιάδοση) και υπολογίζονται οι κατάλληλες µεταβολές τα)ν βαρών 

των συνδέσεων του δικτύου. 

Οι παραπάνω δύο φάσεις υπολογισµών συνοψίζονται στα παρακάτω βήµατα. 

Για δεδοµένο διάνυσµα εισόδου και αρχικές τιµές των βαρών των συνδέσεων 

του δικτύου, υπολογίζονται οι καθαρές είσοδοι και έξοδοι κάθε µονάδας του δικτύου, 
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προχωρώντας από το στρώµα εισόδου προς το στρώµα εξόδου. Τέλος υπολογίζεται η 

µέτρηση σφάλµατος. 

Έπειτα υπολογίζονται οι παράγωγοι των συναρτήσεων µεταφοράς και το δέλτα 

τον µονάδων εξόδου από τη σχέση: 

 

 

Η πιο συχνά χρησιµοποιούµενη συνάρτηση ενεργοποίησης είναι η ασύµµετρη 

σιγµοειδής µε ασύµπτωτες τιµές το 0 και το 1:    γ(netpj)= 1/ (1+e-netpj) 

Η παράγωγος αυτής της συνάρτησης ως προς netpj είναι : 

   γ'(netpj)= γ(netpj)(1- γ(netpj)) 

Όπως βλέπουµε η παράγωγος της συγκεκριµένης συνάρτησης ενεργοποίησης 

εκφράζεται ως συνάρτηση του εαυτού της. Αντικαθιστώντας στη σχέση που µας δίνει 

το δέλτα, έχουµε:  

Στη συνέχεια υπολογίζονται οι µεταβολές των βαρών των συνδέσεων που 

καταλήγουν στο στρώµα εξόδου µε το γενικευµένο κανόνα δέλτα που δίνεται από τη 

σχέση: 

 
 

Έπειτα υπολογίζονται οι παράγωγοι των συναρτήσεων µεταφοράς και το δέλτα 

των µονάδων του προηγούµενου κρυφού στρώµατος από τη σχέση: 

 

 

Στη συνέχεια υπολογίζονται οι µεταβολές των συνδέσεων που καταλήγουν στο 

προηγούµενο κρυφό στρώµα µε το γενικευµένο κανόνα δέλτα: 
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Τα δύο τελευταία βήµατα επαναλαµβάνονται για όλα τα κρυφά στρώµατα, το 

ένα µετά το άλλο, κινούµενοι από το στρώµα εξόδου προς το στρώµα εισόδου. 

(Ζαπράνης , 2005) 

 

3.3 Στοχαστική Ενηµέρωση Βαρών 

 

Παρόλο που θεωρητικά, ο αλγόριθµος οπισθοδιάδοσης υλοποιεί κάθοδο 

κλίσης στο συνολικό σφάλµα µόνο εάν τα βάρη µεταβάλλονται µετά την παρουσίαση 

στο δίκτυο του συνόλου των παραδειγµάτων εκπαίδευσης (batch update), µερικές 

φορές οι µεταβολές στα βάρη γίνονται µετά την παρουσίαση κάθε παραδείγµατος 

εκπαίδευσης, ώστε να επιταχύνεται η διαδικασία της εκπαίδευσης του δικτύου. Αυτή 

η πρακτική όµως περικλείει τον κίνδυνο, εάν τα παραδείγµατα µάθησης 

παρουσιάζονται πάντοτε µε την ίδια σειρά, το δίκτυο να επικεντρωθεί στη µάθηση 

των πρώτων παραδειγµάτων. Αυτό µπορεί να αποφευχθεί εάν αλλάζει η σειρά 

παρουσίασης των παραδειγµάτων εκπαίδευσης σε κάθε κύκλο µάθησης (stochastic 

update). (Ζαπράνης , 2005) 

 

3.4 Ρυθµός µάθησης 

 

Η διαδικασία µάθησης που περιγράψαµε απαιτεί οι µεταβολές στα βάρη να είναι 

ανάλογες της µερικής παραγώγου θΕπ/θw, γι' αυτό, όπως βλέπουµε στη σχέση (7.5), 

πολλαπλασιάζουµε µε το συντελεστή αναλογίας η που ονοµάσαµε ρυθµό µάθησης. Επίσης 

θα πρέπει αυτές οι µεταβολές να είναι απειροστά ελάχιστες, δηλαδή θα πρέπει το η�-∞, 

ώστε να είµαστε σίγουροι ότι ο αλγόριθµος θα συγκλίνει κάποια στιγµή σε µία λύση που 

ελαχιστοποιεί τη συνάρτηση σφάλµατος. Στην πράξη βέβαια επειδή αυτό συνεπάγεται ότι 

και ο χρόνος εκπαίδευσης του δικτύου θα τείνει στο άπειρο, χρησιµοποιούµε µεγαλύτερες 

τιµές για το ρυθµό εκπαίδευσης, συνήθως στο διάστηµα 0,1-0,4. (Ζαπράνης , 2005) 

 

 

 



 39 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

ΤΙΜΟΛΟΓΗΣΗ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΩΝ ΠΡΟΑΙΡΕΣΗΣ 
: ΜΙΑ ΠΡΑΚΤΙΚΗ ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

 

Η επιτυχής ανάπτυξη των αγορών παραγώγων οφείλεται σε έναν µεγάλο 

βαθµό στους Black και Scholes. Σήµερα οι εξισώσεις που έχουν προταθεί από τους 

παραπάνω έχουν γενικευτεί , επεκταθεί και εφαρµόζονται σε ένα ευρύτερο πεδίο. Η 

εξαγωγή των τιµών των δικαιωµάτων όπως έχουµε δει και στις παραπάνω ενότητες 

εξαρτώνται σε ένα µεγάλο βαθµό από την υποκείµενη αξία της µετοχής ή του 

εκάστοτε χρηµατοοικονοµικού προϊόντος. Στη παρακάτω ενότητα θα δούµε πώς τα 

εξελιγµένα χρηµατοοικονοµικά εργαλεία µπορούν να αφοµοιώσουν όλες εκείνες τις 

µεταβλητές που είναι απαραίτητες για την εξαγωγή των τιµών των δικαιωµάτων, 

συµπεριλαµβανοµένου την υποκείµενη αξία, τη µεταβλητότητα, το επιτόκιο κλπ. Οι 

παραπάνω µεταβλητές είναι πολύ σηµαντικές καθώς είναι τα δεδοµένα που 

χρησιµοποιούνται στις εξισώσεις. 

Όπως είδαµε και στις προηγούµενες ενότητες η χρήση χρηµατοοικονοµικών 

εφαρµογών και εργαλείων είναι απαραίτητες στη σηµερινή εποχή. Στο τµήµα αυτό 

της παρούσας εργασίας θα επιχειρήσουµε να δούµε πως γίνεται η τιµολόγηση των 

δικαιωµάτων προαίρεσης µέσω της Μεθόδου των Black και Scholes.και θα 

επιχειρήσουµε µια αναπαραγωγή του αρθρου των James M.Hutchinson, Andrew W. 

Lo και Tomaso Poggio µε τίτλο “A Nonparametric approach to pricing an hedging 

derivative securities via lerning networks” που δηµοσιεύθηκε στο The journal of 

finance. Μέσω αυτού του άρθρου θα διαπιστώσουµε αν τα νευρωνικά δίκτυα µπορούν 

να αναπαράγουν τη µέθοδο τιµολόγησης παραγώγων από τους Black και Scholes 

δηλαδή το αν τα νευρωνικά δίκτυα µπορούν να µάθουν και να αποδώσουν αυτή τη 

συνάρτηση σε ικανοποιητικό ποσοστό. 

Η διαδικασία που θα ακολουθηθεί έχει ως εξής. Αρχικά µέσω της 

προσοµοίωσης Monte Carlo δηµιουργούνται οι τιµές των µετοχών µέσω των οποίων 

θα προκύψουν οι τιµές των δικαιωµάτων προαίρεσης. Έπειτα σύµφωνα µε τους 

κανόνες εισαγωγής των δικαιωµάτων προαίρεσης για το Χρηµατιστήριο Παραγωγών 

Αθηνών δηµιουργούµε τις τιµές των δικαιωµάτων προαίρεσης µε τη βοήθεια της 

εφαρµογής του Excel. Στη συνέχεια, συµφωνά µε το άρθρο που αναφέραµε παραπάνω 
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εκτελούµε µια γραµµική παλινδρόµηση για όλα τα δικαιώµατα και ακόµη δύο 

γραµµικές παλινδροµήσεις για τα δικαιώµατα που βρίσκονται εντός και εκτός του 

χρηµατικού τους ισοδυνάµου. Τέλος δηµιουργούµε ένα τεχνητό νευρωνικό δίκτυο και 

το εκπαιδεύουµε µε τα δεδοµένα µας και εξάγουµε κάποια συµπεράσµατα. Επίσης ως 

τελευταία πρακτική εφαρµογή χρησιµοποιούµε τιµές από το Χρηµατιστήριο 

Παραγωγών Αθηνών και ακολουθούµε την  ίδια διαδικασία για να εξάγουµε 

συµπεράσµατα µε πραγµατικά δεδοµένα. 

 Επειδή τα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα έχουν τη δυνατότητα και την ευελιξία να 

προσεγγίζουν πολύπλοκες µη γραµµικές σχέσεις µπορούµε εύκολα να υποθέσουµε ότι 

µπορούν να προσεγγίσουν τις εξισώσεις τιµολόγησης δικαιωµάτων των Black-

Scholes. Έτσι αν οι τιµές των δικαιωµάτων προαίρεσης καθορίζονται πραγµατικά από 

αυτή τη µέθοδο τότε τα νευρωνικά δίκτυα θα µπορούν να προσµοιάσουν αυτές τις 

εξισώσεις µε ένα µεγάλο βαθµό αξιοπιστίας. 

Στη παρούσα εργασία δηµιουργήθηκαν αρχικά τιµές δικαιωµάτων προαίρεσης 

για δυο χρόνια  µε τη µέθοδο Monte Carlo. Υποθέτουµε αρχικά ότι έχουµε µια µετοχή 

µε αρχική τιµή S(0)=50 Ευρώ και προσδοκώµενη ετήσια απόδοση µ=10% και τυπική 

απόκλιση σ= 20%. Μέσω της γεωµετρικής κίνησης Brown και του τύπου: ∆S/S= 

µ∆t+ σε√∆t που αναφέραµε παραπάνω και υποθέτοντας ότι οι εργάσιµες ηµέρες στις 

οποίες διαπραγµατεύονται τα δικαιώµατα είναι 253 και άρα για τα δύο χρόνια που 

επιθυµούµε να εξάγουµε τιµές είναι 506 ηµέρες. Μέσω της προσοµοίωσης Monte 

Carlo και µε τη βοήθεια της τυπικής κανονικής κατανοµής µε Ν ( µ/253,σ2/253 ) 

παίρνουµε τις 506 τιµές των µετοχών. 
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Οι τιµές που προέκυψαν φαίνονται στον παρακάτω πίνακα, αλλά και η εξέλιξη 

της τιµής φαίνεται στο παρακάτω διάγραµµα. 

∆ιάγραµµα 4.1: Εξέλιξη της τιµής κατά τη διάρκεια του χρόνου 

 

a/a S a/a S a/a S a/a S a/a S 
1 50 102 57,54373 203 57,71887 304 61,67167 405 70,92219 
2 50,38395 103 58,20336 204 57,46464 305 62,19997 406 68,78555 
3 51,02259 104 58,81648 205 58,1752 306 61,16739 407 69,30298 
4 50,63445 105 58,56829 206 57,46876 307 60,85492 408 69,52847 
5 52,18981 106 57,84996 207 58,24951 308 60,12212 409 69,96171 
6 53,22956 107 58,70473 208 58,50396 309 60,44242 410 68,09024 
7 52,98328 108 59,07995 209 57,59746 310 61,49365 411 66,95688 
8 53,90941 109 58,94872 210 56,74351 311 63,1777 412 66,94247 
9 54,3607 110 58,32048 211 56,05662 312 64,11835 413 66,88358 
10 54,94551 111 58,96479 212 55,48704 313 64,27268 414 66,57167 
11 54,53449 112 59,3775 213 56,5961 314 64,55211 415 66,54315 
12 54,7941 113 59,44674 214 57,17149 315 63,16269 416 66,36882 
13 53,83351 114 59,51288 215 57,60276 316 63,28743 417 65,66705 
14 55,03842 115 59,85674 216 57,16428 317 63,65966 418 65,99982 
15 55,50136 116 60,84562 217 55,83363 318 63,29641 419 66,23122 
16 56,19099 117 60,8455 218 57,41102 319 63,30844 420 66,42061 
17 55,6344 118 60,65378 219 57,33183 320 63,54435 421 66,28323 
18 55,82345 119 60,45244 220 57,1839 321 62,56058 422 66,89009 
19 55,84871 120 60,47233 221 56,28201 322 61,18215 423 67,45521 
20 55,57351 121 60,16786 222 55,33186 323 61,8122 424 67,61015 
21 55,98383 122 61,28782 223 56,42182 324 62,68692 425 68,02722 
22 54,73061 123 61,83374 224 57,45624 325 63,02469 426 68,50743 
23 54,00888 124 62,83451 225 57,85841 326 62,27725 427 68,95424 
24 54,15585 125 62,84739 226 58,11621 327 62,95343 428 70,44444 
25 53,73802 126 62,57533 227 57,76383 328 63,43791 429 69,85034 
26 52,97663 127 61,76588 228 56,60923 329 63,94625 430 69,71753 
27 54,7336 128 61,89721 229 56,57941 330 63,15006 431 68,84678 
28 55,45311 129 60,45123 230 57,0146 331 62,88112 432 68,6197 
29 55,57138 130 60,05098 231 57,79612 332 63,74555 433 68,05076 
30 55,7848 131 59,70469 232 58,57342 333 62,71107 434 68,62033 
31 56,08219 132 59,81344 233 57,35737 334 62,44603 435 68,08394 
32 57,80104 133 60,63438 234 58,28585 335 61,88568 436 67,55214 

33 58,24648 134 60,96196 235 57,4894 336 62,59845 437 66,74061 
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34 58,04377 135 60,87958 236 57,42837 337 61,35621 438 67,90359 
35 59,43331 136 60,20226 237 56,85966 338 61,67878 439 67,59279 
36 59,915 137 60,02945 238 55,45399 339 62,22282 440 67,46557 
37 58,9596 138 61,07135 239 54,0687 340 63,29083 441 67,04378 
38 58,20607 139 61,10496 240 53,9795 341 63,13944 442 67,22552 
39 58,65375 140 60,64687 241 53,8302 342 62,45965 443 67,12189 
40 60,33423 141 61,51381 242 54,61137 343 63,37935 444 65,48979 
41 60,77455 142 60,04713 243 54,29989 344 63,28652 445 65,75974 
42 60,2353 143 60,03872 244 55,56639 345 64,13751 446 66,85253 
43 59,57428 144 59,98531 245 57,03188 346 65,75875 447 67,09865 
44 59,67578 145 60,9385 246 57,21515 347 64,91136 448 67,51066 
45 59,98241 146 61,03113 247 57,26203 348 65,84148 449 66,37412 
46 58,09485 147 62,40173 248 55,84241 349 64,89973 450 66,70849 
47 58,76657 148 62,009 249 56,13798 350 63,22036 451 67,4099 
48 57,95562 149 61,67335 250 55,74141 351 65,00796 452 68,01736 
49 58,86608 150 60,56533 251 56,12392 352 65,46468 453 66,95137 
50 59,40068 151 61,0754 252 56,50125 353 65,89088 454 67,19614 
51 59,3994 152 61,11282 253 56,5282 354 66,20916 455 67,26997 
52 58,82977 153 61,4175 254 56,63124 355 67,03245 456 67,57348 
53 58,3467 154 61,65843 255 56,73973 356 66,49074 457 67,29037 
54 58,70518 155 61,8615 256 57,3772 357 66,21707 458 66,64157 
55 57,95369 156 62,53349 257 57,9872 358 66,96887 459 65,31344 
56 57,56773 157 62,02025 258 58,39187 359 67,63874 460 66,86953 
57 58,29987 158 62,70269 259 58,51203 360 67,48169 461 65,39845 
58 58,70131 159 61,83396 260 58,29062 361 68,01069 462 65,6007 
59 58,32436 160 62,36008 261 57,7594 362 66,37451 463 66,13766 
60 59,20197 161 62,32068 262 56,87101 363 67,53137 464 66,01093 
61 58,20451 162 61,31216 263 56,57358 364 68,16972 465 66,71222 
62 57,5128 163 60,71059 264 57,45948 365 67,18848 466 67,621 
63 57,1537 164 59,0417 265 57,69985 366 66,39041 467 67,81885 
64 56,73246 165 58,99747 266 56,63546 367 66,53097 468 68,52101 
65 56,90429 166 60,54061 267 56,61211 368 68,15228 469 68,24993 
66 56,24957 167 60,2458 268 57,12639 369 68,60241 470 68,58849 
67 56,27419 168 59,21425 269 56,42833 370 67,53077 471 68,0072 
68 55,95448 169 59,61282 270 57,84035 371 67,80672 472 69,17418 
69 55,24646 170 58,9794 271 57,35801 372 67,9479 473 68,3039 
70 54,82063 171 59,25046 272 57,02446 373 67,35416 474 67,02808 
71 56,12097 172 59,20822 273 57,31138 374 67,41452 475 66,76535 
72 55,9802 173 59,88346 274 57,40524 375 67,39084 476 66,43604 
73 56,41629 174 59,94887 275 56,60956 376 68,88686 477 65,79741 
74 55,35096 175 59,56056 276 56,6876 377 68,753 478 67,99905 
75 54,47245 176 59,0197 277 56,86234 378 70,98443 479 67,55684 
76 55,4724 177 60,35511 278 57,19462 379 70,08727 480 67,68839 
77 55,41086 178 60,2764 279 57,56007 380 69,4949 481 68,42803 
78 56,72031 179 60,99732 280 57,35021 381 70,25238 482 69,43556 
79 57,249 180 61,67038 281 58,7168 382 70,78419 483 69,85533 
80 56,42982 181 61,89486 282 59,51263 383 71,02377 484 70,2482 
81 57,06037 182 61,85589 283 60,03232 384 70,41258 485 71,07808 
82 56,90425 183 60,67843 284 59,81241 385 69,99268 486 71,26089 
83 56,12683 184 59,20829 285 60,19294 386 69,08133 487 72,21967 
84 55,68011 185 58,40221 286 60,28553 387 70,39288 488 72,61899 
85 55,9267 186 58,88399 287 59,68465 388 71,37783 489 73,30807 
86 55,10868 187 59,26524 288 60,36724 389 71,358 490 73,10618 
87 55,176 188 59,78471 289 60,63519 390 71,27436 491 74,34177 

88 55,40688 189 59,45676 290 61,30805 391 70,70265 492 73,99645 
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89 55,60145 190 60,42332 291 61,4416 392 71,52631 493 74,22863 
90 54,499 191 60,78857 292 62,55431 393 70,89192 494 75,52779 
91 55,68451 192 60,71583 293 61,55816 394 68,99275 495 76,21384 
92 55,92098 193 59,76877 294 61,44859 395 68,86372 496 75,35557 
93 56,1571 194 58,68217 295 62,07284 396 68,66513 497 75,65448 
94 56,21707 195 56,70737 296 61,35051 397 69,39656 498 75,64227 
95 57,31671 196 56,5092 297 62,05304 398 68,12862 499 75,69676 
96 57,91508 197 57,59353 298 61,59651 399 69,51814 500 76,6285 
97 57,57131 198 58,52529 299 60,44887 400 70,42428 501 75,27666 
98 59,11238 199 59,21376 300 61,01672 401 69,41534 502 74,79977 
99 57,87133 200 59,47923 301 61,02766 402 68,91704 503 75,15989 
100 57,74946 201 59,27927 302 60,83745 403 69,29597 504 77,25068 
101 57,39644 202 58,76127 303 61,2619 404 71,24206 505 77,24803 

        506 77,69882 

Πίνακας 4.1 : 506 «ψευδοτιµές» µετοχών που δηµιουργήθηκαν µε Monte Carlo προσοµοίωση 

 

Στη συνέχεια µέσω των 506 τιµών για τις µετοχές που δηµιουργήσαµε, 

εξάγουµε  ένα µονοπάτι τιµών των δικαιωµάτων προαίρεσης βάση των κανόνων του 

ΧΠΑ για την εισαγωγή δικαιωµάτων προαίρεσης (δηλαδή για τις ηµεροµηνίες λήξης 

και τις τιµές εξάσκησης των δικαιωµάτων).∆ιαπραγµατεύονται πάντοτε οι τρεις 

κοντινότεροι µήνες από τον τριµηνιαίο κύκλο λήξεων Μαρτίου-Ιουνίου-Σεπτεµβρίου-

∆εκεµβρίου. Και χρησιµοποιούνται οι δυο κοντινότερες τιµές εξάσκησης., Ενώ όταν 

η τιµή της υποκείµενης αξίας είναι πολύ κοντά στη τιµή εξάσκησης τότε 

χρησιµοποιείται µια τρίτη τιµή. 

Αφού προσδιορίστηκαν οι τιµές των δικαιωµάτων προαίρεσης 

προσδιορίστηκαν και τα δέλτα των δικαιωµάτων προαίρεσης. Στο παρακάτω πίνακα 

φαίνονται τιµές του συντελεστή δέλτα ανάλογα µε τη τιµή εξάσκησης και το χρόνο ως 

τη λήξη.  
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ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ δ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΑΓΟΡΑΣ 

 X=55 X=60 X=65 X=70 

Τ=0,25       Μ.Ο=0,771 

      Min=0,275 

Max=0,899 

Μ.Ο=0,531 

Min=0,220 

Max=0,894 

Μ.Ο=0,515 

Min=0,193 

Max=0,859 

Μ.Ο=0,495 

Min=0,274 

Max=0,839 

Τ=0,5 Μ.Ο=0,728 

Min=0,444 

Max=0,823 

Μ.Ο=0,625 

Min=0,394 

Max=0,808 

Μ.Ο=0,580 

Min=0,367 

Max=0,796 

Μ.Ο=0,615 

Min=0,444 

Max=0,778 

Τ=0,75 Μ.Ο=0,776 

Min=0,545 

Max=0,853 

Μ.Ο=0,693 

Min=0,501 

Max=0,841 

Μ.Ο=0,658 

Min=0,477 

Max=0,831 

Μ.Ο=0,685 

Min=0,544 

Max=0,817 

Πίνακάς 4.2 Μεσος όρος , ελάχιστη και µέγιστη τιµή των συντελεστών δέλτα  

 

ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ δ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΑ  ΠΩΛΗΣΗΣ 

 X=55 X=60 X=65 X=70 

Τ=0,25 Μ.Ο=-0,229 

Min=-0,720 

Max=-0,100 

Μ.Ο=-0,470 

Min=-0,779 

Max=-0,109 

Μ.Ο=-0,484 

Min=-0,806 

Max=-0,140 

Μ.Ο=-0,505 

Min=-0,725 

Max=-0,160 

Τ=0,5 Μ.Ο=-0,272 

Min=-0,556 

Max=-0,117 

Μ.Ο=-0,375 

Min=-0,606 

Max=-0,191 

Μ.Ο=-0,417 

Min=-0,632 

Max=-0,203 

Μ.Ο=-0,385 

Min=-0,556 

Max=-0,556 

Τ=0,75 Μ.Ο=-0,223 

Min=-0,455 

Max=-0,147 

Μ.Ο=-0,307 

Min=-0,498 

Max=-0,158 

Μ.Ο=-0,341 

Min=-0,522 

Max=-0,168 

Μ.Ο=-0,315 

Min=-0,455 

Max=-0,187 

Πίνακάς 4.3 Μεσος όρος , ελάχιστη και µέγιστη τιµή των συντελεστών δέλτα  

 

Αφού δηµιουργήσουµε τις παραπάνω τιµές θα εκτελέσουµε κάποιες γραµµικές 

παλινδροµήσεις αλλά θα δηµιουργήσουµε και ένα τεχνητό νευρωνικό δίκτυο και 

τέλος θα συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από τις παραπάνω 

µεθόδους. 

Αναλυτικότερα, για το πρώτο µοντέλο της γραµµικής παλινδρόµησης οι 

ανεξάρτητές µεταβλητές θα είναι το S/X αλλά και  ο χρόνος µέχρι τη λήξη Τ και η 
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εξαρτηµένη µεταβλητή θα είναι οι τιµές των δικαιωµάτων προαίρεσης. ∆ιενεργήθηκε 

µία γραµµική παλινδρόµηση για τις τιµές των δικαιωµάτων αγοράς αλλά και µια 

ακόµη για τα δικαιώµατα πώλησης. Στη συνέχεια δηµιουργήθηκαν δυο ακόµα 

µοντέλα γραµµικής παλινδρόµησης , το ένα για τις τιµές των δικαιωµάτων που 

βρίσκονται εντός του χρηµατικού τους ισοδύναµου και ένα ακόµη για τα δικαιώµατα 

των οποίων η τιµή βρίσκεται εκτός του χρηµατικού τους ισοδύναµου, και τα δύο αυτά 

µοντέλα χρησιµοποιήθηκαν  για τα δικαιώµατα αγοράς αλλά και  για τα δικαιώµατα 

πώλησης. Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν φαίνονται στους παρακάτω πίνακες. 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΙΣΗΣ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΑΓΟΡΑΣ 

ΜΟΝΤΕΛΟ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΙΣΗΣ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΑΓΟΡΑΣ 

 Coefficient St.Error t-Statistic p-value 

Intercept  0,172 -186,478 0 

S/X 0,873 0,169 202.047 0 

T 0.677 0,041 156.751 0 

Residual Standard Error=0,197 Standard error of estimate = 0,443 R2=0,946 

 

ΜΟΝΤΕΛΟ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΙΣΗΣ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΑΓΟΡΑΣ ΠΟΥ 
ΒΡΙΣΚΟΝΤΑΙ ΕΝΤΟΣ ΤΟΥ ΧΗΜΑΤΙΚΟΥ ΤΟΥΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΟΥ 

 Coefficient St.Error t-Statistic p-value 

Intercept  0,747 -45,357 0 

S/X 0,834 0,692 51,612 0 

T 1,081 0,098 66,897 0 

Residual Standard Error=0,298 Standard error of estimate = 0,545 R2=0,813 

 

ΜΟΝΤΕΛΟ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΙΣΗΣ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΑΓΟΡΑΣ ΠΟΥ 
ΒΡΙΣΚΟΝΤΑΙ ΕΚΤΟΣ ΤΟΥ ΧΡΗΜΑΤΙΚΟΥ ΤΟΥΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΟΥ 

 Coefficient St.Error t-Statistic p-value 

Intercept  0,332 -186,478 0 

S/X 0,487 0,351 202.047 0 

T 0,778 0,043 156.751 0 

Residual Standard Error=0 ,135 Standard error of estimate = 0,367 R2=0,948 

Πίνακας 4.4:  Μοντέλα γραµµικής παλινδρόµησης για τα δικαιώµατα αγοράς 
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ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΙΣΗΣ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΠΩΛΗΣΗΣ 

ΜΟΝΤΕΛΟ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΙΣΗΣ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΠΩΛΗΣΗΣ 

 Coefficient St.Error t-Statistic p-value 

Intercept  0,130 209,302 0 

S/X 0,960 0,128 -196,091 0 

T 0,020 0,031 4,126 0 

Residual Standard Error=0,112 Standard error of estimate = 0,335 R2=0,931 

 

ΜΟΝΤΕΛΟ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΙΣΗΣ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΠΩΛΗΣΗΣ ΠΟΥ 
ΒΡΙΣΚΟΝΤΑΙ ΕΝΤΟΣ ΤΟΥ ΧΗΜΑΤΙΚΟΥ ΤΟΥΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΟΥ 

 Coefficient St.Error t-Statistic p-value 

Intercept  0,278 120,044 0 

S/X 0,930 0,293 -107,198 0 

T 0,042 0,036 4,808 0 

Residual Standard Error=0,095 Standard error of estimate = 0,307 R2=0,856 

 

ΜΟΝΤΕΛΟ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΙΣΗΣ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΠΩΛΗΣΗΣ ΠΟΥ 
ΒΡΙΣΚΟΝΤΑΙ ΕΚΤΟΣ ΤΟΥ ΧΡΗΜΑΤΙΚΟΥ ΤΟΥΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΟΥ 

 Coefficient St.Error t-Statistic p-value 

Intercept  0,217 68,789 0 

S/X 0,668 0,201 -67,741 0 

T 0,408 0,028 41,369 0 

Residual Standard Error=0 ,025 Standard error of estimate = 0,158 R2=0,930 

Πίνακας 4.5:  Μοντέλα γραµµικής παλινδρόµησης για τα δικαιώµατα πώλησης  
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Στη συνέχεια δηµιουργούνται τα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα για τα δικαιώµατα 

αγοράς αλλά και τα δικαιώµατα πώλησης µε τον αλγόριθµο της οπισθοδιάδοσης. Τα 

διανύσµατα εισόδου που χρησιµοποιούνται και σε αυτή τη περίπτωση είναι τα S/X  

και Τ. Έτσι δηµιουργούνται τα δυο δίκτυα που έχουν ένα κρυµµένο στρώµα και 4 

νευρώνες. Επειδή θα χρησιµοποιηθεί η σιγµοειδής συνάρτηση µε τιµές µεταξύ -1 και 

1 είναι απαραίτητο να µετασχηµατιστούν τα δεδοµένα µας µε διαφορετική κλίµακα 

από την αρχική όπως ώστε να είναι πιο κοντά οι είσοδοι του δικτύου στο εύρος 

λειτουργίας της σιγµοειδής συνάρτησης. Έτσι µέσω του Matlab χρησιµοποιούµε τη 

συνάρτηση mapminmax που τροποποιεί τα διανύσµατα εισόδου και εξόδου έτσι ώστε 

οι νέες προσαρµοσµένες τιµές τους να βρίσκονται έντος του διαστήµατος [-1,1].  

Έτσι δηµιουργούµε και εκπαιδεύουµε τα νευρωνικά δίκτυα. Θεωρούµε τον 

αλγόριθµο οπισθοδιάδοσης µε ρυθµό µάθησης (learning rate ) 0,1 και όρο ορµής 

(momentum) 0,3. Η εκπαίδευση τερµατίζεται όταν το σφάλµα µάθησης γίνει 

µικρότερο από τον στόχο που θέσαµε και σε αυτή τη περίπτωση είναι το 0,0001 ή 

όταν ο ρυθµός των επαναλήψεων φτάσει τις 10000 ( 10000 epochs). Ο κρυφός 

αριθµός των µονάδων είναι 4. Σηµειώνεται δε ότι δηµιουργήθηκαν για τον έλεγχο του 

δικτύου µονοπάτια ελέγχου από ανεξάρτητες τιµές σε set των έξι µηνών. 

Σηµειώνουµε ότι η εκπαίδευση του νευρωνικού δικτύου µπορεί να γίνει και µε  

άλλες παραλλαγές του αλγόριθµου οπισθοδιάδοσης όπως είναι ο αλγόριθµος 

οπισθοδιάδοσης χωρίς όρο ορµής ,  µε όρο ορµής και µεταβαλλόµενο ρυθµό µάθησης 

, µε τον αλγόριθµο Levenberg – Marquardt και διάφορούς άλλους. Εµείς επιλέξαµε 

τον αλγόριθµο αυτό καθώς αυτός χρησιµοποιείται και στο άρθρο που αναλύουµε 

παραπάνω. 

Το δίκτυο που δηµιουργήσαµε για τα δικαιώµατα αγοράς απεικονίζεται στη 

παρακάτω εικόνα  
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Εικόνα 4.1 : Απεικόνιση του δικτύου για τα δικαιώµατα αγοράς 

Από την εκπαίδευση του νευρωνικού δικτύου προκύπτουν οι έξοδοι του 

δικτύου αλλά και τα σφάλµατα. Το διάγραµµα της απόδοσης του νευρωνικού 

δικτύου δίνεται στο παρακάτω διάγραµµα 

   

 

∆ιάγραµµα 4.2 :  ∆ιάγραµµα απόδοσης 
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Στη συνέχεια εκτελείται γραµικη παλινδρόµιση ανάµεσα στις εξόδους του 

δικτύου και στα επιθυµητα αποτελέσµατα (στόχους) και προκύπτει ότι ο συντελεστής 

συσχέτισης είναι R2=0,972 και το διάγραµµα ττης παλινδρόµισης φαίνεται παρακάτω 

 

 

∆ιάγραµµα 4.3 :  ∆ιάγραµµα  γραµµικής παλινδρόµισης µεταξύ των εξόδων του δικτύου και των 
επιθυµητών εξόδων 

 

Τα δεδοµένα  για το νευρωνικο δίκτυο που αφορά τα δικαιώµατα πώλησης 

είναι ακριβώς τα ιδια. Η απεικόνιση του νευρωνικού δικτύου αλλά και το διάγραµµα 

απόδοσης αυτου φαίνετα παρακάτω  
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Εικόνα 4.2 : Απεικόνιση του δικτύου για τα δικαιώµατα πώλησης  

 

 

∆ιάγραµµα 4.4 :  ∆ιάγραµµα απόδοσης 

 

 Τέλος για τη  γραµµική παλινδρόµηση που διενεργήθηκε για τις εξόδους 

αυτού του δικτύου σε σύγκριση µε τα επιθυµητά αποτελέσµατα, ο συντελεστής 

συσχέτισης είναι R2=0,981 και το διάγραµµα ττης παλινδρόµισης φαίνεται παρακάτω 
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∆ιάγραµµα 4.5 :  ∆ιάγραµµα  γραµµικής παλινδρόµισης µεταξύ των εξόδων του δικτύου και των 
επιθυµητών εξόδων 

 

Τα συγκεντρωτικά αποτελέσµατα της συσχέτισης για τα µοντέλα που 
δηµιουργήσαµε φαίνονται παρακάτω  

ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ R2 

 Γραµµική 
παλινδρόµηση 1 

Γραµµική 
παλινδρόµηση 2 

Γραµµική 
παλινδρόµηση 3 

Νευρωνικό 
δίκτυο 

R2 0,946 0,813 0,948 0,992 

Πίνακας 4.6 Συγκεντρωτικά αποτελέσµατα συντελεστών συσχέτισης 

 

ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ R2 

 Γραµµική 
παλινδρόµηση 1 

Γραµµική 
παλινδρόµηση 2 

Γραµµική 
παλινδρόµηση 3 

Νευρωνικό 
δίκτυο 

R2 0,931 0,856 0,930 0,989 

Πίνακας 4.7 Συγκεντρωτικά αποτελέσµατα συντελεστών συσχέτισης 
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Όπως παρατηρούµε από τους πινάκες µε τα συγκεντρωτικά 

αποτελέσµατα των συντελεστών συσχέτισης  όλα δείχνουν να έχουν µεγάλα 

ποσοστά συσχέτισης πάνω από 80%. Συγκρίνοντας τα παρατηρούµε ότι το 

νευρωνικό δίκτυο παρουσιάζει µια αρκετά µεγάλη συσχέτιση πάνω από 98% 

και έτσι αυτός είναι ένας καλός δείκτης που µπορεί να µας υποδείξει ότι το 

νευρωνικό δίκτυο µπορεί να αποδώσει καλύτερα και σε ικανοποιητικό ποσοστό 

τις εξισώσεις Black και Scholes. Από τις γραµµικές παλινδροµήσεις που 

εκτελέσαµε παρατηρούµε ότι όσον αφορά τα ποσοστά συσχέτισης είναι αρκετά 

ικανοποιητικά όµως όσον αφορά τη στρατηγική αντιστάθµισης κινδύνου ή 

στρατηγική εξασφάλισης δέλτα τα µοντέλα αυτά παρουσιάζουν απλοϊκά 

αποτελέσµατα. Το πρώτο µοντέλο η στρατηγική αντιστάθµισης δέλτα αναλογεί 

στην αγορά δικαιωµάτων µετοχών και την κράτηση τους µέχρι την λήξη 

ανεξαρτήτως των κινήσεων της µετοχής κατά τη διάρκεια ζωής του 

δικαιώµατος. Τα επόµενα µοντέλα βελτιώνουν το επίπεδο της παραπάνω 

στρατηγικής καθώς επιλέγονται δικαιώµατα εντός και εκτός χρηµατικού 

ισοδύναµου µε κριτήριο εάν η τιµή της υποκείµενης αξίας είναι µικρότερη ή 

µεγαλύτερη της τιµής εξάσκησης. 

Τα µη γραµµικά µοντέλα τα οποία εξάγονται από τα νευρωνικά δίκτυα 

παρουσιάζουν τιµές του δέλτα οι οποίες είναι πολύ κοντά σε αυτές των τιµών 

του Black και Scholes και άρα µπορούν να θεωρηθούν  ως ένα ακόµη κριτήριο 

για την ενίσχυση της άποψης ότι τα νευρωνικά δίκτυα δίνουν καλύτερα 

αποτελέσµατα στην αναπαραγωγή των εξισώσεων Black και Scholes. 

Ένα αξιόπιστο µέτρο για να διαπιστώσουµε αν το µοντέλο που έχουµε 

δηµιουργήσει παραπάνω, δηλαδή το νευρωνικό  δίκτυο είναι αντιπροσωπευτικό 

των εξισώσεων Black και Scholes θα πρέπει να υπολογίσουµε το tracking error 

ενός χαρτοφυλακίου που σχεδιάζεται για την αντιστάθµιση κινδύνου ενός 

δικαιώµατος αγοράς. Συγκεκριµένα υποθέτουµε ότι στο χρόνο µηδέν πουλάµε 

ένα δικαίωµα αγοράς και παίρνουµε θέσεις σε µετοχές και οµόλογα για να 

αντισταθµίσουµε τον κίνδυνο. Εάν έχει προβλεφτεί σωστά η τιµή του 

δικαιώµατος αγοράς τότε στη λήξη του η θέσεις που έχουµε λάβει σε µετοχές 

και µε οµόλογα θα αντιστοιχούν στη τιµή του δικαιώµατος. Η διαφορά που 
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προκύπτει από τη τιµή του δικαιώµατος µε το άθροισµα των µετοχών και των 

οµολόγων µας δίνει ένα µέτρο για την ακρίβεια του δικτύου που αναπαριστά τις 

εξισώσεις των Black και Scholes. Επειδή όµως είναι αδύνατο να υπάρχει 

συνεχής αντιστάθµιση πρακτικά, θα υπάρχει κάποιο σφάλµα εντοπισµού λόγω 

διακριτότητας (tracking error) και έτσι συγκρίνοντας το σφάλµα αυτό του 

δικτύου µε αυτό που προκύπτει από τις θεωρητικές τιµές των Black και Scholes 

για να δούµε την απόδοση του δικτύου. 

Εστω V(t) η αξία του χαρτοφυλακίου σε χρόνο t. Έτσι έχουµε :  

V(t)= VS(t)+ VB(t)+ Vc(t)  

Οπου VS(t) είναι η αξία σε µετοχές , VB(t) είναι η αξία σε οµόλογα και 

Vc(t) είναι η αξία των δικαιωµάτων αγοράς τη χρονική στιγµή t στο 

χαρτοφυλάκιο µας.  

Ετσι το σφάλµα που αναφέραµε πιο πάνω µπορεί να υπολογιστεί ως 

εξής :  

Ξ=e-rtV(t)  

Σύµφωνα µε όσα ειπώθηκαν παραπάνω , όσο µικρότερη είναι η τιµή 

αυτού του δείκτη τόσο καλύτερη είναι η απόδοση του δικτύου αφού σηµαίνει 

ότι µπορεί να αντισταθµίσει αποτελεσµατικά τον κίνδυνο.  

Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από αυτή τη διαδικασία είναι ότι σε 

ένα σηµαντικό επίπεδο τα νευρωνικά δίκτυα µπορούν να προσοµοιώσουν 

αποδοτικά τις εξισώσεις Black και Scholes. Σε αρκετές περιπτώς3εις 

παρατηρήθηκε ότι το tracking error που προέκυπτε από το δίκτυο που 

δηµιουργήθηκε ήταν µικρότερο από αυτό που προκύπτει από τις θεωρητικές 

τιµές των δικαιωµάτων. Αυτό είναι κάπως παράδοξο αλλά µπορεί να 

δικαιολογηθεί από το δεδοµένο ότι η αντιστάθµιση δεν είναι συνεχής και 

συµβαίνει µόνο µια φορά την ηµέρα. Ένας παράγοντάς που σίγουρα επηρεάζει 

την ακρίβεια του µοντέλου είναι οι διαφορετικές τιµές των τιµών εξάσκησης 

αλλά καιο χρόνος µέχρι τη λήξη. Έτσι στο παρακάτω πίνακα συνοψίσαµε 

κάποιες από τις τιµές αυτών των σφαλµάτων.  
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Tracking error 

 X=55 X=60 X=65 X=70 

Τ=0,25 Μ.Ο=0.000 

Min=0,000 

Max=0,001 

Μ.Ο=0,45 

Min=0,34 

Max=0,65 

Μ.Ο=0,019 

Min=0,007 

Max=0,030 

Μ.Ο=0,149 

Min=0,115 

Max=0,175 

Τ=0,5 Μ.Ο=0,011 

Min=0,009 

Max=0,018 

Μ.Ο=0,145 

Min=0,120 

Max=0,160 

Μ.Ο=0,280 

Min=0,199 

Max=0,335 

Μ.Ο=0,353 

Min=0.305 

Max=0,389 

Τ=0,75 Μ.Ο=0,035 

Min=0,003 

Max=0,074 

Μ.Ο=0,190 

Min=0,155 

Max=0,235 

Μ.Ο=0,253 

Min=0,212 

Max=0,238 

Μ.Ο=0,139 

Min=0,111 

Max=0,164 

Πίνακας 4.8 Tracking error 
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Σύµφωνα µε όσα εξάγαµε παραπάνω µπορούµε να πούµε ότι τα νευρωνικά 

δίκτυα µπορούν µε ασφάλεια να αναπαράγουν τις εξισώσεις τιµολόγησης 

δικαιωµάτων. Για να κάνουµε και µία εφαρµογή για το Ελληνικό περιβάλλον 

χρησιµοποιήσαµε τιµές κλεισίµατος των δικαιωµάτων πώλησης της Εθνικής 

Τράπεζας για 4 χρόνια (τη χρονική περίοδο 2004-2007) από το Χρηµατιστήριο 

Παραγώγων Αθηνών.  

Το διάγραµµα των τιµών της µετοχής της Εθνικής Τράπεζας φαίνεται 

παρακάτω. 

 

 

∆ιάγραµµα 4.6 : Τιµές µετοχής Εθνικής Τράπεζας 

Ακολουθήθηκε η ίδια διαδικασία όπως και παραπάνω, δηλαδή 

δηµιουργήθηκαν ακριβώς τα ίδια µοντέλα Επίσης υπολογίστηκαν οι τιµές του 

συντελεστή δέλτα .Στο παρακάτω πίνακα φαίνονται τιµές του συντελεστή δέλτα 

ανάλογα µε τη τιµή εξάσκησης και το χρόνο ως τη λήξη.  
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ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ δ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΑΓΟΡΑΣ ΤΗΣ ΕΘΝΙΚΗΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ 

 X=17,5 X=20 X=22,5 X=25 Χ=27,5 Χ=30 Χ=32,5 

Τ=0,25 Μ.Ο=0,415 

Min=0,045 

Max=0,997 

Μ.Ο=0,718 

Min=0,212 

Max=0,980 

Μ.Ο=0,560 

Min=0,102 

Max=0,994 

Μ.Ο=0,603 

Min=0,174 

Max=0,947 

Μ.Ο=0,605 

Min=0,194 

Max=0,988 

Μ.Ο=0,546 

Min=0,233 

Max=0,919 

Μ.Ο=0,691 

Min=0,232 

Max=0,930 

Τ=0,5 Μ.Ο=0,529 

Min=0,169 

Max=0,0,996

Μ.Ο=0,762 

Min=0,376 

Max=0,973 

Μ.Ο=0,638 

Min=0,250 

Max=0,994 

Μ.Ο=0,720 

Min=0,338 

Max=0,935 

Μ.Ο=0,672 

Min=0,357 

Max=0,935 

Μ.Ο=0,647 

Min=0,395 

Max=0,909 

Μ.Ο=0,741 

Min=0,394 

Max=0,929 

Τ=0,75 Μ.Ο=0,611 

Min=0,283 

Max=0,919 

Μ.Ο=0,805 

Min=0,485 

Max=0,983 

Μ.Ο=0,711 

Min=0,374 

Max=0,999 

Μ.Ο=0,771 

Min=0,451 

Max=0,948 

Μ.Ο=0,731 

Min=0,468 

Max=0,948 

Μ.Ο=0,711 

Min=0,502 

Max=0,925 

Μ.Ο=0,785 

Min=0,501 

Max=0,933 

Πίνακας 4.9 : Συντελεστης δ για τα δικαιωµατα αγορας της εθνικης τραπεζας 

Αρχικά εκτελέστηκε γραµµική  παλινδρόµηση  για τα δικαιώµατα 

αγοράς και  για τα δικαιώµατα αγοράς που βρίσκονται εκτός και εκτός του 

χρηµατικού τους ισοδύναµου. Επίσης δηµιουργήθηκε ένα νευρωνικό δίκτυο. Τα 

παραπάνω έγινάν συµφώνα µε τα χαρακτηριστικά που αναφέρθηκάν και 

παραπάνω. ∆ηλαδή αναλυτικότερα, για το πρώτο µοντέλο της γραµµικής 

παλινδρόµησης οι ανεξάρτητές µεταβλητές θα είναι το S/X αλλά και  ο χρόνος 

µέχρι τη λήξη Τ και η εξαρτηµένη µεταβλητή θα είναι οι τιµές των 

δικαιωµάτων προαίρεσης. Στη συνέχεια δηµιουργήθηκαν δυο ακόµα µοντέλα 

γραµµικής παλινδρόµησης , το ένα για τις τιµές των δικαιωµάτων που 

βρίσκονται εντός του χρηµατικού τους ισοδύναµου και ένα ακόµη για τα 

δικαιώµατα των οποίων η τιµή βρίσκεται εκτός του χρηµατικού τους 

ισοδύναµου. Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν φαίνονται στους παρακάτω 

πίνακες. 
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ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΙΣΗΣ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΑΓΟΡΑΣ ΤΗΣ 
ΕΘΝΙΚΗΣ ΤΡΑΠΕΖΑΣ 

ΜΟΝΤΕΛΟ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΙΣΗΣ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΑΓΟΡΑΣ 

 Coefficient St.Error t-Statistic p-value 

Intercept  0,138 -81,593 0 

S/X 0,699 0,133 92,065 0 

T 0.407 0,056 53.544 0 

Residual Standard Error=0,796 Standard error of estimate = 0,892 R2=0,809 

 

ΜΟΝΤΕΛΟ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΙΣΗΣ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΑΓΟΡΑΣ ΠΟΥ 
ΒΡΙΣΚΟΝΤΑΙ ΕΝΤΟΣ ΤΟΥ ΧΗΜΑΤΙΚΟΥ ΤΟΥΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΟΥ 

 Coefficient St.Error t-Statistic p-value 

Intercept  0,396 -40,352 0 

S/X 0,150 0,362 55,640 0 

T 0,588 0,097 46,429 0 

Residual Standard Error=0,182 Standard error of estimate = 0,87 R2=0,860 

 

ΜΟΝΤΕΛΟ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΙΣΗΣ ΓΙΑ ΤΑ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΑΓΟΡΑΣ ΠΟΥ 
ΒΡΙΣΚΟΝΤΑΙ ΕΚΤΟΣ ΤΟΥ ΧΡΗΜΑΤΙΚΟΥ ΤΟΥΣ ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΟΥ 

 Coefficient St.Error t-Statistic p-value 

Intercept  0,296 -30.316 0 

S/X 0,511 0,313 55.720 0 

T 0,342 0,056 43.570 0 

Residual Standard Error=0 ,393 Standard error of estimate = 0,266 R2=0,815 

Πίνακας 4.10:  Μοντέλα γραµµικής παλινδρόµησης για τα δικαιώµατα αγοράς της Εθνικής Τράπεζας 

 

Στη συνέχεια δηµιουργήται το νευρωνικό δικτυο µε τον αλγόριθµο της 

οπισθοδιάδοσης. Τα διανύσµατα εισόδου που χρησιµοποιούνται και σε αυτή τη 

περίπτωση είναι τα S/X  και Τ. Θεωρούµε τον αλγόριθµο οπισθοδιάδοσης µε ρυθµό 

µάθησης (learning rate ) 0,1 και όρο ορµής (momentum) 0,3. Η εκπαίδευση 

τερµατίζεται όταν το σφάλµα µάθησης γίνει µικρότερο από τον στόχο που θέσαµε και 

σε αυτή τη περίπτωση είναι το 0,0001 ή όταν ο ρυθµός των επαναλήψεων φτάσει τις 

10000 ( 10000 epochs). Ο κρυφός αριθµός των µονάδων είναι 4. 
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Το δίκτυο που δηµιουργήσαµε για τα δικαιώµατα αγοράς απεικονίζεται στη 

παρακάτω εικόνα  

 

Εικόνα 4.3 : Απεικόνιση του δικτύου για τα δικαιώµατα αγοράς 

Από την εκπαίδευση του νευρωνικού δικτύου προκύπτουν οι έξοδοι του 

δικτύου. Το διάγραµµα της απόδοσης του νευρωνικού δικτύου δίνεται στο 

παρακάτω διάγραµµα 

 

   ∆ιάγραµµα 4.7 :  ∆ιάγραµµα απόδοσης 
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Στη συνέχεια εκτελείται γραµικη παλινδρόµιση ανάµεσα στις εξόδους του 

δικτύου και στα επιθυµητα αποτελέσµατα (στόχους) και προκύπτει ότι ο συντελεστής 

συσχέτισης είναι R2=0,883 . Ετσι παρατηρούµε ότι αν και όλα τα µοντέλα που 

δηµιουργήθηκάν έχουν πολύ υψηλά ποσοστά συσχέτισης ,το νευρωνικό δικτύο 

παρουσιάζει το µεγαλύτερο ποσοστό από όλα και άρα είναι το πιο αξιόπιστο για να 

αναπαραστήσει τις εξισώσεις των Black και Scholes. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 60 

 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 

Παρατηρώντας τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από τις παραπάνω 

εφαρµογές µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι η τιµολόγηση των δικαιωµάτων 

προαίρεσης µπορεί να υπολογιστεί µε διαφορετικούς τρόπους και µε τη βοήθεια 

πολλών υπολογιστικών εργαλείων, είτε αυτά είναι γραµµικές παλινδροµήσεις 

είτε είναι µοντέλα που µπορούν να αφοµοιώσουν µη γραµµικές εξισώσεις όπως 

είναι τα νευρωνικά δίκτυα και περισσότερο ο αλγόριθµος οπισθοδιάδοσης που 

χρησιµοποιήθηκε. 

Αρχικά πρέπει να επισηµανθεί ότι για να δηµιουργηθούν τα παραπάνω 

µοντέλα είναι απαραίτητο να υπάρχουν αρκετά ιστορικά δεδοµένα, πράγµα που 

δεν είναι πάντα εφικτό. Στην προσπάθεια µας να εκτελέσουµε τις παραπάνω 

εργασίες παρατηρήσαµε ότι το περιβάλλον είναι αρκετά εξειδικευµένο και η 

χρήση του ηλεκτρονικού υπολογιστή είναι απαραίτητη και µάλιστα µε αρκετές 

εξειδικευµένες γνώσεις. 

Επίσης παρατηρήσαµε ότι τα µοντέλα µπορούν να ανταποκριθούν 

αρκετά αποτελεσµατικά στην αναπαράσταση των εξισώσεων των Black και 

Scholes. Επίσης είναι αρκετά σηµαντικό ότι τα διανύσµατα εισόδου ήταν λίγα 

και η χρήση του Matlab αρκετά βοηθητική. Επίσης ίσως να βελτίωνε τα 

αποτελέσµατα η εισαγωγή παραπάνω µεταβλητών και εισόδων στο δίκτυο.  

Τέλος, είναι απαραίτητη η εύρεση καλύτερων µέτρων απόδοσης και 

αποτελεσµατικότητας των δικτύων από αυτό του συντελεστή συσχέτισης  
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