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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

 

 

  
Τα προβλήµατα απόφασης είναι βασικό χαρακτηριστικό της ανθρώπινης 

δραστηριότητας. Καθηµερινά, καλούµαστε να απαντήσουµε σε µια µεγάλη γκάµα 

προβληµάτων τέτοιου είδους, τα οποία και προσεγγίζουν το σύνολο της ζωής µας, 

από τις πιο απλές µέχρι τις πιο σύνθετες πτυχές της. Κάθε πρόβληµα απόφασης, 

προσωπικό ή κοινωνικό, συνδέεται αποκλειστικά µε ένα και µόνο κοµµάτι της 

ανθρώπινης δραστηριότητας. Η αντιστοίχιση αυτή, σε συνδυασµό µε την ποικιλότητα 

της καθηµερινότητας, µας επιτρέπει να θεωρήσουµε ένα ευρύ πεδίο τέτοιων 

προβληµάτων, τα οποία και παρουσιάζουν περισσότερες διαφορές απ’ ότι οµοιότητες, 

µεταξύ τους.  

 Κάθε πρόβληµα απόφασης συνδέεται µε µια αντίστοιχη διαδικασία: την 

διαδικασία υποστήριξης της απόφασης. Κεντρικό ρόλο σ’ αυτήν την διαδικασία 

παίζει το άτοµο (ή το σύνολο των ατόµων), το οποίο και επιθυµεί να επιλέξει από ένα 

σύνολο εναλλακτικών αποφάσεων, την «βέλτιστη» από αυτές. Το άτοµο έχει καθαρά 

ενεργητικό ρόλο σ’ αυτήν την διαδικασία και ορίζει το «βέλτιστο» σύµφωνα µε τις 

προτιµήσεις του. Οι προτιµήσεις αυτές δηλώνονται πάνω σε ένα σύνολο θέσεων, οι 

οποίες και προσδιορίζουν περιοριστικά, το πρόβληµα απόφασης. Οι θέσεις αυτές 

ονοµάζονται κριτήρια, και οριοθετούν τις κατευθύνσεις πάνω στις οποίες θα κινηθούν 

οι προτιµήσεις. Στην περίπτωση που το κριτήριο είναι µοναδικό, η επιλογή της 

«βέλτιστης» εναλλακτικής αντιστοιχεί σε µια διαδικασία βελτιστοποίησης της 

προτίµησης (µέγιστο, ελάχιστο), για το ένα κριτήριο. Σε διαφορετική περίπτωση, που 

έχουµε περισσότερα του ενός κριτήρια, επιβάλλεται µια σύνθεση αυτών σε ένα και 

µόνο κριτήριο.    

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, η διαδικασία εξαγωγής απόφασης, συνίσταται σε 

δύο βασικά χαρακτηριστικά: την αφαίρεση και την σύνθεση. Η αφαίρεση απαντάται 

στον προσδιορισµό των κριτηρίων που συνθέτουν το πρόβληµα απόφασης. Τα 

κριτήρια έχουν περιοριστική φύση, καθώς αναφέρονται πάντα σε ένα σύστηµα τιµής, 

το οποίο και αναδεικνύει τον χαρακτήρα, την παιδεία και την ηθική του ατόµου που 

συµµετέχει σε µια τέτοια διαδικασία. ∆εν είναι παράξενο λοιπόν, που οι αποφάσεις 
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αποτέλεσαν φιλοσοφικό αντικείµενο, από την αρχαιότητα µέχρι τις µέρες µας. Από 

την άλλη πλευρά, η σύνθεση αναφέρθηκε επίσης ως απαραίτητο συστατικό της 

διαδικασίας απόφασης. Με άλλα λόγια, η επίλυση ενός προβλήµατος απόφασης 

απαιτεί συγχρόνως, την συµµετοχή και των δύο συστατικών της ανθρώπινης σκέψης: 

του αφαιρετικού (αναλυτικού) τµήµατος και του συνθετικού. ∆εν είναι παράλογο 

λοιπόν, να πούµε ότι το πρώτο πρόβληµα απόφασης τέθηκε όταν ο άνθρωπος άρχισε 

να ερµηνεύει τον κόσµο µε την λογική. 

  Η ελεύθερη απόδοση της προτίµησης συµβαδίζει µε την ελευθερία της 

έκφρασης. Στην αρχαιότητα,  το άτοµο δεν µπορούσε να λάβει µέρος σε όλες τις 

αποφάσεις. Οι πιο σηµαντικές από αυτές λαµβάνονταν από κλειστά συµβούλια, όπως 

η Γερουσία. Χρειάστηκε να συµβούν σηµαντικές αλλαγές και να δηµιουργηθούν 

κατάλληλα πολιτικά συστήµατα έτσι ώστε το άτοµο να µπορεί να αποφασίζει 

ελεύθερα για όλα τα θέµατα που το απασχολούν, άµεσα ή έµµεσα.  Χαρακτηριστικό 

παράδειγµα µιας τέτοιας κοινωνικής συµµετοχής είναι το όργανο της Εκκλησίας του 

∆ήµου, το οποίο και καθιερώθηκε στην Αθηναϊκή ∆ηµοκρατία του 5ου π.Χ. αιώνα. 

Τότε είναι που εδραιώθηκε και το µοντέλο της πλειοψηφίας, για την επίλυση των 

προβληµάτων κοινωνικής επιλογής. Το µοντέλο αυτό υιοθετήθηκε και κατά την 

περίοδο της Γαλλικής Επανάστασης από τον βουλευτή Marquis de Condorcet, και 

εφαρµόστηκε στο κοινοβούλιο της εποχής. Ο Condorcet, ο οποίος ήταν επίσης και 

µαθηµατικός, κατόρθωσε, µε βάση το µοντέλο της πλειοψηφίας, να διατυπώσει το 

πρώτο µαθηµατικό µοντέλο για τα προβλήµατα απόφασης. Από τότε µέχρι σήµερα, η 

µαθηµατική θεωρία των προβληµάτων απόφασης έχει σηµειώσει µεγάλη πρόοδο, 

χωρίς καµιά παρέκκλιση από τις βασικές αρχές της ∆ηµοκρατίας. 

 

 

 

1.  Η ΠΟΛΥΚΡΙΤΗΡΙΑ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

 ΑΠΟΦΑΣΗΣ 

 

 Με την εισαγωγή των µαθηµατικών  στον χώρο των αποφάσεων κατορθώθηκε 

η οργάνωση και η διαµόρφωση του θεωρητικού προβλήµατος της εξαγωγής της 

απόφασης. Καθώς η µαθηµατική επιστήµη στηρίζεται στην µέτρηση, η περιγραφική 

δύναµη των αριθµών επέτρεψε την ποσοτικοποίηση των προτιµήσεων και την 

δηµιουργία διατάξεων στο σύνολο των εναλλακτικών αποφάσεων. Κατ’ αυτό τον 
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τρόπο δηµιουργήθηκαν µοντέλα, στηριζόµενα κατά κύριο λόγο σε µαθηµατικούς 

µετασχηµατισµούς, τα οποία προσδίδουν, αν όχι σίγουρα την λύση, πάντως 

σηµαντική βοήθεια στην επίλυση των προβληµάτων απόφασης. 

 Τα πρώτα µαθηµατικά µοντέλα, αρχικά παρουσιάστηκαν στον χώρο της 

Στατιστικής και ακολούθως στους συγγενείς χώρους της  Επιχειρησιακής Έρευνας 

και του Μαθηµατικού Προγραµµατισµού. Βασικό χαρακτηριστικό αυτών των 

αρχικών προσεγγίσεων, είναι η παρουσία ενός µοναδικού κριτηρίου (αλλιώς, 

αντικειµενικής συνάρτησης) και ενός αρχικού συνόλου περιορισµών. Η 

βελτιστοποίηση του κριτηρίου οδηγεί αυτόµατα στην επίλυση του προβλήµατος 

απόφασης. 

 Η αρχική υπόθεση του µοναδικού κριτηρίου καθιστά δύσχρηστη την 

εφαρµογή των παραπάνω µοντέλων στα προβλήµατα της πραγµατικής ζωής. Η 

πραγµατικότητα ποτέ δεν είναι µονοδιάστατη, αλλά αντίθετα πολυδιάστατη. Μια 

ολοκληρωµένη προσέγγιση της πραγµατικότητας, απαιτεί την συγκέντρωση του 

συνόλου της πληροφορίας, που αντανακλά τις κατευθύνσεις της. Αυτή η βασική 

παρατήρηση, αποκτά ιδιαίτερη βαρύτητα στον χώρο των αποφάσεων, καθώς αυτές 

αναφέρονται σε προβλήµατα της πραγµατικότητας. Κατ’ αυτό τον τρόπο, η δόµηση 

ενός προβλήµατος απόφασης απαιτεί την παρουσία όλων των κριτηρίων που το 

χαρακτηρίζουν. Τα κριτήρια αυτά, συνήθως είναι ανεξάρτητα και ανταγωνίζονται 

µεταξύ τους για τις προτιµήσεις του συµµετέχοντος στην απόφαση. Αυτό έχει σαν 

αποτέλεσµα, την ανάδειξης µιας λιγότερο βεβαίας, αλλά περισσότερο συµβιβαστικής 

λύσης. Μια τέτοια λύση, βασίζεται στις δηµοκρατικές αξίες και βρίσκεται σε 

µεγαλύτερη συµφωνία µε τις απαιτήσεις της πραγµατικής ζωής. 

 Η αναγκαιότητα που δηµιούργησε η απαίτηση για την εισαγωγή  πολλών 

κριτηρίων στα προβλήµατα απόφασης, ανέδειξε το νέο ρεύµα στον χώρο της θεωρίας 

των αποφάσεων: την Πολυκριτήρια Ανάλυση. Η Πολυκριτήρια Ανάλυση, είναι 

σχετικά νέο επιστηµονικό πεδίο, καθώς αναπτύχθηκε ιδιαίτερα µετά τον δεύτερο 

παγκόσµιο πόλεµο στις δηµοκρατίες των Ηνωµένων Πολιτειών και της ∆υτικής 

Ευρώπης.  Οι πρώτες πολυκριτήριες µεθοδολογίες βρήκαν πρόσφορο έδαφος για την 

εφαρµογή τους, στον τοµέα της οικονοµίας. Η παρουσία διαφορετικών και συνεχώς 

αυξανόµενων παραγόντων στα οικονοµικά προβλήµατα,  επέτρεψε την δηµιουργία 

µαθηµατικών µοντέλων υποστήριξης αποφάσεων. Στην συνέχεια τα µοντέλα αυτά 

επεκτάθηκαν και σε άλλους τοµείς, πέραν του οικονοµικού.  
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 Η πολυκριτήρια διαδικασία υποστήριξης αποφάσεων, χαρακτηρίζεται τυπικά 

από το παρακάτω σχήµα (Σχήµα 1) (Chankong, 1983). Μια τέτοια διαδικασία 

αποτελείται από τα βασικά στάδια της δόµησης, της µοντελοποίησης καθώς και της 

ανάλυσης του προβλήµατος. Η εκτίµηση της απόφασης συνιστά το τελευταίο στάδιο 

αυτής της διαδικασίας. 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αλλαγή ή διάγνωση του συστήµατος 

Ορισµός του προβλήµατος 

Κατασκευή του µοντέλου και υπολογισµός 
των παραµέτρων 

Σύνολο εναλλακτικών Τιµές των κριτηρίων 

Αρχικό στάδιο Κρίση τιµής 

Περιβάλλον  απόφασης
Κρίση τιµής 

Απόφαση 

Εκτίµηση απόφασης 

 ∆όµηση 

Σχήµα 1: Πολυκριτήρια διαδικασία απόφασης 

Εκτίµηση 

Ανάλυση 

Μοντελοποίηση 

 

Η πολυκριτήρια θεωρία αποφάσεων, βρίσκεται σε πλήρη συµφωνία µε τα 

προβλήµατα της πραγµατικής ζωής. Αυτή η αντιστοιχία ερµηνεύει απόλυτα την 

ανάδειξη µεγάλου πλήθους πολυκριτήριων µεθοδολογιών, οι οποίες και 

παρουσιάζουν σηµαντικές, µεταξύ τους,  διαφοροποιήσεις. Οι διαφορές αυτές 

επικεντρώνονται κυρίως στον ορισµό του προβλήµατος απόφασης (ατοµικό ή 

κοινωνικό) καθώς και στην πιθανή χρήση, ή απουσία, σεναρίων στο περιβάλλον της 
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απόφασης. Η επιλογή επίσης του µαθηµατικού µοντέλου επιφέρει επιπλέον 

διαχωρισµούς στις µεθοδολογίες. Η εφαρµογή των µαθηµατικών στο πολυκριτήριο 

πρόβληµα απόφασης, εντοπίζεται ιδιαίτερα στο πεδίο ποσοτικοποίησης των 

προτιµήσεων. Η ποσοτικοποίηση αυτή εκφράζεται µε την έννοια της δυαδικής 

σχέσης, µε αποτέλεσµα η υιοθέτηση διαφορετικών µαθηµατικών µοντέλων δυαδικών 

σχέσεων να οδηγεί σε διαφορετικές µεθοδολογίες. 

Σε σχέση µε τον τελευταίο διαχωρισµό, διακρίνουµε δύο µεγάλα ρεύµατα, 

στον χώρο της Πολυκριτήριας Ανάλυσης. Το πρώτο από αυτά, είναι αγγλικής 

έµπνευσης και ονοµάζεται Πολυκριτήρια θεωρία της Χρησιµότητας. Η µεθοδολογία 

αυτή βασίζεται σε καθαρά αλγεβρική θεώρηση της προτίµησης και επιδιώκει, µέσω 

της χρήσης ισχυρών δυαδικών σχέσεων, να εισάγει γραµµικά µοντέλα µέτρησης των 

εναλλακτικών. Σε αντίθεση µε αυτή την προσέγγιση, το δεύτερο ρεύµα είναι 

γαλλικής έµπνευσης και διαπραγµατεύεται το θέµα της θεωρίας των Σχέσεων 

Υπεροχής. Η θεωρία αυτή, επικεντρώνεται στην κατασκευή ασθενέστερων δυαδικών 

σχέσεων και προτείνει επίλυση του πολυκριτήριου προβλήµατος µε την  χρήση των 

γραφηµάτων. Οι µέθοδοι των σχέσεων υπεροχής αναγνωρίζονται ως µέθοδοι µη-

κυρτής βελτιστοποίησης. 

 

 

2.  ΑΝΑΛΥΣΗ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 

 
 Στην πρώτη  εµφάνιση της, η Στατιστική χρησιµοποιήθηκε µόνο για την 

καταµέτρηση και την παρουσίαση στοιχείων. Με την επιστηµονική της όµως 

καθιέρωση, η Στατιστική  προχώρησε πέρα από τα στάδια της παρουσίασης και της 

συλλογής και καθιερώθηκε στους τοµείς της ανάλυσης και εξαγωγής συµπερασµάτων 

ή προβλέψεων. Η πολυδιάστατη θεώρηση των χαρακτηριστικών ενός φαινοµένου, 

οδήγησε µε την σειρά της στην δηµιουργία της οικογένειας των µεθόδων της 

Πολυδιάστατης Στατιστικής Ανάλυσης. Οι µέθοδοι αυτές, επιτρέπουν την ανάλυση 

µεγάλου όγκου δεδοµένων και επικεντρώνονται στην ταυτόχρονη παρουσίαση και 

αναζήτηση σχέσεων µεταξύ πολλών (οµογενών ή ετερογενών) µεταβλητών. 

 Η Ανάλυση ∆εδοµένων υπάγεται στις µεθόδους της Πολυδιάστατης Στατικής 

Ανάλυσης και προσφέρει σηµαντικά εργαλεία για την ανάδειξη των κυρίαρχων 

τάσεων που χαρακτηρίζουν ένα αρχικό σύνολο δεδοµένων καθώς  και των νόµων 

στους οποίους τα δεδοµένα αυτά υπακούουν. Οι µέθοδοι της Ανάλυσης ∆εδοµένων, 
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προέκυψαν από το έλλειµµα της πληροφορίας που δηµιουργεί µια απλή στατιστική 

ανάλυση ενός µεγάλου συνόλου δεδοµένων. Οι απαιτήσεις για µια επαρκή ανάλυση 

και επεξεργασία πλήθους ερωτηµατολόγιων, ερευνών και συνεντεύξεων επέβαλε την 

ανάγκη µιας εποπτικής παρουσίασης των δεδοµένων σε συνθήκες µέγιστης 

πληροφορίας. Σε γενικές γραµµές, η Ανάλυση ∆εδοµένων χαρακτηρίζεται ως σύνολο 

µεθόδων, των οποίων η βασική αρχή συνίσταται στην ανάδειξη των επικρατέστερων 

σχέσεων µεταξύ των αντικειµένων (παρατηρήσεων), µεταξύ των µεταβλητών που τα 

χαρακτηρίζουν καθώς και µεταξύ των αντικειµένων και των µεταβλητών. Με άλλα 

λόγια, οι µέθοδοι αυτές µας επιτρέπουν να µελετήσουµε τις σχέσεις µεταξύ των 

αντικειµένων και να µετρήσουµε την σηµαντικότητα καθεµιάς µεταβλητής στις 

σχέσεις αυτές. 

 Η Ανάλυση δεδοµένων βασίστηκε στις εργασίες των στατιστικών της 

δεκαετίας του 1930. Η µεγάλη ανάπτυξη όµως στον τοµέα αυτό, εκδηλώθηκε στην 

Γαλλία την δεκαετία του 1960. Η ανάπτυξη αυτή απέφερε εντυπωσιακά 

αποτελέσµατα και οδήγησε στην καθιέρωση της γαλλικής σχολής της Ανάλυσης 

∆εδοµένων. Η σχολή αυτή, διέπεται από την αρχή να µείνουµε όσο γίνεται 

πλησιέστερα στα αρχικά δεδοµένα (χωρίς τροποποιήσεις και a priori υποθέσεις), 

µετασχηµατίζοντας τα το λιγότερο δυνατό. Χαρακτηριστική είναι η φράση του 

Benzecri (1973), ενός εκ των πρώτων και σηµαντικότερων ερευνητών της Ανάλυσης 

∆εδοµένων : « Το µοντέλο οφείλει να προσαρµόζεται στα δεδοµένα και όχι το 

αντίστροφο». Κατ’ αυτό τον τρόπο, οι στατιστικοί επιστήµονες της σχολής αυτής, 

αρνούµενοι να κάνουν αµφίβολες υποθέσεις, παρουσιάζουν τα αρχικά δεδοµένα και 

τις τάσεις που εξάγονται από αυτά. Η απουσία υποθέσεων, διευκολύνει έναν λιγότερο 

εξειδικευµένο στατιστικά επιστήµονα να  οδηγηθεί σε ερµηνείες των γεγονότων και 

των συνεπειών τους. 

 ∆ύο είναι οι βασικές προσεγγίσεις στον χώρο της γαλλικής σχολής της 

Ανάλυσης ∆εδοµένων, η Παραγοντική Ανάλυση και η Ταξινόµηση: 

• Η παραγοντική ανάλυση έχει σαν σκοπό την αναγνώριση των αξόνων, γύρω 

από τους οποίους οργανώνονται τα δεδοµένα και την παρουσίαση µιας 

«γεωµετρικής εικόνας τους». Κυριότερος εκπρόσωπος της προσέγγισης αυτής 

είναι η µέθοδος της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών, µε την οποία 

αναλύονται πίνακες συχνοτήτων ποιοτικών, κυρίως, µεταβλητών (Σχήµα 2).  
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• Η Ταξινόµηση, διαχωρίζει σε κλάσεις ένα σύνολο δεδοµένων ανάλογα µε τις 

ιδιότητες που το χαρακτηρίζουν και δοµεί τις σχέσεις µεταξύ των 

παρατηρήσεων. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Πίνακας συχνοτήτων  
των µεταβλητών 

Χ και Υ 

Χ1 
Χ2
. 
. 
 
 
Χp

Y1  Y2    …          Yq

Άξονας 2 

Χ1,Χ2,Υ3  

Άξονας 1 

Σχήµα 2:Εποπτική παρουσίαση σε παραγοντικό επίπεδο των   
     αποτελεσµάτων µιας Παραγοντικής Ανάλυσης Αντιστοιχιών  

Χi, Yj

3. ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΟ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 

 

 Η Στατιστική επιστήµη θεωρείται το λίκνο της θεωρίας των Αποφάσεων. Οι 

στατιστικές µετρήσεις των δεδοµένων παρείχαν, εξ αρχής, ελκυστικές εκτιµήσεις των 

προτιµήσεων ενός συνόλου ατόµων.  Η ραγδαία εξέλιξη της Στατιστικής επέτρεψε 

επίσης, την εξαγωγή συµπερασµάτων, µε την µορφή των προβλέψεων, που 

αφορούσαν αποφάσεις. 

 Σε σχέση µε το σύνολο των ρευµάτων που χαρακτηρίζουν τα δύο αυτά 

επιστηµονικά πεδία, την µεγαλύτερη συνάφεια παρουσιάζουν µεταξύ τους,  τα δύο 

ρεύµατα της Ανάλυσης ∆εδοµένων και της Πολυκριτήριας ανάλυσης. Αν και µε µια 

πρώτη µατιά οι δύο αυτοί χώροι, φαίνεται να παρουσιάζουν σηµαντικές διαφορές, 

παρόλα αυτά εµφανίζουν λίγα, αλλά σηµαντικά, κοινά χαρακτηριστικά. Τα 

χαρακτηριστικά αυτά εντοπίζονται στον: 
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1. Κοινωνικό χαρακτήρα των µεθόδων  

2. Πολυδιάστατη αντιµετώπιση ενός φαινοµένου 

3. Απουσία αυθεντίας. 

  

Τα δύο πρώτα χαρακτηριστικά, αναφέρθηκαν επανειληµµένα  ως βασικά 

χαρακτηριστικά των δύο χώρων. Το τρίτο χαρακτηριστικό εδραιώνεται στην 

δηµοκρατική θεώρηση των µεθόδων της Πολυκριτήριας Ανάλυσης καθώς και στην 

απουσία αρχικών υποθέσεων που παρατηρείται στην Ανάλυση ∆εδοµένων. 

 Αν και η Ανάλυση ∆εδοµένων παρέχει ένα ευρύτερο πεδίο εφαρµογών σε 

σχέση µε την Πολυκριτήρια Ανάλυση, οι δύο αυτοί χώροι συνεργάστηκαν αρκετές 

φορές στο επίπεδο των εφαρµογών. Η συνεργασία αυτή, ήταν εντονότερη στην 

περίπτωση της Ταξινόµησης, η οποία και κρίνεται ως αλγεβρική µέθοδος. Αυτή η 

προκατάληψη, επηρέασε σε µεγάλο βαθµό την εισαγωγή των γεωµετρικών µεθόδων 

της Παραγοντικής Ανάλυσης στην πολυκριτήρια διαδικασία υποστήριξης 

αποφάσεων. Πιο συγκεκριµένα οι µέθοδοι αυτές, αναµείχθηκαν µόνο στα αρχικά 

στάδια µιας πολυκριτήριας εφαρµογής, αλλά ποτέ στο στάδιο της ανάλυσης. 

 Με την παρούσα διατριβή, θα προσπαθήσουµε να ανανεώσουµε, σε βαθύτερο 

επίπεδο, τον βαθµό συγγένειας µεταξύ των παραγοντικών και των πολυκριτήριων 

µεθόδων.  Ειδικότερα, θα επιχειρήσουµε να εισάγουµε τα αποτελέσµατα µιας 

εφαρµογής της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών, σε ένα πίνακα 

συχνοτήτων κριτηρίων-εναλλακτικών, στο κυρίως σώµα µιας πολυκριτήριας 

εφαρµογής. Η προσέγγιση αυτή διακρίνεται σε δύο στάδια: 

 

1. Πολυκριτήρια εκτίµηση των παραγοντικών αξόνων και ερµηνεία της διάταξης 

των εναλλακτικών σ’ αυτούς. Η εκτίµηση αυτή θα βασιστεί στην συσχέτιση 

της µεθόδου της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών µε τον ευρύτερο 

χώρο των µεθόδων της θεωρίας της Χρησιµότητας. 

 

2. Ανάδειξη σύνθετων  κριτηρίων καθώς και των τιµών των εναλλακτικών ως 

προς αυτά, και εισαγωγή των νέων δεδοµένων σε µια µέθοδο Υπεροχής. 
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4.  ∆ΙΑΡΘΡΩΣΗ ∆ΙΑΤΡΙΒΗΣ 

 

 Όπως προαναφέρθηκε, η παρούσα µελέτη τοποθετείται σε ένα εκτεταµένο 

πεδίο θεωριών και µεθοδολογιών. Καθώς θεωρείται ότι οι µέθοδοι, είναι λίγο ως πολύ 

γνωστές µέσω των εφαρµογών τους, η προσέγγιση τοποθετείται αποκλειστικά στο 

θεωρητικό επίπεδο. Ειδικότερα, η µόνη εφαρµογή που υπάρχει, αφορά την 

προτεινόµενη πολυκριτήρια προσέγγιση της µεθόδου της Παραγοντικής Ανάλυσης 

των Αντιστοιχιών. Σ’ αυτό το σηµείο οφείλουµε να παρατηρήσουµε ότι η θεωρητική 

προσέγγιση των µεθόδων, είναι πιθανόν να οδηγήσει σε παρερµηνείες στο επίπεδο 

της ορολογίας. Γι’ αυτό τον λόγο, όπου κρίθηκε απαραίτητο, αναφέρεται και ο 

πρωτότυπος όρος (είτε σε αγγλική είτε σε γαλλική απόδοση) µαζί µε την εκτιµώµενη 

µετάφραση. 

 Στο σύνολο της η διατριβή, αποτελείται από έξι κεφάλαια. Κάθε κεφάλαιο 

αναφέρεται σε συγκεκριµένο θέµα, το οποίο και αναλύεται διεξοδικά. Ακολουθεί µια 

συνοπτική παρουσίαση των κεφαλαίων. 

 Το πρώτο κεφάλαιο διαπραγµατεύεται την ενότητα των µεθόδων της 

Παραγοντικής Ανάλυσης. Θα λέγαµε ότι το κεφάλαιο αυτό συνιστά µια εισαγωγή στη 

µέθοδο της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών καθώς αντιµετωπίζει την 

µέθοδο από γεωµετρική σκοπιά. 

 Το δεύτερο κεφάλαιο συνιστά µια εκτεταµένη αναφορά στην Παραγοντική 

Ανάλυση των Αντιστοιχιών. Η προσέγγιση αυτή την φορά γίνεται αλγεβρικά, και 

δίνεται ιδιαίτερη σηµασία στους µετασχηµατισµούς που λαµβάνουν χώρα στους 

simplex χώρους των πιθανοτήτων. 

 Το τρίτο κεφάλαιο αναφέρεται στη µέτρηση και αποτελεί µια πρώτη σύνδεση 

µεταξύ των πολυκριτήριων µεθόδων και της Παραγοντικής Ανάλυσης των 

Αντιστοιχιών. Η σύνδεση αυτή βασίζεται στον προσδιορισµό της δυαδικής σχέσης 

και των ιδιοτήτων της. Τέλος επιχειρείται µια σύγκλιση των µεθόδων της 

Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών και της Ταξινόµησης κατ’ αύξουσα 

Ιεραρχία, στο θέµα των σχέσεων ισοδυναµίας. 

 Το τέταρτο και το πέµπτο κεφάλαιο, αναφέρονται στην Πολυκριτήρια 

Ανάλυση. Ειδικότερα στο τέταρτο κεφάλαιο, που είναι και το µεγαλύτερο, 

αντιµετωπίζεται το σύνολο της θεωρίας της Χρησιµότητας, µέσα από τις µεθόδους 

της θεωρίας της Τιµής, της θεωρίας της αναµενόµενης Χρησιµότητας και της θεωρίας 
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της κοινωνικής επιλογής. Αντίστοιχα στο πέµπτο κεφάλαιο, περιγράφεται η θεωρία 

των µεθόδων υπεροχής. 

 Το έκτο κεφάλαιο είναι και το σηµαντικότερο, µια και σ’ αυτό επιχειρείται η 

πραγµάτωση του σκοπού της έρευνας. Η τελευταία παράγραφος του κεφαλαίου 

αυτού, παρέχει σε µορφή συµπερασµάτων τα κυριότερα σηµεία της πολυκριτήριας 

προσέγγισης της Παραγοντικής  Ανάλυσης των Αντιστοιχιών. Το κεφάλαιο αυτό, 

τέλος, συνοδεύεται από µια εφαρµογή της προτεινόµενης προσέγγισης σε πίνακα 

δεδοµένων.  

 Στο παρακάτω σχήµα (Σχήµα 3), προτείνουµε τον τρόπο σύνδεσης των 

κεφαλαίων.  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1ο:Παραγοντική Ανάλυση 2ο:Παραγοντική Ανάλυση 
των Αντιστοιχιών

3ο:Μέτρηση 

4ο: Πολυκριτήρια θεωρία 
Χρησιµότητας 

5ο:Θεωρία των σχέσεων 
υπεροχής 

6ο:Πολυκριτήρια προσέγγιση 
της Παραγοντικής Ανάλυσης 

Α ώ

7ο:Εφαρµογή 

Σχήµα 3 : ∆ιάρθρωση της ∆ιατριβής 

 

Είναι πιθανόν, το θεωρητικό ύφος της προσέγγισης, να δηµιουργήσει 

δυσκολίες στην ανάγνωση. Παρόλα αυτά, οφείλουµε να σηµειώσουµε ότι η 

υιοθέτηση µιας τέτοιας κατεύθυνσης, βασίζεται κατά κύριο λόγο, στην προκατάληψη 

µε την οποία αντιµετωπίζει η Πολυκριτήρια Ανάλυση τις παραγοντικές µεθόδους. Η 

εισαγωγή της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών σε µια πολυκριτήρια 

διαδικασία πρέπει να τεκµηριωθεί ουσιαστικά. Μια τέτοια τεκµηρίωση, µπορεί να 

γίνει στην µόνο στην βάση του µηχανισµού των µεθοδολογιών και ειδικότερα του 

µαθηµατικού τους υπόβαθρου. 
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Σε γενικές γραµµές, η έννοια της γεωµετρικής διάταξης που εκφράζουν οι 

παραγοντικές µέθοδοι, έχει αναφερθεί στην πολυκριτήρια βιβλιογραφία. Με την 

παρούσα όµως διατριβή, επιχειρείται η υποστήριξη µιας πολυκριτήριας διαδικασίας 

µε βάση το µηχανισµό της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών. 

Αισιοδοξούµε, η πρόταση µας να αποτελέσει το εφαλτήριο για περαιτέρω έρευνα, 

προς την κατεύθυνση αυτή.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο 

 

 

Oι µέθοδοι της Παραγοντικής Ανάλυσης 
 

 
1.0.  ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗΝ ΑΝΑΛΥΣΗ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΚΑΙ ΣΤΙΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥΣ 

ΤΗΣ  ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

 

Η Ανάλυση ∆εδοµένων αποτελεί έναν ιδιαίτερο κλάδο του ευρύτερου πεδίου 

των µεθόδων της « Πολυδιάστατης Στατιστικής Ανάλυσης». Το θεωρητικό υπόβαθρο 

των µεθόδων της συνιστά έναν επαναπροσδιορισµό των µεθόδων της Περιγραφικής 

Στατιστικής µε την βοήθεια των εργαλείων που παρέχει η σύγχρονη Άλγεβρα και 

κυρίως η Γραµµική Άλγεβρα. Αυτή η συγκεκριµένη τοποθέτηση µπορεί  να θεωρηθεί 

κατ’ άλλους απλοϊκή αλλά είναι αυτή η απλότητα που επικυρώνει την αξιοπιστία των 

συγκεκριµένων µεθόδων.  

Ο συνδυασµός των απλών µεθόδων της Περιγραφικής Στατιστικής επιτρέπει, 

µέσω της Ανάλυσης ∆εδοµένων, την πληρέστερη περιγραφή του φαινοµένου που 

αντιστοιχεί  σε έναν πίνακα δεδοµένων. Οι πίνακες αυτοί αποτελούν καταχωρήσεις 

στατιστικών µετρήσεων οι οποίες είτε εµφανίζονται στην πρωτογενή τους µορφή είτε 

κωδικοποιηµένες (πίνακες συχνοτήτων, λογικοί πίνακες [0-1], κ.λ.π.).  Κύριο 

χαρακτηριστικό της µεθοδολογίας είναι η απουσία « a priori » υποθέσεων κατά τη 

στατιστική ανάλυση των παραπάνω δεδοµένων. 

Στις µέρες µας, η επανάσταση της πληροφορίας έφερε τους στατιστικούς 

αντιµέτωπους µε ένα συνεχώς αυξανόµενο πλήθος δεδοµένων. Παράλληλα όµως, η 

χρήση των ηλεκτρονικών υπολογιστών επέτρεψε τη µαζική τους επεξεργασία. Η 

ενσωµάτωση της νέας τεχνολογίας στο περιβάλλον των µεθόδων της Ανάλυσης 

∆εδοµένων, καθιστά τις µεθόδους αυτές ένα ικανότατο εργαλείο για την ανάλυση 

µεγάλου πλήθους δεδοµένων. 
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Οι µέθοδοι της Ανάλυσης ∆εδοµένων κατηγοριοποιούνται σε δύο µεγάλες 

οικογένειες: τις µεθόδους της Παραγοντικής Ανάλυσης (Factor Analysis) και τις 

µεθόδους της ταξινόµησης (Classification) . Οι παραγοντικές µέθοδοι, οι οποίες και 

αποτελούν το αντικείµενο µελέτης αυτού του κεφαλαίου, βασίζονται ως ένα σηµείο 

σε συµπεράσµατα ερευνών που έγιναν στα επιστηµονικά πεδία της Ψυχοµετρίας και 

της Βιοµετρίας. Μέσω συγκεκριµένων αλγεβρικών υπολογισµών επιτρέπουν τη 

γεωµετρική αναπαράσταση των γραµµών και των στηλών ενός πίνακα µέσω των 

προβολών τους σε ένα ή περισσότερα επίπεδα. Οι µέθοδοι της ταξινόµησης 

επιτρέπουν, µέσω της χρήσης συγκεκριµένων αλγορίθµων, την οµαδοποίηση των 

ατόµων ενός πληθυσµού σε συγκεκριµένες κλάσεις που προσδιορίζονται από 

ιδιαίτερες ιδιότητες. 

Η οµάδα των µεθόδων της Παραγοντικής Ανάλυσης στηρίζεται σε κοινό 

θεωρητικό υπόβαθρο, το οποίο και θα αναπτυχθεί στη συνέχεια. Ως ενδεικτική 

µέθοδος της Παραγοντικής Ανάλυσης αναγνωρίζεται η µέθοδος της Ανάλυσης σε 

Κύριες Συνιστώσες (Principal Components Analysis). Η µέθοδος αυτή ξεκίνησε από 

τον Hotelling,  ο οποίος βασίστηκε σε εργασίες του Pearson. H περιγραφή του 

γενικότερου µηχανισµού της µεθόδου της Παραγοντικής Ανάλυσης των 

Αντιστοιχιών, κρίνεται ότι πρέπει να βασιστεί στα γενικότερα συµπεράσµατα της 

µεθόδου της Ανάλυσης σε Κύριες Συνιστώσες και θα περιοριστεί σε ένα µόνο νέφος, 

το νέφος Ν(Ι) των αντικειµένων. Η µαθηµατική προσέγγιση του παραπάνω 

µηχανισµού είναι απαραίτητη για τις ανάγκες της παρούσης εργασίας και αποσκοπεί 

στο να διασαφηνίσει συγκεκριµένες -και ως ένα βαθµό δυσνόητες- έννοιες που θα 

αναπτυχθούν στα παρακάτω κεφάλαια. Η µαθηµατική µελέτη της Παραγοντικής 

Ανάλυσης θα περιοριστεί στο γεωµετρικό σκέλος καθώς και στην αλγεβρική 

διατύπωση των σχέσεων των συνόλων. Τέλος σ’ αυτό το κεφάλαιο θα επιχειρήσουµε 

µία πρώτη προσέγγιση της Παραγοντικής Ανάλυσης µε την ουσία της Ταξινόµησης 

και θα δείξουµε τις οµοιότητες που υπάρχουν ανάµεσα σε αυτές τις δύο κατηγορίες 

µεθόδων. 

 

 

1.1. ΓΕΝΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ 

 

Το πρόβληµα που θέτει η οµάδα των µεθόδων της Παραγοντικής Ανάλυσης 

είναι το εξής: έστω ένα αρχικό σύνολο δεδοµένων το οποίο και µπορεί να 
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καταχωρηθεί σε ένα πίνακα Χ[xij] µε n γραµµές και m στήλες. Υπάρχει διαδικασία 

που να επιτρέπει την ανακατασκευή των mn× στοιχείων xij  µε την βοήθεια ενός 

µικρότερου αριθµού αριθµητικών τιµών και αν ναι, ποια είναι αυτή; 

Το πρόβληµα αυτό µπορεί να δοθεί σε µία πιο εκλεπτυσµένη µορφή µε την 

βοήθεια της Γραµµικής Άλγεβρας. Αν υποτεθεί ότι υπάρχει ένα διάνυσµα στήλη u1 µε 

n συνιστώσες και ένα διάνυσµα στήλη v1 µε m συνιστώσες, ο παραπάνω πίνακας Χ 

να µπορεί να γραφεί ως γινόµενο των παραπάνω διανυσµάτων: . Το 

ζητούµενο είναι να βρεθεί ένας συγκεκριµένος αριθµός q (τάξη του πίνακα Χ), έτσι 

ώστε ο Χ να µπορεί να δοθεί στην µορφή :  (Lebart, 

1979). Η παραπάνω σχέση αντιστοιχεί στην τεχνική των ελαχίστων υπολοίπων, µόνο 

που σε αυτή την περίπτωση δεν αναζητούµε την ευθεία αλλά τον κατάλληλο υπόχωρο 

τάξης q, επί του οποίου ο πίνακας υπολοίπων Ε(

'
11vuX =

EvuvuvuX qq ++++= ''
22

'
11 ...

mn× ) σχεδόν µηδενίζεται. Γενικά το 

πρόβληµα της Παραγοντικής Ανάλυσης αντιστοιχεί στην αναζήτηση του κατάλληλου 

υπόχωρου επί του οποίου και θα επιτυγχάνεται η καλύτερη αναπαράσταση για κάθε 

νέφος Ν(Ι) ή Ν(J) ξεχωριστά, όπως αυτή θα ορίζεται από την χρήση της µετρικής της 

αδράνειας. Ο υπόχωρος αυτός ορίζεται από ένα νέο σύστηµα ορθοκανονικών αξόνων, 

οι οποίοι εκτός από κανονική βάση του υπόχωρου συνιστούν και ένα νέο σύστηµα 

συντεταγµένων. Ακολουθεί η επεξήγηση των προαναφερθείσων εννοιών. 

 

 

1.2. ΠΙΝΑΚΑΣ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΚΑΙ ΟΙ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΕΣ 

ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ ΤΟΥ 

 

Για την συγκεκριµένη εφαρµογή θα χρησιµοποιηθεί ένα συγκεκριµένος 

πίνακας που περιγράφει την αξιολόγηση m αριθµητικών µεταβλητών από n άτοµα. Ο 

πίνακας αυτός είναι ο X[xij]  διαστάσεων και µπορεί να περιγραφεί από δύο 

πεπερασµένα σύνολα δεικτών: το πρώτο ονοµάζεται Ι και αντιστοιχεί στις i γραµµές 

του πίνακα και το δεύτερο ονοµάζεται J και αντιστοιχεί στις j στήλες του. 

Συνηθίζεται οι γραµµές του πίνακα να προσδιορίζονται ως αντικείµενα και οι στήλες 

του ως µεταβλητές. Αυτή η παραδοχή θα χαρακτηρίζει από εδώ και στο εξής τα 

σύνολα Ι και J.  

mn×
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1.2.1. Αναπαράσταση των αντικειµένων και των µεταβλητών στους χώρους 

και  mℜ nℜ

 

Ένα αντικείµενο i αντιστοιχεί στο σηµείο – διάνυσµα ( )m
i

1
ii x,...,xx =  του 

χώρου των µεταβλητών Ε= .  Τα διανύσµατα των µεταβλητών {xmℜ j / j=1, …, 

m}ορίζουν την βάση του Ε. 

Ο χώρος Ε, είναι ευκλείδειος χώρος εφοδιασµένος µε την µετρική Μ η οποία 

εισάγει το ευκλείδειο γινόµενο στον χώρο αυτό και ορίζει την ορθοκανονική του 

βάση. Η µετρική Μ συνδέεται µε τον πίνακα  

Dm= JJm  

ο οποίος και προσδιορίζεται από τους συντελεστές 'jjm  του εσωτερικού γινοµένου 

δύο διανυσµάτων της βάσης του χώρου. Στην περίπτωση αυτή, το εσωτερικό 

γινόµενο των δύο διανυσµάτων  και  ορίζεται ως εξής: jx 'jx

{ }∑ ∈= J'j,j/xxmx,x 'jj'jj'jj . 

Ο πίνακας JJm είναι διαγώνιος ( 0 ) και συµµετρικός (m'jj 'jj =⇒≠ j'j'jj mm = ). Τα 

στοιχεία 'jjm  του παραπάνω πίνακα ορίζουν το σύστηµα mJ των µαζών των 

µεταβλητών: 

 { }Jj/mm jJ ∈=  

Στην περίπτωση που το σύνολο αποτελεί µια ορθοκανονική βάση του Ε: ]e,...,e[ m1

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0

...
0
1

e1 , …, , …, , 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0
...

)i(1
...
0

ei

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1
...
0
...
0

em

κάθε διάνυσµα γραµµή xi, µπορεί να γραφεί στην µορφή  j

m

1j

j
ii exx ∑

=

=

Κατ’ αντίστοιχο τρόπο, µια µεταβλητή j αντιστοιχεί στο σηµείο 

( )j
n

j
1

j x,...,xx =  του χώρου των αντικειµένων F= . Ο χώρος αυτός προσδιορίζεται 

από τα διανύσµατα των αντικειµένων x

nℜ

i τα οποία και συνιστούν µια βάση του F. Ο 

χώρος F είναι εφοδιασµένος µε την µετρική Ν, η οποία εισάγει το ευκλείδειο 

γινόµενο στον χώρο και ορίζει την ορθοκανονική του βάση. Η µετρική Ν συνδέεται 
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µε τον συµµετρικό, διαγώνιο πίνακα Dp τα στοιχεία του οποίου ορίζουν το σύστηµα 

pI των µαζών των αντικειµένων: 

{ }Ii/pp iI ∈=  

Στην περίπτωση που το σύνολο    συνιστά µία ορθοκανονική βάση του 

χώρου F (όµοια µε παραπάνω), τότε η µεταβλητή  µπορεί να γραφεί ως εξής:  

]f,...,f[ n1

jx

i

n

1i

j
i

j fxx ∑
=

= . 

 

1.2.2. Αναπαράσταση των αντικειµένων και των µεταβλητών στους χώρους 

και  *mℜ *nℜ

 

Έστω Ε* και F* οι δυϊκοί χώροι των Ε=  και F= , αντίστοιχα. Σε αυτό 

το σηµείο µπορούµε να αναφέρουµε ότι κάποιες φορές στην βιβλιογραφία η 

παραπάνω δυϊκότητα παρουσιάζεται αναστρέψιµη. Έτσι για παράδειγµα (Bastin, 

1980), µπορούµε να θεωρήσουµε ότι ο χώρος Ε* συνιστά τον διανυσµατικό χώρο των 

πραγµατικών συναρτήσεων που παίρνουν τιµές από το σύνολο J και ο δυϊκός του, ο 

χώρος Ε, συνιστά τον χώρο των µετρικών που παίρνουν τιµές από το σύνολο J (στην 

γλώσσα των πιθανοτήτων ο όρος µετρική θεωρείται συνώνυµο του όρου τυχαία 

µεταβλητή). Αυτή η παρέµβαση κρίνεται αναγκαία στον βαθµό που θα βοηθήσει στην 

ερµηνεία της θεωρίας που θα παρουσιαστεί στο επόµενο κεφάλαιο. 

mℜ nℜ

 Οι βάσεις των παραπάνω χώρων είναι οι  

{ }m,...1j/e*
j =  και { }n,...1i/f *

i = . 

 Σε γενικές γραµµές µπορούµε να αναφέρουµε συνοπτικά ότι: ένα αντικείµενο 

i αντιστοιχεί στο σηµείο  του Ε, αντιστοιχεί στον άξονα ix fi∆  του διανύσµατος  

της βάσης του F και τέλος αντιστοιχεί  στο διάνυσµα βάσης  του F*. Όµοια µια 

µεταβλητή j αντιστοιχεί στο διάνυσµα  του F, αντιστοιχεί στον άξονα  του 

διανύσµατος  της βάσης του Ε και τέλος αντιστοιχεί  στο διάνυσµα βάσης  του 

Ε* (Cailliez, 1976). 

if
*
if

jx ej∆

je *
je
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1.2.3. Σχέσεις µεταξύ των χώρων. 

 

Όπως προαναφέρθηκε, κάθε αντικείµενο i -και κάθε µεταβλητή j- αναφέρεται 

σε τρεις συγκεκριµένους διανυσµατικούς χώρους. Είναι λογικό λοιπόν, να 

αναζητηθούν γραµµικές σχέσεις που συνδέουν την υπόσταση του i (j) σε καθένα από 

τους χώρους αυτούς. 

Όσον αφορά το αντικείµενο i, εισάγουµε την σχέση Χ: 

, )f(Xxf/E*F *
ii

*
i

X =→⎯→⎯

 σύµφωνα µε την οποία η γραµµική σχέση  αντιστοιχεί στο διάνυσµα . Όµοια 

για την µεταβλητή j, εισάγουµε την σχέση (ανάστροφη της Χ):  

*
if ix

'X

)e('Xxe/F*E *
j

j*
j

'X =→⎯→⎯  

µε την οποία και αντιστοιχίζουµε την  σχέση στο διάνυσµα  *
je jx .

Οι χώροι Ε και F είναι εφοδιασµένοι µε τις αντίστοιχες µετρικές Μ και Ν. Οι 

µετρικές αυτές είναι υπεύθυνες για την ευκλείδεια δοµή των χώρων και αποτελούν 

δείκτη εγγύτητας (απόστασης) των στοιχείων του χώρου – είτε αυτά λέγονται 

αντικείµενα,  είτε λέγονται µεταβλητές (οι όροι µετρική και απόσταση είναι 

συνώνυµοι). Παράλληλα κάθε µετρική αποτελεί µια συµµετρική διγραµµική µορφή, 

θετικά ορισµένη και εισάγει έναν ισοµορφισµό του χώρου στον αντίστοιχο δυϊκό του. 

Ο αντίστροφος του κάθε ισοµορφισµού συνιστά την ευκλείδεια µετρική του δυϊκού 

χώρου.  

Οι σχέσεις αυτές µπορούν να περιγραφούν από το παρακάτω σχήµα (Σχήµα 

1.1.). 

 

 

 

 

      

 

 

 

Σχήµα 1.1.: Σχήµα δυϊκότητας 

FE* 

F*Ε 

N M W V 

X’

X

 

 

 

 29



Από το παραπάνω σχήµα παρατηρούµε ότι: ο ισοµορφισµός M εισάγει την 

µετρική του Ε*: 

   'XNXVM 1 ==−

και αντίστοιχα ο ισοµορφισµός Ν εισάγει την µετρική του F*: 

      (Cailliez, 1976).  XM'XWN 1 ==−

Η V (αντίστοιχα η W) είναι τετραγωνική µορφή θετικά ηµιορισµένη και είναι 

υπεύθυνη για την διατήρηση των αποστάσεων µεταξύ δύο στοιχείων του Ι (ή J, 

αντίστοιχα) στον F* (E*) κατά ανάλογο τρόπο της απόστασης των ίδιων στοιχείων 

στον Ε (F): 

).e,e(V)x,x(N)'j,j(d

)f,f(W)x,x(M)'i,i(d
*
'j

*
j'jj

2

*
'i

*
i

'
ii

2

==

==
 

 

 

1.3. ΝΕΦΟΣ ΣΗΜΕΙΩΝ  

 

Το σύνολο των σηµείων ενός πεπερασµένου διανυσµατικού χώρου 

εφοδιασµένο µε τις αντίστοιχες µάζες (βάρη) τους ονοµάζεται νέφος σηµείων. Το 

σχήµα του νέφους ποικίλει: το νέφος µπορεί να έχει την µορφή ελλειψοειδούς 

(περίπτωση πολυδιάστατης κανονικής κατανοµής) είτε να έχει την µορφή 

τετραέδρου, µανιταριού, είτε να βρίσκεται γύρω από µία παραβολή (Volle, 1978). 

Το νέφος των αντικειµένων i ονοµάζεται Ν(Ι) και ορίζεται ως: 

Ν(Ι)={ ( ) }. Ii,0p/p,x iii ∈≥

 Η ποσότητα  ονοµάζεται µάζα του αντικειµένου i και είναι δείκτης της 

σηµαντικότητας της γραµµής i στο νέφος.  

ip

Αντίστοιχα ορίζουµε και το νέφος των j µεταβλητών: 

Ν(J)={ ( ) Jj,0m/m,x jj
j ∈≥ }. 
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1.4. ΚΕΝΤΡΟ ΒΑΡΥΤΗΤΑΣ ΤΟΥ ΝΕΦΟΥΣ – Α∆ΡΑΝΕΙΑ  ΚΑΙ  ΠΙΝΑΚΑΣ 

ΤΗΣ Α∆ΡΑΝΕΙΑΣ  

 

 Η µηχανική θεώρηση των στατιστικών κατανοµών (Στατιστική Μηχανική), 

επιτρέπει την οµογενοποίηση ενός πεπερασµένου αριθµού διανυσµάτων σε 

συγκεκριµένο φυσικό σώµα – το νέφος- το οποίο και προσδιορίζεται από τις 

«µηχανικές» ιδιότητες της µάζας, του κέντρου βαρύτητας και της αδράνειας. 

Η ολική µάζα του νέφους Ν(Ι) αντιστοιχεί στον αριθµό p= ∑
i

ip . Αντίστοιχα 

το κέντρο βαρύτητας (µάζας) ή βαρύκεντρο του νέφους αντιστοιχεί στο σηµείο:  

 g= i
i

i xp
p
1∑ .  

Ο όρος αδράνεια αντιστοιχεί στην τάση ενός φυσικού σώµατος να κινηθεί 

προς µία συγκεκριµένη κατεύθυνση, όταν αυτό είναι ελεύθερο από την επίδραση 

εξωτερικής δύναµης. Στην περίπτωση του νέφους, η αδράνεια είναι µία πολυδιάστατη 

έννοια και  αναφέρεται στην ανάδειξη των τάσεων που χαρακτηρίζουν το σύνολο των 

σηµείων ενός νέφους. Οι τάσεις αυτές προσδιορίζονται από έναν πεπερασµένο 

αριθµό ορθοκανονικών αξόνων, τους άξονες αδράνειας.  

Οι άξονες αδράνειας συνιστούν ένα ορθοκανονικό σύστηµα αναφοράς, η 

κατασκευή του οποίου απαιτεί τον προσδιορισµού ενός σταθερού σηµείου το οποίο 

και θα αποτελέσει την αρχή του συστήµατος συντεταγµένων. Το σηµείο αυτό είναι 

είτε το βαρύκεντρο g είτε οποιοδήποτε άλλο σηµείο a του νέφους. Γι’ αυτό τον λόγο, 

η αδράνειας του νέφους σχετίζεται πάντα µε αυτό το σηµείο και αντιστοιχεί στο 

άθροισµα των τετραγώνων των αποστάσεων των σηµείων του νέφους από το σταθερό 

σηµείο, όπως αυτές εκφράζονται από την αντίστοιχη µετρική του διανυσµατικού 

χώρου.  

Στην περίπτωση που αναφερόµαστε στο νέφος Ν(Ι) και στο βαρύκεντρο του 

g, έχουµε:  

∑ −=
i

2
iiN gxp)g(I .  

Στην περίπτωση που το σηµείο αναφοράς a είναι διαφορετικό του g, η 

αδράνεια του Ν(Ι) ως προς το a είναι:  

∑ −=
i

2
iiN axp)a(I . 
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Ο µαθηµατικός τύπος του Huyghens:  

∑ −⋅+=
i

2
NN agp)g(I)a(I  

συνδέει τις δύο παραπάνω αδράνειες κατά την ποσότητα του τετραγώνου της 

απόστασης των δύο σηµείων g και a. Από την σχέση αυτή προκύπτει ότι η ποσότητα 

της αδράνειας γίνεται ελάχιστη για g=a. 

 

 

1.5. ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΝΕΦΟΥΣ ΣΕ ΥΠΟΧΩΡΟ ΜΙΚΡΟΤΕΡΗΣ 

∆ΙΑΣΤΑΣΗΣ 

 

Ο χώρος Ε και κατ’ επέκταση το νέφος Ν(Ι) προσδιορίζονται από τα 

διανύσµατα µεταβλητές: { }m,1, /jx j …= , οι οποίες και συνιστούν το σύστηµα 

αναφοράς του νέφους. Το πρόβληµα στην Παραγοντική Ανάλυση και ειδικότερα 

στην Ανάλυση στις Κύριες Συνιστώσες, συνίσταται στο πέρασµα από τις m σε q νέες 

µεταβλητές. Οι νέες αυτές µεταβλητές ορίζουν το ορθοκανονικό σύστηµα αναφοράς 

σε έναν υπόχωρο του Ε, τον W, επί του οποίου και επιτυγχάνεται η  απεικόνιση του 

νέφους Ν(Ι), µέσω της προβολής των σηµείων του στον W. Ο W είναι ο βέλτιστος 

υπόχωρος για αυτού του είδους την απεικόνιση και είναι ο «πλησιέστερος» στο 

νέφος.   

Για να ορίσουµε αυτόν τον χώρο αρκεί να αναζητήσουµε το κατάλληλο 

σηµείο το οποίο και θα λειτουργήσει ως σύστηµα αναφοράς για την σύσταση της 

ορθοκανονικής βάσης [u1,…,uq] του χώρου. Η «εγγύτητα» του υπόχωρου W στο 

νέφος Ν(Ι) αναλύεται καταρχάς στην «εγγύτητα» του a στο Ν(Ι) και κατά δεύτερον 

στην «εγγύτητα» των διανυσµάτων της βάσης [u1,…,uq] στο νέφος. Για την µέτρηση 

των παραπάνω απαιτείται η εισαγωγή ενός συγκεκριµένου δείκτη, του δείκτη της 

αδράνειας. Ο δείκτης αυτός πρέπει να ελαχιστοποιείται και κατά την εφαρµογή του 

στο σηµείο a καθώς και κατά την εφαρµογή του στους άξονες (ευθείες) της βάσης του 

W. 

Το σηµείο a ταυτίζεται µε το κέντρο βαρύτητας g του νέφους Ν(Ι) και είναι το 

µοναδικό σηµείο του χώρου Ε επί του οποίου η αδράνεια IN(a) γίνεται ελάχιστη. Η 

ποσότητα IN(g) ονοµάζεται ολική αδράνεια (ή απλώς αδράνεια) του νέφους και 

αντιστοιχεί στην τετραγωνική µορφή της αδράνειας V, η οποία περιγράφεται από τον 

πίνακα της διακύµανσης των µεταβλητών xj:  
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V=Var(X).  

Στην περίπτωση που η αρχή των αξόνων δεν ταυτίζεται µε το βαρύκεντρο του 

νέφους, απαιτείται ένα εκ νέου κεντράρισµα των αντικειµένων. 

Στην περίπτωση των αξόνων, θεωρούµε την ευθεία ∆u που περνά από το 

σηµείο g και παράγεται από το µοναδιαίο διάνυσµα u. Η ευθεία ∆u είναι Μ-

ορθογώνια µε το υπερεπίπεδο . Η ολική αδράνεια Ι⊥∆ u Ν(g) αναλύεται σε δύο επί 

µέρους αδράνειας (moments of inertia) ως εξής: 

 ΙΝ(g)= ΙΝ(∆u)+ ΙΝ( ). ⊥∆ u

 Ο πρώτος όρος του παραπάνω αθροίσµατος αντιστοιχεί στο υπόλοιπο 

αδράνειας προς την κατεύθυνση του άξονα ∆u (δείκτης εγγύτητας του υπόχωρου  

µε το νέφος), σε αντίθεση µε τον δεύτερο όρο που εκφράζει την αδράνεια που 

ερµηνεύεται από τον άξονα ∆

⊥∆ u

u (δείκτης «εγγύτητας» του υπόχωρου ∆u µε το νέφος) . 

Η ποσότητα ΙΝ(∆u), εκφράζει το µέρος της αδράνειας που πρέπει να ελαχιστοποιηθεί. 

Η παραπάνω εξίσωση µπορεί να περιγραφεί αναλυτικά µε την µορφή 

συντεταγµένων, όπως φαίνεται από το παρακάτω σχήµα (Σχήµα 1.2.): 

∑∑
=

⊥

=

∆+∆=
n

1i

2

iui

2

iu

n

1i
iN )x(Pp)x(Pp)g(I ,  (Bertier,1975) 

 όπου: η προβολή του αντικειµένου i στον υπόχωρο  και η 

προβολή του i στον υπόχωρο ∆u. 

)x(P iu
⊥∆ ⊥∆ u )x(P iu∆

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆u

)x(P iu
⊥∆

O=g 

⊥∆ u

u )x(P iu∆

Σχήµα 1.2.: Μετασχηµατισµός της αδράνειας 

xi
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Η αδράνεια ΙΝ(g) είναι σταθερή ποσότητα και εκφράζει αναλογικά την 

διασπορά των σηµείων του νέφους περί το κέντρο βαρύτητας του -  όσο µεγαλύτερη 

είναι η αδράνεια τόσο µεγαλύτερη και η διασπορά του νέφους. Η αδράνεια ΙΝ(g),  

εκφράζει επίσης το σύνολο των σχέσεων µεταξύ των σηµείων του – στην προκειµένη 

περίπτωση των αντικειµένων i – όπως αυτές ερµηνεύονται από τις µεταξύ τους 

αποστάσεις. Η αναζήτηση του βέλτιστου υπόχωρου W, αφορά την διατήρηση των 

παρατηρούµενων σχέσεων των i, µέσω των προβολών τους σε αυτόν. Για να 

µιλήσουµε µε όρους αδράνειας, πρέπει η αδράνεια που ερµηνεύεται από τον υπόχωρο 

αυτόν, να είναι µέγιστη. Στην περίπτωση που ο υπόχωρος W παράγεται αποκλειστικά 

από το διάνυσµα u και περιγράφεται αντίστοιχα από τον άξονα ∆u, η ελαχιστοποίηση 

της αδράνειας ΙΝ(∆u) αντιστοιχεί µέσω της σχέσης: 

 ΙΝ(g)= ΙΝ(∆u)+ ΙΝ( )=σταθερό, ⊥∆ u

µεγιστοποίηση της αδράνειας ΙΝ( ). ⊥∆ u

 

 

1.6. ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΟΙ ΑΞΟΝΕΣ – ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΑ ΕΠΙΠΕ∆Α 

 

H αναπαράσταση του νέφους Ν(Ι) στον υπόχωρο W συνιστά έναν 

αυτοµορφισµό : 

MVT = (T:  )EEE M*V ⎯→⎯⎯→⎯

Ο πίνακας VM είναι ο πίνακας του αυτοµορφισµού . Το ίχνος του πίνακα VM 

αντιστοιχεί στην αδράνεια Ι

MV

Ν(g) του νέφους:  

[ΙΝ(g)=Tr(VΜ)]. 

 Η αδράνεια ΙΝ( )που ερµηνεύεται από τον υπόχωρο που παράγεται από το 

µοναδιαίο διάνυσµα u

⊥∆ 1u

1 ( 1u1 = ) είναι:  

ΙΝ( )= .  ⊥∆ 1u 11 MVMu'u

Η µεγιστοποίηση της ποσότητας ΙΝ( )(αντίστοιχα, η ελαχιστοποίηση της 

ποσότητας Ι

⊥∆ 1u

Ν( )) – µε την µέθοδο των πολλαπλασιαστών Lagrange – οδηγεί στην 

κατασκευή του ζητούµενου διανύσµατος u (Bertier,1975), (Lebart,1979). 

1u∆
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Στην περίπτωση που ο ζητούµενος υπόχωρος είναι επίπεδο (δύο διαστάσεων) 

αναζητούµε το διάνυσµα u2, µοναδιαίο ( 1u 2 = ) και ορθοκανονικό του u1 

( 0 ) το οποίο και µεγιστοποιεί την ποσότητα  uu 1
'
2 =

ΙΝ( )= . ⊥∆ 2u 22 MVMu'u

 Η ίδια διαδικασία ισχύει και για την εύρεση των q διανυσµάτων που αντιστοιχούν σε 

µεγαλύτερη διάσταση του υπόχωρου. 

H επίλυση του συστήµατος των q εξισώσεων Lagrange, οδηγεί στην διαγωνιοποίηση 

του πίνακα VM.  Οι ιδιοτιµές λi του πίνακα VM είναι διακεκριµένες, µη αρνητικοί 

αριθµοί και δίνονται σε φθίνουσα σειρά (λ1<λ2<…λq) (Lebart,1979). Τα ζητούµενα 

διανύσµατα {ui /i=1,…q} αντιστοιχούν στα  ιδιοδιανύσµατα του πίνακα VM:  

VMui=λiui   /{i=1,2,…,q}. 

 Το σύνολο των διανυσµατικών υπόχωρων που παράγονται από τις απλές 

ιδιοτιµές του παραπάνω ενδοµορφισµού ταυτίζεται µε τον χώρο Ε - και κατ’ 

επέκταση µε το νέφος :  

)(E...)(E)(EE q21 λ⊕⊕λ⊕λ= . 

Η νέα αυτή θεώρηση του νέφους θεωρείται «καρτεσιανή» και επιτρέπει την εύκολη 

περιγραφή του.  

Οι άξονες ∆ui που παράγονται από τα ιδιοδιανύσµατα ui και διέρχονται από το 

κέντρο βαρύτητας του νέφους ονοµάζονται κύριοι άξονες της αδράνειας (principal 

axes of inertia) ή παραγοντικοί άξονες (factorial axes) και συνιστούν το νέο σύστηµα 

αναφοράς του νέφους.  

Η αδράνεια που ερµηνεύει ο κάθε άξονας ∆ui περιγράφεται από την αντίστοιχη 

ιδιοτιµή λi : 

[IΝ( )= λ⊥∆ ui i]. 

Το ποσοστό της αναπαράστασης του νέφους στον διανυσµατικό υπόχωρο που 

παράγεται από τον άξονα ∆ui δίνεται από την σχέση: 

Ι ui =

∑
=

λ

λ
q

1i
i

i .  

Στην περίπτωση που ο υπόχωρος παράγεται από τον γραµµικό συνδυασµό των{ ui / 

i=1,…,m  m<q} συνιστά το κύριο (παραγοντικό) υπερεπίπεδο. Το αντίστοιχο 

ποσοστό αναπαράστασης του νέφους στον υπόχωρο αυτό, είναι: 
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Ι U= 

∑

∑

=

−

λ

λ

q

1i
i

m

1i
i

. 

Ο πρώτος κύριος άξονας ∆u1 αντιστοιχεί στην µεγαλύτερη ιδιοτιµή λ1 και 

ονοµάζεται άξονας της µέγιστης έκτασης (maximal extension) (Benzecri, 1992).  Ο 

άξονας αυτός περιγράφει – µέσω της αδράνειας που ερµηνεύει – την πιο 

χαρακτηριστική τάση διάσπασης µεταξύ των σηµείων του νέφους. Ο πρώτος 

παραγοντικός άξονας αντιπαραθέτει τις ακραίες περιπτώσεις και ο δεύτερος τις 

ενδιάµεσες καταστάσεις από τις ακραίες (περίπτωση του Guttman, όπως ονοµάστηκε 

από τον Benzecri)(Παπαδηµητρίου, 1994). Οι υπόλοιποι άξονες αναφέρονται σε πιο 

«χαλαρές» καταστάσεις του φαινοµένου που περιγράφεται από τις σχέσεις µεταξύ 

των σηµείων του νέφους. 

Στην περίπτωση που ενδιαφερόµαστε για το παραγοντικό επίπεδο στο οποίο 

και επιτυγχάνεται η βέλτιστη αναπαράσταση του νέφους, σπάνια χρησιµοποιούµε 

περισσότερους των τριών άξονες. Στην περίπτωση αυτή θεωρούµε ότι µεγαλύτερο 

πλήθος αξόνων καθιστά δύσκολη την ερµηνεία του νέφους και αρκούµαστε στο 

ποσοστό ερµηνείας που µας παρέχουν οι επιλεγµένοι άξονες.   

 

1.7. ΚΥΡΙΟΙ ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ – ΚΥΡΙΕΣ ΣΥΝΙΣΤΩΣΕΣ 

 

Η αλλαγή του συστήµατος συντεταγµένων στον χώρο Ε, έχει άµεσες 

επιπτώσεις και στους υπόλοιπους χώρους µε τους οποίους ο Ε συνδέεται: τους Ε* και 

F. Τα σηµεία των χώρων αυτών µετασχηµατίζονται και προσαρµόζονται στον νέο 

βέλτιστο υπόχωρο W του Ε. Tα διανύσµατα των χώρων αυτών ορίζονται από νέες 

συντεταγµένες, οι οποίες και ορίζονται από το εσωτερικό γινόµενο το οποίο και 

εισάγει η εκάστοτε µετρική του χώρου. 
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Σχήµα 1.3.: Σχήµα δυϊκότητας 

FE* 

F*Ε 

Dp M W V 

X’

X



 

Κάθε παραγοντικός άξονας ∆ui  συµβολίζει στον Ε µία νέα µεταβλητή και 

αντιστοιχεί: 

 

• Στον Ε*, στον κύριο παράγοντα : ii Muv =  

Οι κύριοι παράγοντες αντιστοιχούν στα ιδιοδιανύσµατα του µε αντίστοιχες 

ιδιοτιµές λ

VM

i (Cailliez, 1976). Η διασπορά του κάθε κύριου παράγοντα αντιστοιχεί 

στην αδράνεια που ερµηνεύει ο κάθε παραγοντικός άξονας και είναι η µέγιστη 

(σύµφωνα µε τον µηχανισµό βελτιστοποίησης της αδράνειας).  Η διασπορά αυτή, 

ισούται µε το τετράγωνο της αντίστοιχης ιδιοτιµής: iii )v,v(V λ=  . 

 Οι κύριοι παράγοντες είναι µεταξύ τους ασυσχέτιστοι: 

 0)v,v(V ji = . 

 

• Στον F, στην κύρια συνιστώσα (ή απλώς, παράγοντα):   ii
i Mu'Xv'Xc ==

Οι κύριες συνιστώσες (παράγοντες) συνιστούν αριθµητικές συναρτήσεις, οι 

οποίες και ορίζονται στο σύνολο των δεικτών του νέφους Ι. Στην ουσία, µετρούν σε 

απόλυτη τιµή την απόσταση µεταξύ της προβολής του αντικειµένου i στον άξονα ∆ui  

και του κέντρου βαρύτητας g.  

Οι κύριες συνιστώσες είναι τα ιδιοδιανύσµατα του  µε αντίστοιχες 

ιδιοτιµές τις λ

pDW

i :  

ipDW λ= .  

Το µέτρο (διακύµανση) των διανυσµάτων  είναι, ως προς την µετρική Dic p του 

χώρου F, ίσο µε την αντίστοιχη ιδιοτιµή :  

i
ii

p )c,c(D λ=  . 

 Οι κύριες συνιστώσες είναι µεταξύ τους ασυσχέτιστες :  

0)c,c(D ji
p = . 

Στην περίπτωση που το διάνυσµα j=(1,1,…,1) είναι διάνυσµα του F, έχουµε: 

0)c,j(D i
p = .  

Από την σχέση αυτή συµπεραίνουµε ότι οι κύριες συνιστώσες είναι 

«κεντραρισµένες». 
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1.8. ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΚΑΙ ΤΑΞΙΝΟΜΗΣΗ 

 

 Η Παραγοντική Ανάλυση και η Ταξινόµηση είναι µέθοδοι οι οποίες 

συνδέονται σε µεγάλο βαθµό µεταξύ τους. Το κύριο αντικείµενο της Ταξινόµησης, ως 

κατηγορία µεθόδων, είναι ο διαµερισµός ενός συνόλου σε κλάσεις ισοδυναµίας. Σ’ 

αυτή την παράγραφο θα προσεγγίσουµε την Παραγοντική Ανάλυση από την πλευρά 

της Ταξινόµησης και θα δείξουµε πως η Παραγοντική Ανάλυση είναι ικανή µέθοδος 

για την δηµιουργία διαµερισµών στο σύνολο Ι των αντικειµένων. 

Το σύνολο των δεικτών J={1,2,…,m} µιας µεταβλητής y, προσδιορίζεται ως 

το σύνολο των Q={qj / j=1,2,….,m} των κλάσεων της µεταβλητής. Η µεταβλητή y 

επιτρέπει την απεικόνιση των i αντικειµένων στο σύνολο Q (Cailliez, 1976). 

ji
y

y

qy)i(yi
QI

==⎯→⎯

⎯→⎯
 

Η µεταβλητή y εισάγει την σχέση ισοδυναµίας Ry στο σύνολο Ι των 

αντικειµένων : 

  , ⇔jiR y jji qyy == Ij,i ∈∀  

    i και j ανήκουν στην ίδια κλάση ισοδυναµίας ⇔jiR y { }jij qy,Ii/iI =∈= . 

 

H δυαδική σχέση Ry αντιστοιχεί σε γράφηµα (graph) στον II×  και χαρακτηρίζεται 

από τις ακόλουθες ιδιότητες: 

• Ανακλαστική:  ,iiR y ∀ Ii∈  

• Συµµετρική : ,ijRjiR yy ⇒ ∀ Ij,i ∈  

• Μεταβατική:  και  ⇒  , jiR y kjR y kiR y ∀ Ik,j,i ∈  

 

 Μ’ αυτόν τον τρόπο η µεταβλητή y επιτρέπει τον διαµερισµό του συνόλου Ι 

σε κλάσεις ισοδυναµίας Ιj: 

  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠∅=∩

=∪
=

kj,II

II

kj

j

m

1j

 

Στην γενική περίπτωση που οι qj κλάσεις της µεταβλητής y δεν είναι 

διατεταγµένες, αναζητούµε µία νέα αριθµητική µεταβλητή z η οποία και να µας δίνει 
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τον ίδιο περίπου διαµερισµό του Ι.  Η νέα µεταβλητή z εισάγει έναν καινούργιο 

διαµερισµό Rz του I, µε τις εξής ιδιότητες: 

jiRjiR zy ⇔   (ισοδυναµία των Ry και Rz) 

jiRjiR zy ⇒  («περατότητα» του Ry διαµερισµού στον Rz) 

 

Η µεταβλητή y µπορεί να είναι είτε σταθερή: 

 z(i)=c0 , είτε της µορφής: 
   yz α=

 

Η α αντιστοιχεί στην απεικόνιση του συνόλου Q (κλάσεiς της µεταβλητής y), στο 

(κλάσεις της µεταβλητής z) (Σχήµα 1.4). 'Q

 

 Σχήµα 1.4.: Μεταβλητές y και z 

z Q

α

Qy

I

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο νέος αυτός διαµερισµός Rz ονοµάζεται «κεντρικός» διαµερισµός (partition 

centrale) (Lerman, 1981) και προσδιορίζεται από την απόσταση . Στην 

γενική µορφή θεωρούµε το σύνολο 

)R,R(d zy

Rℑ  των διαµερισµών του συνόλου Ι, στοιχεία 

του οποίου είναι η διαµερισµοί Ry και Rz. Η απόσταση αντιστοιχεί στην 

συµµετρική διαφορά των γραφηµάτων στον 

)R,R(d zy

II× , τα οποία γραφήµατα αντιστοιχούν 

στις σχέσεις ισοδυναµίας που περιγράφουν οι παραπάνω διαµερισµοί. 

Μία τέτοια απόσταση εισάγει στο σύνολο S των πεπερασµένων οικογενειών 

των p διαµερισµών την απόσταση δ, η οποία είναι: 

( ) ( )[ ] ( )∑
=

=δ
p

1i
zyzp1zyp1y R,Rd

p
1R,...R,R,...R . 
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Ο «κεντρικός» διαµερισµός Rz που ικανοποιεί τις ιδιότητες της περατότητας και της 

ισοδυναµίας µε τον διαµερισµό Ry, προκύπτει από την ελαχιστοποίηση της παραπάνω 

απόστασης δ: 

 δ= ( )∑
=

p

1i
zy R,Rd

p
1 . 

Στην γενική περίπτωση, η µετρική δ στην περίπτωση της Παραγοντικής 

ανάλυσης, ταυτίζεται µε την µετρική της αδράνειας. Ο «κεντρικός» διαµερισµός Rz 

διέρχεται από το κέντρο βαρύτητας του νέφους Ν(Ι) και προσδιορίζεται από τους 

παράγοντες της Παραγοντικής Ανάλυσης. Στην ουσία, οι παράγοντες επιτρέπουν την 

µεταφορά των δυαδικών σχέσεων που χαρακτηρίζουν ένα σύνολο αντικειµένων 

(κλάσεις ισοδυναµίας)  σε έναν υπόχωρο του Ι µικρότερων διατάσεων που 

προσδιορίζεται από αριθµητικές µεταβλητές. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2Ο  

 

 

 

Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών 
 

 

 

2.0. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

 

Η Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών είναι µία στατιστική τεχνική 

ιδιαίτερα χρήσιµη σε όλους τους σπουδαστές, ερευνητές και επαγγελµατίες που 

συλλέγουν κατηγοριοποιηµένα δεδοµένα, π.χ. δεδοµένα που προέρχονται από 

κοινωνικές έρευνες. Η µέθοδος αυτή, είναι ιδιαίτερα χρήσιµη για την περίπτωση που 

τα παραπάνω δεδοµένα δίνονται σε µορφή πίνακα συµπτώσεων αριθµητικών 

συχνοτήτων και επιτρέπει µέσω των αποτελεσµάτων της την πληρέστερη ερµηνεία 

και κατανόηση των δεδοµένων (Greenacre, 1993). 

Η αρχική θεωρητική ιδέα της µεθόδου πρωτοεµφανίστηκε στον χώρο της 

στατιστικής επιστήµης µέσα από τις εργασίες των Procter - Gamble (1930) καθώς και 

των Richardson -  Kuder (1933). Η πρώτη, στοιχειώδης όµως, µαθηµατική διατύπωση 

έγινε από τον Hirchfeld (1935) και παρουσιάστηκε ολοκληρωµένα από τον Guttman 

(1941).  O Nichisato (1980) παρουσίασε την µέχρι τότε πλήρη ιστορική διαδροµή της 

µεθόδου στην Αγγλοσαξονική Σχολή.    

Παρόλα αυτά,  η ανάδειξη της µεθόδου ως αξιόπιστου επιστηµονικού 

εργαλείου και η καθιέρωση της ως πρακτικού µέσου ανάλυσης ενός φαινοµένου 

(κοινωνικού, οικονοµικού, ψυχολογικού, κ.α.) χρειάστηκε την αρωγή των Γάλλων 

στατιστικών και συγκεκριµένα του Benzecri. Ο Benzecri ήταν ο πρώτος που 

κατανόησε την ευελιξία καθώς και την ευρύτητα των επιστηµονικών πεδίων που 

καλύπτει η µέθοδος και κατόρθωσε µε την γεωµετρική του προσέγγιση να της 

προσδώσει την απλότητα και την αρτιότητα που επέτρεψαν την ανάδειξη της. ∆ίκαια 

λοιπόν µπορεί να πει κανείς ότι η µέθοδος τη Παραγοντικής Ανάλυσης των 
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Αντιστοιχιών οφείλει την ανάπτυξη της στον  J.-P. Benzecri, ο οποίος και πρώτος της 

έδωσε την ονοµασία αυτή (Analyse Factorielle des Correspondances).  

H εξέλιξη της µεθόδου στην Γαλλία επέτρεψε την ανάδειξη µιας ολόκληρης 

σχολής: της Γαλλικής Σχολής της Ανάλυσης ∆εδοµένων. Η σχολή αυτή επέδειξε ένα 

µεγάλο πλήθος στατιστικών (Bouroche, Diday, Escofier, Jambu, Lebart, Pages, Roux, 

Tenenhaus, κ.α.) οι οποίοι και βελτίωσαν την µέθοδο της Παραγοντικής Ανάλυσης 

των Αντιστοιχιών µε νέες τεχνικές.  Παράλληλα η µέθοδος αξίωσε και πέτυχε διεθνή 

αναγνώριση µε αποτέλεσµα την καθιέρωση και την εξέλιξη αντίστοιχων σχολών της 

Ανάλυσης ∆εδοµένων στην Ολλανδία (Jan De Leeuw) και Ιαπωνία (Chikio Hayashi). 

Σκοπός της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών είναι η αναλυτική 

περιγραφή των πινάκων δεδοµένων που αναφέρονται κύρια σε ποιοτικές µεταβλητές, 

ώστε να καθίσταται εύκολη η ερµηνεία τους και η εξαγωγή συµπερασµάτων χωρίς 

καµιά a priori υπόθεση ή περιορισµό. Αυτό όµως δεν αποκλείει από την ανάλυση και 

πίνακες που αναφέρονται σε ποσοτικές µεταβλητές οι οποίες και µπορούν να 

επεξεργαστούν  αφού προηγουµένως κατηγοριοποιηθούν (χωριστούν σε κλάσεις) µε 

την κατάλληλη κατάτµηση. 

Η Παραγοντική ανάλυση των Αντιστοιχιών ανήκει στην µεγάλη οµάδα των 

µεθόδων της Παραγοντικής Ανάλυσης και διακατέχεται από την γενική φιλοσοφία 

της µεθόδου Ανάλυση σε Κύριες Συνιστώσες. Η καταγωγή της, µε αυτόν τον τρόπο 

της επιτρέπει την περιγραφή του φαινοµένου, που περιγράφει ο αρχικός πίνακας 

δεδοµένων, µε την βοήθεια ενός µικρότερου αριθµού αριθµητικών µεταβλητών. 

Παράλληλα την καθιστά αξιόπιστο εργαλείο για την περιγραφή των σχέσεων µεταξύ 

των σηµείων του κάθε νέφους (αντικείµενα – µεταβλητές) µέσω του 

µετασχηµατισµού των συντεταγµένων τους (Κεφάλαιο 1ο.) 

Η υπεροχή της µεθόδου της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών σε 

σχέση µε τις άλλες µεθόδους της Παραγοντικής Ανάλυσης συνίσταται στην 

περιγραφή των ποιοτικών σχέσεων µεταξύ των δύο νεφών. Τα δάνεια της µεθόδου 

από την µέθοδο της Κανονικής Ανάλυσης (Analyse Canonique) και την µέθοδο της 

∆ιακριτής Ανάλυσης (Analyse Discrimante) µαζί µε έναν εκ νέου ορισµό της 

αδράνειας του νέφους, επιτρέπουν τη συνολική περιγραφή του φαινοµένου που 

περιγράφει ο αρχικός πίνακας δεδοµένων µέσω του προσδιορισµού των σχέσεων 

µεταξύ όλων των µεταβλητών, των σχέσεων όλων των αντικειµένων καθώς και των 

σχέσεων που υπάρχουν µεταξύ των αντικειµένων και όλων των µεταβλητών. Για την 

Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών ο ρόλος των γραµµών και των στηλών ενός 
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πίνακα είναι συµµετρικός, µε συνέπεια να θεωρείται η ιδανικότερη στατιστική 

µέθοδος για την επεξεργασία πινάκων συχνοτήτων (σχετικών – απολύτων), διπλής 

εισόδου, συµπτώσεων, δεικτών καθώς και λογικών πινάκων µε στοιχεία 0 και 1.  

Η εποπτική παρουσίαση του φαινοµένου που περιγράφουν τα αντικείµενα και 

οι µεταβλητές ενός τέτοιου πίνακα επιτυγχάνεται µε την προβολή τους σε - όχι 

περισσότερα των τριών - επίπεδα γραφήµατα. Σκοπός της παρουσίασης αυτής είναι 

να διατηρηθεί, όσο το δυνατόν περισσότερο, ακέραιη η πληροφορία του πίνακα 

δεδοµένων. Σ’ αυτή την περίπτωση ο όρος πληροφορία έχει την ίδια εννοιολογική 

σηµασία µε αυτόν της εντροπίας που απαντάται στην Θεωρία της Πληροφορίας του 

Shannon. 

Στο κεφάλαιο αυτό, θα επιχειρήσουµε µία παρουσίαση της µεθόδου µε σκοπό 

των καθορισµό των ιδιαίτερων χαρακτηριστικών της που αναφέρονται στον 

συσχετισµό των δύο νεφών. Το ύφος της παρουσίασης θα είναι το ίδιο µε αυτό που 

ακολουθήθηκε στο πρώτο κεφάλαιο καθώς θεωρείται ότι η µαθηµατική περιγραφή 

της µεθόδου είναι αναγκαία για την αποσαφήνιση των βασικών αρχών που 

διαπραγµατεύονται στην µέθοδο. Τέλος, θα προσπαθήσουµε να δείξουµε ότι η 

προσέγγιση της µεθόδου µε την γεωµετρική σκέψη του Benzecri την καθιστά ικανό 

εργαλείο για την αναπαράσταση  του συνόλου των σχέσεων µεταξύ δύο  συνόλων σε 

ευκλείδειο χώρο (Diday, 1982). 

 

 

2.1.  ΠΙΝΑΚΕΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΩΝ 

 

 Τα άτοµα ενός πληθυσµού µπορούν να ταξινοµηθούν µε βάση τα 

χαρακτηριστικά τους. Στην περίπτωση που το χαρακτηριστικό (µεταβλητή) είναι 

µοναδικό, µία ταξινόµηση µπορεί να είναι είτε διακριτή (δύο κατηγορίες του 

χαρακτηριστικού) είτε πολλαπλή (παραπάνω κατηγορίες).    

Κάθε τέτοια ταξινόµηση οφείλει να είναι εξαντλητική (exhaustive) και 

αποκλειστική (mutually exclusive) ( Everitt, 1977). Η «εξάντληση» αναφέρεται στην 

εξάντληση όλων των κατηγοριών που απαιτούνται για την κατάταξη των µελών ενός 

πληθυσµού. Αντίστοιχα η «αποκλειστικότητα» αναφέρεται στην αποκλειστική χρήση 

µιας κατηγορίας ανά άτοµο.  

 Σε µία τέτοια περίπτωση, ο πληθυσµός (ή πιο συγκεκριµένα το τυχαίο δείγµα 

του πληθυσµού) n µπορεί να ταξινοµηθεί στις κατηγορίες της κάθε µεταβλητής µε 
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µορφή αριθµητικών συχνοτήτων (απολύτων nij ή σχετικών 
n
n

f ij
ij = ), όπου κάθε 

αριθµός δηλώνει (σε απόλυτη ή σχετική τιµή) τον αριθµό των ατόµων που 

ταξινοµήθηκαν σε κάθε κατηγορία. Στην περίπτωση που οι µεταβλητές είναι δύο ή 

περισσότερες αυτή η ταξινόµηση µπορεί να δοθεί µε την µορφή ενός πίνακα 

συχνοτήτων. Στον παρακάτω πίνακα (Σχήµα 2.1.) παρατηρούµε την διδιάστατη 

ταξινόµηση του δείγµατος n ατόµων ως προς δύο χαρακτηριστικά Χ και Υ, όπως 

αυτή περιγράφεται από έναν διδιάστατο πίνακα σχετικών συχνοτήτων fij. Η 

µεταβλητή Χ αντιστοιχεί στις i  γραµµές του πίνακα και προσδιορίζεται από τις p 

κλάσεις (κατηγορίες) Ι. Αντίστοιχα η µεταβλητή Υ αντιστοιχεί στις  j στήλες του 

πίνακα και προσδιορίζεται από τις q κλάσεις J.    

  

Υ

fij

1                         j                         J

 

 

 1 
 
 
i 
 
 
 
I 

 
Χ

 

 

 

 

 Σχήµα 2.1.  Πίνακας συχνοτήτων των µεταβλητών Χ και Υ 
 

 

Η πιθανότητα µιας παρατήρησης να ανήκει στην i κατηγορία της γραµµής - 

µεταβλητής καθώς και στην j κατηγορία της στήλης - µεταβλητής είναι: pij. Η σχέση 

που συνδέει την fij σχετική συχνότητα που παρατηρείται στο (i, j) κελί µε την 

παραπάνω πιθανότητα είναι περίπου σχέση ισότητας: ijij pf ≈ . Απαραίτητη συνθήκη 

είναι η ύπαρξη της πολυκανονικής κατανοµής των µεταβλητών Χ και Υ (Mood and 

Graybill,1963). Στην ουσία, ο παραπάνω πίνακας περιγράφει, για αρκετά µεγάλο  n, 

την κοινή κατανοµή πιθανότητας των δύο µεταβλητών Χ και Υ.  

Σε αντιδιαστολή µε την έννοια της κοινής ταξινόµησης των δύο 

χαρακτηριστικών, εισάγεται η έννοια της ταξινόµησης του δείγµατος από τον ένα 
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χαρακτήρα και προσδιορίζεται ως περιθώρια ταξινόµηση (marginal classification) 

(Lancaster, 1969) 

Η ταξινόµηση των n ατόµων ως προς την µεταβλητή Χ προσδιορίζεται από τις 

περιθώριες συχνότητες fi.:  

∑
=

=
q

1j
ij.i ff .  

Το σύνολο των fi. συνιστά την περιθώρια συχνότητα της γραµµής – µεταβλητής fi. 

Αντίστοιχα, η ταξινόµηση των n ατόµων ως προς την µεταβλητή Υ προσδιορίζεται 

από τις περιθώριες συχνότητες f.j:  

∑
=

=
p

1i
ijj. ff .  

Το σύνολο των f.j συνιστά την περιθώρια συχνότητα της στήλης – µεταβλητής fj. 

Η πιθανότητα µιας παρατήρησης να ανήκει αποκλειστικά στην κλάση i της 

µεταβλητής Χ είναι p  και η πιθανότητα της ίδιας παρατήρησης να ανήκει στην j 

κλάση της µεταβλητής Υ είναι p ., αντίστοιχα. Οι πιθανότητες αυτές µπορούν να 

υπολογιστούν µε βάση τους συντελεστές µέγιστης πιθανοφάνειας:  

i

j

.i

^

i fp =  και   (Mood and Graybill,1963). j.

^

j fp =

 

Η παρατήρηση αυτή, µας επιτρέπει να ταυτίσουµε την περιθώρια κατανοµή 

πιθανότητας της µεταβλητής Χ µε την περιθώρια συχνότητα της γραµµής 

µεταβλητής:  

pI=fI  

Αντίστοιχα η περιθώρια κατανοµή πιθανότητας της µεταβλητής Υ προσδιορίζεται 

από την περιθώρια συχνότητα της στήλης – µεταβλητής:  

pJ=fJ

 

Ανακεφαλαιώνοντας, η πληροφορία που µας παρέχει ένας πίνακας 

συχνοτήτων δύο µεταβλητών Χ και Υ αναλύεται στην πληροφορία που έχουµε για 

την περιθώρια κατανοµή της µεταβλητής Χ, την  περιθώρια κατανοµή πιθανότητας 

της Υ καθώς και της κοινής κατανοµής πιθανότητας των Χ και Υ (Σχήµα 2.2). 
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 1                          j                         J
 

 
 

pi.

 
 

1 
 
 
i 
 
 
 
I 

 

p

p.j

 

 

 

 

 1 
 

 

Σχήµα 2.2.: Πίνακας των κατανοµών πιθανότητας pIJ, pI. και pJ.  

 

 

 

2.2. ΧΩΡΟΙ ΚΑΙ ΝΟΜΟΙ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΣΤΗΝ ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΗ 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΩΝ 

 

Ας θεωρήσουµε το σύνολο Ι καθώς και το δυναµοσύνολο του P(Ι). 

Ονοµάζουµε µετρική m την απεικόνιση m ορισµένη στο (Ι,P(I)): 

   ℜ⎯→⎯m)I(P .

 H m έχει τις παρακάτω ιδιότητες (Cailliez, 1976): 

•  ( ) 0m =∅

• )B(m)A(m)BA(mBA +=∪⇒∅=∩  (προσθετική ιδιότητα) 

 

Επίσης η µετρική m είναι: 

• Φραγµένη: m(Α) φραγµένο, )I(PA ∈∀  

• Μη αρνητική:  ,0)A(m ≥ )I(PA ∈∀  

• Οµοιόµορφη (uniform): m({i})=C=σταθερό, Ii ∈∀ . 

 

Η µετρική m προσδιορίζεται από τα στοιχεία {}( )immi = . 
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 H θεωρία των Πιθανοτήτων έχει άµεση σχέση µε την θεωρία του µέτρου 

(measure theory). Ονοµάζουµε µέτρο πιθανότητας p, µια θετική µετρική p ορισµένη 

στο (Ι, P(I)), η οποία και συνιστά µία απεικόνιση του P(I) στον χώρο των θετικών 

αριθµών : +ℜ

 P(I) . +ℜ⎯→⎯p

Η p έχει τις παρακάτω ιδιότητες: 

• p (Ι)=1 

• )B(p)A(p)BA(pBA +=∪⇒∅=∩ , )I(PB,A ∈∀  

 

Ο νόµος πιθανότητας ταυτίζεται µε το µέτρο πιθανότητας. O νόµοs πιθανότητας ή 

κατανοµή πιθανότητας p ορίζεται από τα στοιχεία pi, { Ii ∈ }, όπου: 

pi=p{(i)},  και 1p0 i ≤≤ ∑
∈

=
Ii

i 1p . 

 

Στην γενική περίπτωση των συνόλων Ι και P(Ι), µπορούµε να πούµε ότι µια µετρική 

m φραγµένη και θετικά ορισµένη στο (Ι,P(Ι)) συνδέεται µε τον νόµο πιθανότητας p ο 

οποίος και ορίζεται στο (Ι,P(Ι)) ως εξής: 

 
)I(m
)A(m)A(p = , )I(PA ∈∀ .   (Cailliez, 1976) 

 

Στην περίπτωση του πίνακα συχνοτήτων δύο ποιοτικών µεταβλητών (για τις 

ανάγκες τις Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών) θεωρούµε αρχικά τα δύο 

πεπερασµένα σύνολα των κλάσεων των µεταβλητών. Πιο συγκεκριµένα, ονοµάζουµε 

Ι: το σύνολο των κλάσεων της µεταβλητής Χ και  J: το σύνολο των κλάσεων της 

µεταβλητής Υ. Ο απόλυτος αριθµός του κάθε συνόλου είναι  για µεν το Ι: card(I)=p, 

για δεν το J: card(J)=q. 

 

Τα σύνολα I, J,  καθώς και το σώµα των αντικειµένων Κ είναι 

εφοδιασµένα µε τις αντίστοιχες µετρικές (νόµους πιθανότητας): 

JI ×

• τον νόµο πιθανότητας pIJ, ο οποίος ορίζεται στο σύνολο ( JI × , P( )) µέσω 

της σχέσης: ,  

JI ×

{ } ijIJ p)j,i(p = 1p0 ij ≤≤ , 
( )
∑

×∈

=
JIj,i

ij 1p  
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• τον νόµο πιθανότητας pI, ο οποίος ορίζεται στο σύνολο ( I , P(Ι)) µέσω της 

σχέσης:   {} ∑
=

==
q

1j
ij.iI pp)i(p , 1p0 .i ≤≤ , 1p

Ii
.i =∑

∈

 

• τον νόµο πιθανότητας pJ, ο οποίος ορίζεται στο σύνολο (J, P(J)) µέσω της 

σχέσης: ,  { } ∑
=

==
p

1i
ij.jJ pp)j(p 1p0 .j ≤≤ , 1p

Jj
j. =∑

∈

 

• τον νόµο πιθανότητας p, ο οποίος ορίζεται στο σύνολο K των n αντικειµένων 

µέσω της σχέσης:  +ℜ⎯→⎯p)K(P ,
n
1p k =  Kk ∈∀ . 

Οι παραπάνω σχέσεις περιγράφονται γραφικά από το παρακάτω σχήµα (Σχήµα 

2.3.) 

 

 

Σχήµα 2.3.: Σύνολα και µετρικές πιθανότητας σε πίνακα συχνοτήτων 

y

(J, P(J), pJ)

(x,y)
)p),JI(P,JI( IJ××  

(I, P(I), pI)x

Κ, P(Κ), p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.3. ΧΩΡΟΙ ΚΑΙ ΣΧΕΣΕΙΣ ΜΕΤΑΞΥ ΤΩΝ ΧΩΡΩΝ ΣΤΗΝ 

 ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΩΝ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΩΝ  

 

Θεωρούµε αρχικά το διανυσµατικό χώρο (σώµα) των αντικειµένων 

F= καθώς και τους διανυσµατικούς χώρους Εnℜ 1=  και Εpℜ 2= . Οι χώροι αυτοί 

αποτελούν τους χώρους των µετρικών των δύο ποιοτικών µεταβλητών Χ και Υ και 

αντίστοιχα ορίζονται στα σύνολα Ι και J, τα οποία και περιγράφουν αντίστοιχα την 

τάξη του κάθε χώρου.  

qℜ

 Ονοµάζουµε F*, Ε1*, Ε2* τους δυϊκούς χώρους (χώρους των συναρτήσεων) 

των F, Ε1 και Ε2 αντίστοιχα. Ο χώρος Ε1* αντιστοιχεί στον χώρο των δεικτριών 
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µεταβλητών { Ii/x i }∈  της µεταβλητής Χ. Αντίστοιχα ο χώρος Ε2* αντιστοιχεί στον 

χώρο των δεικτριών µεταβλητών { }Jj/y j ∈  της µεταβλητής Υ  

(Σηµείωση: . Όµοια για y( ) Ii,Fk,
q)k(x,0)k(x
q)k(x,1)k(x

1,0F
ii

iixi ∈∈
⎩
⎨
⎧

≠=
==

⇒⎯→⎯ j. (Cailliez, 

1976)). 

Οι σχέσεις (α) που συνδέουν τους παραπάνω χώρους αντιστοιχούν στις µετρικές  , 

,  καθώς και στις απεικονίσεις  και και περιγράφονται από το 

παρακάτω σχήµα (Σχήµα 2.4.).  

pD

pID pJD 'X 'Y

 

Σχήµα 2.4.: Σχήµα δυϊκότητας (α) 

DpJ

F

F*

Dp

E2

X

E1* E2*

X’Y’ 

DpI

Y 

E1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οι µετρικές Dp, DpI και DpJ αντιστοιχούν στους νόµους πιθανότητας pk, pI και 

pJ, ενώ οι απεικονίσεις και θεωρούνται ως οι αντίστροφες των απεικονίσεων Χ 

και Υ. Η παραπάνω δυϊκή αναπαράσταση µας επιτρέπει να επαναπροσδιορίσουµε τις 

µετρικές D

'X 'Y

pI και  DpJ µε σύνθεση συναρτήσεων (Cailliez, 1976). Μ’ αυτό τον τρόπο η  

DpI γράφεται: 

•   'XDXD ppI =

και ορίζει στον Ε1* µία τετραγωνική µορφή, η οποία και συνδέεται µε τον διαγώνιο 

πίνακα των περιθώριων πιθανοτήτων pi.: 

( ) ∑
⎩
⎨
⎧

=
≠

==
K .i

j
k

i
kijp ji,p

ji,0
xx

n
1'XXD  

Αντίστοιχα, η DpJ γράφεται ως: 

• '  YDYD ppJ =

και ορίζει στον Ε2*  µία τετραγωνική µορφή η οποία και συνδέεται µε τον διαγώνιο 

πίνακα των περιθώριων πιθανοτήτων p.j: 
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( ) ∑
⎩
⎨
⎧

=
≠

==
K j.

j
k

i
kijp ji,p

ji,0
yy

n
1'YYD  

Οι παραπάνω µετρικές συνιστούν ισοµορφισµούς µεταξύ των χώρων και 

επιτρέπουν µέσω των αντίστροφων τους απεικονίσεων την δηµιουργία νέων 

µετρικών. Μ’ αυτό τον τρόπο οι σχέσεις (Cailliez, 1976): 

• ( ) *
11

1
p

pI
1 EE:'XDXD →= −  και 

• ( ) *
22

1
p

pJ
1 EE:'YDYD →= −  

ορίζουν αντίστοιχα τις µετρικές των χώρων Ε1* και Ε2*. 

 

Η γραµµική απεικόνιση : 

•  1
*
2p EE:'YDXP →=

επιτρέπει την µεταφορά ανάµεσα στους χώρους Ε2* και Ε1και συνδέεται µε τον 

πίνακα των πιθανοτήτων pij: 

( ) ∑ ==
K

ij
j
k

i
kp pyx

n
1'YDX  

 

Αντίστοιχα η γραµµική απεικόνιση (ανάστροφη της P): 'P

•  2
*
1p EE:'YDY'P →=

επιτρέπει την µεταφορά ανάµεσα στους χώρους Ε1* και Ε2 και συνδέεται µε τον 

ανάστροφο πίνακα των πιθανοτήτων pij. 

 

Τέλος ορίζουµε τις απεικονίσεις (Cailliez, 1976): 

• *
1

*
2

pI
11 EE:PDB →=  και 

• *
2

*
1

pJ
12 EE:PDB →=  

Η Β1 αντιστοιχεί στον νόµο της «υπό συνθήκη» πιθανότητας , ο οποίος ορίζεται 

στο (J, P(J)) και έχει ως στοιχεία τις πιθανότητες: 

i
Jp

Ii,
p
p

p
.i

iji
j ∈= . 

Η Β2 αντιστοιχεί στον νόµο της «υπό συνθήκη» πιθανότητας , ο οποίος ορίζεται 

στο (I,P(I)) και έχει ως στοιχεία τις πιθανότητες: 

j
Ip
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.Jj,
p
p

p
j.

ijj
i ∈=  

Το σύνολο των συγκεκριµένων σχέσεων (β) περιγράφεται στο σχήµα 2.5. 

 

Β2

Σχήµα 2.5.: Σχήµα δυϊκότητας (β) 

pJ
1D

pI
1D

Ε1 Ε2

Ε1* Ε2*

P’P

Β1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.4. ΝΕΦΗ ΣΗΜΕΙΩΝ – ΚΕΝΤΡΑ ΒΑΡΥΤΗΤΑΣ ΤΩΝ ΝΕΦΩΝ 

 

Οι προηγούµενες σχέσεις Β1 και Β2  εκφράζουν την «συµµετρική» ιδιότητα 

του πίνακα συχνοτήτων. Η ιδιότητα αυτή επιτρέπει την περιγραφή της i ( ) 

γραµµής στο σύνολο J, και αντιστρόφως. Η παρουσίαση αυτή, παίρνει γραφικά την 

µορφή νέφους σηµείων σε πολυδιάστατο χώρο. 

Ii ∈

Ονοµάζουµε νέφος αντικειµένων Ν(Ι) το σύνολο: 

( ){ }Ii/f,f)I(N .i
i
J ∈= . 

Κάθε γραµµή i συνδέεται µε το «προφίλ» της  στο J και αντιστοιχεί σε σηµείο του 

: 

i
Jf

qℜ

 ( )i
q

i
j

i
1

i
J f,...,f,...,ff =  

µε συντεταγµένες τις «υπό συνθήκη πιθανότητες»: 

  . 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈=≥ ∑
j

i
j

i
j

i
j Jj/1p,0p,p

 Το «προφίλ»  συνιστά την τιµή της απεικόνισης  - σχέση µετάβασης (transition 

probabiliste) του συνόλου Ι στο σύνολο J - και απεικονίζει την γραµµή i στο νόµο 

πιθανότητας  του J (Bastin, 1980). 

i
Jf I

Jf

i
Jf
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 Κάθε γραµµή i συνδέεται επίσης και µε το βάρος της fi. το οποίο και εκφράζει 

αριθµητικά την σηµαντικότητα της  γραµµής στον χώρο των µεταβλητών.  

Στην ουσία, το νέφος Ν(Ι) περιγράφει την σταθµισµένη «υπό συνθήκη» κατανοµή 

πιθανότητας των γραµµών του πίνακα στον χώρο των στηλών του. 

Το βαρύκεντρο GJ  του νέφους N(I), αντιστοιχεί στο σηµείο του : qℜ

  J

p

1i

i
J.iJ fffG == ∑

=

αποτελεί την τιµή της µετρικής vJ ορισµένης στο Ι και εκφράζει τον σταθµισµένο 

µέσο όρο των «προφίλ» . i
Jf

 Ονοµάζουµε νέφος µεταβλητών N(J) το σύνολο: 

 ( ){ }Jj/f,f)J(N .j
j

I ∈=  

 Κάθε στήλη  j συνδέεται µε το «προφίλ» της στο Ι και αντιπροσωπεύει σηµείο του  

, το οποίο µε µορφή συντεταγµένων είναι το εξής: 

J
If

pℜ

 ( )j
p

j
j

j
1

j
I f,...,f,...,ff = . 

Όπως και προηγουµένως, το προφίλ εκφράζει τον νόµο πιθανότητας µε τον οποίο 

αντιπροσωπεύεται η στήλη j στο σύνολο Ι.  Το βάρος f

J
If

.j εκφράζει την στάθµιση αυτής 

της αντιπροσώπευσης. 

Το σηµείο GΙ του , αντιστοιχεί στο βαρύκεντρο του νέφους N(J): pℜ

  I

q

1j

j
Ij.I fffG == ∑

=

και αποτελεί τον σταθµισµένο µέσο όρο των «προφίλ»  J
If .

 

 

2.5. ΑΠΟΣΤΑΣΕΙΣ ΣΗΜΕΙΩΝ ΓΡΑΜΜΩΝ ΚΑΙ ΣΗΜΕΙΩΝ ΣΤΗΛΩΝ 

 

Συνεχίζοντας την ανάλυση του νέφους Ν(Ι), αναφερόµαστε στον χώρο  

και την κανονική του βάση 

qℜ

{ }q,...,1j/e j = . Ο χώρος αυτός είναι εφοδιασµένος µε την 

µετρική q, η οποία (όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως) ορίζεται ως εξής (Lerman, 

1981): 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
= jh,

f
1

jh,0
)e,e(q

j.

hj  

 

Η µετρική q, η οποία ονοµάζεται µετρική του Χ2, διαφέρει της συνήθους ευκλείδειας 

και ορίζει την απόσταση µεταξύ δύο γραµµών i και i’: 

 ( ) ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

q

1j '.i

j'i

.i

ij

j.

2

f
f

f
f

f
1'i,id . 

 

Η εισαγωγή της µετρικής του  Χ2 κρίνεται αναγκαία καθώς ικανοποιεί τόσο 

αλγεβρικούς όσο και στατιστικούς λόγους: 

 

α) Ο αλγεβρικός λόγος προσδιορίζεται από την συνθήκη της «κατανεµηµένης 

 ισοδυναµίας» (equivalence distributionnelle), σύµφωνα µε την οποία αν δύο 

 γραµµές (ή στήλες) του πίνακα δεδοµένων ενωθούν σε µία, δεν αλλάζει η 

 απόσταση µεταξύ των αντίστοιχων κατανοµών τους.  

β) Ο δεύτερος λόγος έχει σχέση µε τον ορισµό της αδράνειας του νέφους και θα 

 αναπτυχθεί σε άλλη παράγραφο. 

Αντίστοιχα, ο διανυσµατικός χώρος του νέφους N(J) είναι εφοδιασµένος µε την 

q* µετρική του Χ

pℜ
2, η οποία ως προς την κανονική βάση του χώρου 

ορίζεται ως εξής: { p,...,1i/fi = }

 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
=

'ii,
f
1

'ii,0
)f,f(*q

.i

'ii  

Η απόσταση µεταξύ δύο στηλών j και j’ του συνόλου N(J) είναι: 

 ( ) ∑
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

p

1i 'j.

'ij

j.

ij

.i

2

f
f

f
f

f
1'j,jd . 

 

 

2.6. ΧΩΡΟΣ SIMPLEX ΤΩΝ ΝΟΜΩΝ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ  

 

Πριν αρχίσουµε την περιγραφή του  χώρου simplex των νόµων πιθανοτήτων, 

οφείλουµε να διασαφηνίσουµε κάποιες λεπτοµέρειες που αφορούν τον συµβολισµό 
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των χώρων µετρικών και συναρτήσεων. Σε αυτή την παράγραφο , καθώς και στην 

επόµενη, θα ονοµάζουµε Ε1, Ε2: τους χώρους των συναρτήσεων και Ε1*, Ε2*: τους 

χώρους των µετρικών. Αυτή η παρέµβαση βασίζεται στον ορισµό του δυϊκού χώρου 

ενός χώρου και διευκολύνει στην κατανόηση εννοιών που αφορούν στην αλγεβρική 

δοµή των χώρων. 

Θεωρούµε τον νόµο πιθανότητας p, ο οποίος ορίζεται στο σύνολο (Ι, P(I))και 

αντιστοιχεί στο διάνυσµα (Cailliez, 1976): 
*

1
*
i

Ii
i Eepp ∈= ∑

∈

. 

Οι γραµµικές µορφές συµβολίζουν στον Ε*
ie 1* τους «κεντροποιηµένους» νόµους 

πιθανότητας οι οποίοι και συνδέουν σε µία ακολουθία στοιχείων του Ι τις εξής 

ιδιότητες: 

   ,0pi ≥ ∑
∈

=
Ii

i 1p .

Οι γραµµικές µορφές p συνιστούν «κυρτό γραµµικό συνδυασµό» των  *
ie .

Ο χώρος: 

  *
1

Ii Ii
ii

*
iiI E1p,op,epp/pS ⊂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=≥== ∑ ∑
∈ ∈

ονοµάζεται «simplex των νόµων πιθανότητας στο Ι». 

Στην περίπτωση που , ο χώρος S3
1*E ℜ= I δίνεται από το σχήµα (Σχήµα 2.6.) 

 

Σχήµα 2.6.: Ο χώρος SI

Ο SI αντιστοιχεί στο 
τρίγωνο ( ) *

3
*
2

*
1 e,e,e

Sp
Se*

i

∈
∈

 . p 

e3*

e2*

e1*

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Όπως παρατηρούµε στο παραπάνω σχήµα ο χώρος SI είναι διδιάστατος, είναι 

δηλ. κατά µία διάσταση µικρότερος του χώρου .  Αυτό προκύπτει από το γεγονός 

ότι ο χώρος S

3ℜ

I συνιστά ένα «σύστηµα µαζών» µε άθροισµα µονάδα ( .  )1eee *
3

*
2

*
1 =++
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Αυτή η διαπίστωση µπορεί να γενικευτεί και για χώρους µε διάσταση µεγαλύτερη του 

τρία.  Ανάλογα ορίζεται και ο χώρος SJ «simplex των νόµων πιθανότητας στο J». 

Το νέφος Ν(Ι) είναι υπόχωρος του SJ και αντίστοιχα το νέφος Ν(J) είναι 

υπόχωρος του SI. 

 

 

2.7. ΑΠΟΣΤΑΣΗ ΤΟΥ Χ2 ΜΕΤΑΞΥ ΤΩΝ ΝΟΜΩΝ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ 

 

Στην Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών επιθυµούµε – κατ’ αντίστοιχο 

τρόπο µε την γενική µορφή της Παραγοντικής ανάλυσης – να προσδιορίσουµε έναν 

αριθµό νέων πραγµατικών µεταβλητών, οι οποίες είναι «κεντροποιηµένες» και 

ορίζουν µία νέα ορθοκανονική βάση του νέφους.  Παρόλα αυτά, η αναζήτηση των 

νέων µεταβλητών προϋποθέτει και µία αντίστοιχη έρευνα στον χώρο των µετρικών, 

καθώς οι δύο παραπάνω χώροι είναι άρρηκτα συνδεδεµένοι µε τους µεταξύ τους 

ισοµορφισµούς. Σε αυτή την παράγραφο, θα εµβαθύνουµε σε αυτές τις σχέσεις 

µεταξύ των χώρων και θα δείξουµε ότι η δηµιουργία των νέων µεταβλητών έχει 

άµεση σχέση µε τις διεργασίες που συντελούνται στον χώρο των µετρικών. Ο χώρος 

αυτός προσδιορίζεται από την µετρική του Χ2. 

 

Ο χώρος των µετρικών του συνόλου των αντικειµένων Ι, χαρακτηρίζεται από το 

σύνολο των «στοιχειωδών» πιθανοτήτων pi: 

   και . 0pi ≥ 1

*

p
Ii

i =∑
∈

Οι παραπάνω πιθανότητες ορίζουν τον νόµο πιθανότητας pI, ο οποίος (σύµφωνα µε 

την προηγούµενη παράγραφο) αντιστοιχεί στο διάνυσµα : 

  ESepp 1I
Ii

*
ii ⊂∈= ∑

∈

Αντίστοιχα ο χώρος Ε1 των πραγµατικών µεταβλητών a των ορισµένων στο σύνολο Ι, 

προσδιορίζεται από το διάνυσµα: 

  1
Ii

ii Eapa ∈= ∑
∈

Η απεικόνιση : 

  i
Ii

iap)a(p ∑
∈

=
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προσδιορίζει την µέση τιµή της µεταβλητής a και αντιστοιχεί στο κέντρο βαρύτητας 

του νέφους Ν(Ι). 

 Ο χώρος των µεταβλητών Ε1 είναι εφοδιασµένος µε την µετρική Dp: 

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠=

ji,1)e,e(D

ji,0)e,e(D

jip

jip

Αντίστοιχα ο χώρος των µετρικών είναι εφοδιασµένος µε την µετρική 
p

1D : 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠=

ji,1)e,e(D

ji,0)e,e(D

ji
p

1

ji
p

1

 

Συνδέοντας τις παραπάνω µετρικές: 

 ( ) ( b,aDbD,aDD
Eb
Ea

ppp
p

1
1

1 =⇒
⎭
⎬
⎫

∈
∈ )  (Cailliez,1976) 

Ο χώρος των «κεντροποιηµένων» µεταβλητών αντιστοιχεί σε υπόχωρο Η 

συµπληρωµατικό και Dp- ορθογώνιο στην ευθεία ∆j. H ευθεία αυτή παράγεται από το 

διάνυσµα:  ∑
∈

=
Ii

iej :

  ( ){ }0j,aD,Ea/aH

HE

p

j

=∈=

⊕∆=

Ο περιορισµός της µετρικής Dp στον υπόχωρο Η, ονοµάζεται «µετρική της 

διακύµανσης – συνδιακύµανσης»: 

)b,acov(bap)b,a(D
Hb
Ha

)avar(ap)a(D)a,a(DHa

Ii
iiip

Ii

2
iipp

==⇒
⎭
⎬
⎫

∈
∈

===⇒∈

∑

∑

∈

∈

 

Η ευθεία ∆j αντιστοιχεί στον χώρο Ε1* στην ευθεία ∆p, η οποία και παράγεται 

από τον νόµο πιθανότητας p: 

{ }ℜ∈αα==∆=∆⇒= ,pm/m)(D)j(Dp jppp . 

Το υπερεπίπεδο Η των «κεντροποιηµένων» µεταβλητών αντιστοιχεί στο υπερεπίπεδο 

 των µετρικών «ολικής µάζας» µηδέν: *EG 1⊂

  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=== ∑
∈Ii

ip 0m/m)H(DG .

 ∑
∈

===⇔∈
Ii

i
p

1 0m)j(m)p,m(DGm  
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Η ευκλείδια νόρµα της «διακύµανσης –συνδιακύµανσης», η οποία και 

συνιστά τον περιορισµό της µετρικής Dp στο υπερεπίπεδο Η, αντιστοιχεί στην «νόρµα 

του Χ2 µε κέντρο p» η οποία και αντιστοιχεί  στον περιορισµό της µετρικής 
p

1D  στο 

υπερεπίπεδο G (Cailliez, 1976) (Σχήµα 2.7).  

 

 

 

  

.0 

.p 

∆p 

G 

G+p 
• Ο χώρος SI περιέχεται στο υπερεπίπεδο 

G+p: 
pGSI +⊂  

 
• ( ) Gpq0pqSq

Ii
iiI ∈−⇒=−⇒∈ ∑

∈

 

Σχήµα 2.7.: «Κεντροποίηση» του χώρου των µετρικών 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η νόρµα του Χ2 µε κέντρο p που ορίζεται στον χώρο SI ονοµάζεται «απόσταση του 

Χ2 µε κέντρο p»: 
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2.8. ΣΥΝ∆ΕΣΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ – ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΤΟΥ PEARSON 

 

O Κ.Pearson (1900) διατύπωσε ένα κριτήριο σύµφωνα µε το οποίο µπορούµε 

να ελέγξουµε την προσαρµογή µιας τυχαίας κατανοµής συχνοτήτων σε έναν 

θεωρητικό νόµο πιθανότητας. Το κριτήριο αυτό έχει το όνοµα του Pearson, 
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ονοµάζεται έλεγχος του Χ2 και ελέγχει την σύνδεση ή αλλιώς την «στοχαστική 

ανεξαρτησία» δύο ποιοτικών µεταβλητών x και y. 

Πιο συγκεκριµένα θεωρούµε: 

• Τον νόµο πιθανότητας pIJ στο ( )JI(P,JI ×× ), που ορίζεται από τις 

«στοιχειώδεις» πιθανότητες pij 

 

τους περιθώριους νόµους πιθανότητας: 

• pI στο σύνολο (I,P(I)), που ορίζεται από τις «στοιχειώδεις» πιθανότητες: 

∑
∈

=
Jj

ij.i pp  

• pJ στο σύνολο (J,P(J)), που ορίζεται από τις «στοιχειώδεις» πιθανότητες: 

∑
∈

=
Ii

ijj. pp  

 

και τις υποθέσεις: 

• Η0= Οι µεταβλητές x και y είναι ανεξάρτητες: j..iij ppp =  για κάθε ζεύγος 

 JI)j,i( ×∈

• Η1: Οι µεταβλητές x και y δεν είναι ανεξάρτητες. 

 

Ξεκινώντας µε την παραδοχή της ισχύος της Η0, θεωρούµε τον θεωρητικό νόµο 

πιθανότητας qIJ στο ( ), που ορίζεται από τις «στοιχειώδεις» πιθανότητες 

q

)JI(P,JI ××

ij= , j..i pp JI)j,i( ×∈ . 

Στην περίπτωση που οι παραπάνω κατανοµές δίνονται σε µορφή διδιάστατου πίνακα 

απολύτων συχνοτήτων, ελέγχουµε την ποσότητα: 

 ∑
×∈

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
JI)j,i( .i

2
j..i

ij
2

n
j.nn

n
nn

n
X  

Εξετάζουµε την τιµή της παραπάνω ποσότητας µε βάση τους πίνακες της κατανοµής 

του Χ2 για (p-1)(q-1) βαθµούς ελευθερίας.  Αν η πιθανότητα που υπολογίζουµε από 

τους πίνακες είναι πολύ µικρή τότε καταρρίπτεται η υπόθεση της ανεξαρτησίας των 

µεταβλητών.  Στην αντίθετη περίπτωση, όταν η πιθανότητα που προσδιορίζουµε από 

τους πίνακες της Χ2 κατανοµής είναι πολύ µεγάλη τότε είµαστε βέβαιοι ότι επιλέξαµε 
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τον κατάλληλο θεωρητικό νόµο για να προσαρµόσουµε στα δεδοµένα του 

φαινοµένου που µελετούµε. 

Το στατιστικό Χ2, όπως αναπτύχθηκε παραπάνω δεν είναι ανεξάρτητο του 

µεγέθους n του δείγµατος. Σε αυτή την περίπτωση είναι προτιµότερη η επιλογή ενός 

άλλου κριτηρίου ανεξάρτητο του µεγέθους. Το κριτήριο αυτό ονοµάζεται κριτήριο 

 (Pearson, 1904) και προκύπτει από το στατιστικό Χ2φ 2, αν αντικαταστήσουµε σ’ 

αυτό τις απόλυτες συχνότητες µε τις αντίστοιχες σχετικές συχνότητες (ή 

πιθανότητες): 

∑
×∈

−
=φ

JI)j,i( j..i

2
j..iij2

pp
)ppp(

. 

Αν θεωρήσουµε ότι ο νόµος πιθανότητας pπ αντιστοιχεί στις παρατηρηθείσες 

πιθανότητες pij και ο θεωρητικός νόµος pθ της στοχαστικής ανεξαρτησίας αντιστοιχεί 

στο γινόµενο , τότε η παραπάνω ποσότητα γίνεται: j..i pp

 ∑
ϑ

ϑπ −
=φ

p
)pp( 2

2  

Η µέγιστη τιµή του  είναι 1 και στην περίπτωση αυτή εµφανίζεται απόλυτη 

σύνδεση µεταξύ των δύο χαρακτηριστικών. 

2φ

Το  του Pearson έχει άµεση σχέση µε την µετρική του Χ2φ 2 που αναπτύχθηκε 

στην προηγούµενη παράγραφο. Πιο συγκεκριµένα, αν θεωρήσουµε τους νόµους 

πιθανότητας pij και qij: 

( )
∑

×∈

−
==φ

JI)j,i( j..i

2
j..iij

IJIJ
2
X

2

pp
ppp

)q,p(d 2
qIJ

. 

Όπως παρατηρούµε η ποσότητα  είναι ίση µε το τετράγωνο της απόστασης του Χ2φ 2 

µε κέντρο qIJ των κατανοµών pIJ και qIJ (Cailliez,1976). 

  για κάθε ζεύγος j..iij
2 ppp0 =⇒=φ JI)j,i( ×∈ . 

 

 

2.9. Α∆ΡΑΝΕΙΑ ΝΕΦΟΥΣ 

 

Η αδράνεια του νέφους Ν(Ι) ως προς το κέντρο µάζας fJ ορίζεται από την 

ποσότητα: 
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Αντίστοιχα, η αδράνεια νέφους Ν(J) ως προς το κέντρο µάζας fI ορίζεται από 

την ποσότητα: 
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Όπως προκύπτει από τις παραπάνω σχέσεις, οι δύο αδράνειες ταυτίζονται. 

Επίσης κάθε µία από αυτές τις ποσότητες ισούται µε την ποσότητα  

(Παπαδηµητρίου, 1994), µε την οποία µετράµε την σχέση εξάρτησης των ποιοτικών 

µεταβλητών x και y. Αυτή η διαπίστωση είναι ιδιαίτερα σηµαντική, γιατί η έννοια 

αδράνεια νέφους εκτός από δείκτη µέτρησης των σχέσεων που παρατηρούνται µεταξύ 

των στοιχείων ενός νέφους (Κεφάλαιο 1

2φ

ο) αποτελεί επίσης και δείκτη µέτρησης των 

σχέσεων που παρατηρούνται µεταξύ των δύο νεφών που χαρακτηρίζουν ένα πίνακα 

συχνοτήτων. 

 

 

2.10. Α∆ΡΑΝΕΙΑ ΚΑΙ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΑ   

 

Η έννοια της πληροφορίας απαντάται συχνά στην επιστήµη της Στατιστικής, 

και συνιστά έναν τεχνικό όρο, ο οποίος έχει όµως πολλές και διαφορετικές ερµηνείες. 

Σε αυτήν την παράγραφο θα παραθέσουµε την άποψη του J.P. Benzecri ( 1973,1992), 

σύµφωνα µε την οποία η πληροφορία (information) ενός πίνακα συχνοτήτων, όπως 

αυτή ερµηνεύεται από την σκέψη των Shannon, Brillouin, Kolmogorov, αντιστοιχεί 

στην ποσότητα της αδράνειας νέφους. Η παρουσίαση που θα ακολουθήσει είναι 

ενδεικτική και αποσκοπεί στην περιγραφή της παραπάνω θέσης. 

 Στην «Θεωρία της πληροφορίας» (information theory) του Shannon η έννοια 

της πληροφορίας είναι ταυτόσηµη µε αυτή της εντροπίας. Πιο συγκεκριµένα, ας 
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υποθέσουµε ότι ένα σύστηµα πληροφορίας περιγράφεται από µία κατανοµή 

πιθανοτήτων (έστω: ) ορισµένη σε ένα πεπερασµένο σύνολο (έστω Ι). 

Θεωρούµε την πραγµατική συνάρτηση Η ορισµένη σε ένα σύνολο κλάσεων 

ισοδυναµίας Α µε τις εξής ιδιότητες (Krantz, 1971): 

Ii,f I ∈

•  0)p(H ≥

• H, συνεχής 

•  ( ) )q(H)p(HqpH +=

 

Η στατιστική εντροπία Η1(p) ορίζεται από την σχέση: 

 i
I

i1 plogp)p(H ∑−=  

Η παραπάνω ποσότητα αντιστοιχεί στην πληροφορία ΙΝ(fI) πους µας παρέχει 

ένα πείραµα πιθανοτήτων, αν υποθέσουµε ότι:  

a) το σύνολο Ι είναι το σύνολο των 2n αποτελεσµάτων h 

b) καθένα από τα αποτελέσµατα h, έχει την ίδια πιθανότητα εµφάνισης ni 2
1f =   

Τότε η αδράνεια ΙΝ(fI) ορίζεται ως εξής: 

 i
I

2i flogffΙΝ( ∑−= )Ι . 

 Στην περίπτωση που το αποτέλεσµα h ορίζεται από το ζεύγος (i, j) δύο 

ανεξαρτήτων µεταβλητών i και j ( jiij fff = ), τότε η πληροφορία που µας παρέχεται 

από το h(i, j) αντιστοιχεί στο άθροισµα της πληροφορίας που µας παρέχουν τα i και j. 

 { } { } { }⇒∈−∈−=∈∈− ∑∑∑ Jj/flogfIi/flogfJj,Ii/flogf j2ji2iij2ij  

  

   . )f(IN)f(IN)f(IN JIIJ +=

 

 

2.11. ΚΑΝΟΝΙΚΕΣ Η «ΚΑΝΟΝΙΚΟΠΟΙΗΜΕΝΕΣ» ΜΟΡΦΕΣ ΤΩΝ 

 ΚΑΤΑΝΟΜΩΝ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ  

      

 Θεωρούµε δύο µέτρα πιθανότητας µ και ν τα οποία και είναι ορισµένα στον 

ίδιο µετρικό χώρο Β. Ο χώρος Β είναι διαµερισµένος σε κλάσεις ισοδυναµίας Mij, 

τέτοιες ώστε: 
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 ,  ijj MB ∪= ∅=∩ ikij MM  

Το του Pearson ως δείκτης της εγγύτητας των παραπάνω κατανοµών µπορεί να 

ορισθεί πιο γενικά ως εξής (Lancaster, 1969): 

2φ

 [ ] 1)B(
)B(1)0(

2
2 =µ

ν=+φ    ή 

 

 
[ ]

)M(
)M(
)M(

)M(
)M(

1)i( ij
j

2

ij

ij

j ij

2
ij2 µ

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

µ

ν
=

µ

ν
=+φ ∑∑  

Ο ορισµός αυτός ερµηνεύει το  ως φραγµένο (bounded) αλλά και ως µη-φραγµένο  

(infinite) στην περίπτωση που =0. 

2φ

)M( ijµ

Στην πρώτη περίπτωση η µετρική ν ονοµάζεται -φραγµένη σε σχέση µε την µ. Αν 

µάλιστα οι µετρικές αυτές είναι και συνεχείς τότε συνιστούν ένα ζεύγος οµογενών 

(homogenus) µετρικών, σύµφωνα µε την θεωρία της πληροφορίας (Kullback,1977). 

2φ

 Ένας άλλος ορισµός που µπορεί να δοθεί στο , βασίζεται στον δείκτη 2φ

µ

ν=Ω
d
d

του Radon –Nikodym της µετρικής µ ως προς την µετρική ν (Lancaster, 

1969): 

 ( )
∫∫∫ µµ

µ

ν

µ

ν Ω=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==+φ dd

d
d

d
d

1 2

22
2  

Εάν η µετρική ν είναι -φραγµένη σε σχέση µε την µ, τότε το Ω του Radon –

Nikodym µπορεί να αναλυθεί σε σειρά οι όροι της οποίας συνιστούν ένα 

ορθοκανονικό σύνολο της µ και επιτρέπουν στην µετρική ν να γραφεί σε κανονική 

µορφή ως εξής: 

2φ

 ( )( ) µµν ξφ+=Ω≡ d1d)x(d 1 , 

όπου ξ1 είναι ο πρώτος όρος του ορθοκανονικού συνόλου. 

Στην περίπτωση των διακριτών µεταβλητών τον πίνακα συχνοτήτων [fij] της 

διακριτής κατανοµής σηµείων, θεωρούµε τον πίνακα Β ( ) µε γενικό 

στοιχείο: 

qp × qp ×

 
j..i

ij
ij ff

f
b =  
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Τότε υπάρχουν ορθογώνιοι πίνακες Μ και Ν µε στοιχεία της πρώτης στήλης .if και 

j.f αντίστοιχα, ώστε ο πίνακας Μ’ΒΝ να γραφεί σε κανονική µορφή: 

 ( )[ ]pq,p1p1 0,,...,,1diagCBN'M −−ρρ==   

Το µπορεί να γραφεί: 2φ

  ∑
−

=

ρ=φ
1p

1i

2
i

2

Οι αριθµοί ρi ονοµάζονται κανονικές συσχετίσεις και αντιστοιχούν στην 

µέγιστη συσχέτιση που µπορεί να παρατηρηθεί µεταξύ των δύο κανονικών 

µεταβλητών, οι οποίες και δίνονται µε την µορφή ορθοκανονικών συνόλων 

ορισµένων στους χώρους των περιθώριων κατανοµών των Χ και Υ του πίνακα 

συχνοτήτων. Τα σύνολα αυτά είναι: 

k

1k
ik

i x∑
=

α=ξ      1
k

2
ik =α∑  

 

k

1k
ik

i xbn ∑
=

=     1b
k

2
ik =∑ . 

 

 

2.12. ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΟΙ ΑΞΟΝΕΣ 

 

 Τα δύο νέφη Ν(Ι) και N(J) αντιστοιχούν σε δύο αναπαραστάσεις του ίδιου 

πίνακα. Η πρώτη γίνεται µέσω των προφίλ – γραµµών και η δεύτερη µέσω των 

προφίλ – στηλών. Οι δύο αυτές αναπαραστάσεις δεν είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, 

συνδέονται όµως µε όρους δυϊκότητας (Escofier, 1990). Ο παραπάνω χαρακτηρισµός 

θεωρείται θεµελιώδης για την Παραγοντική Ανάλυση  (και κατ’ επέκταση για την 

Παραγοντική Ανάλυση  των Αντιστοιχιών) και εκφράζεται από το γεγονός ότι οι δύο 

αναλύσεις έχουν την ίδια ολική αδράνεια, την ίδια διάσταση και το ίδιο µοίρασµα της 

αδράνειας στους παραγοντικούς άξονες. Με βάση αυτή την θεώρηση, η ανάλυση του 

νέφους  Ν(Ι) ερµηνεύει και την αντίστοιχη ανάλυση του νέφους Ν(J). 

Ο πίνακας  του αυτοµορφισµού J
JSOM mσ  του νέφους Ν(Ι) χαρακτηρίζεται 

από τους  τανυστές σJJ και mJJ (Bastin, 1980): 

( )( ){ } { } 'jj
i
'j

i
ji'j

i
'jj

i
ji'jj ffIi/fffIi/fffff −∈=∈−−=σ ∑∑   
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Στην περίπτωση του νέφους Ν(J) ο παραπάνω πίνακας είναι: 

 { } i
'i

j
j

i
'i

i fJj/ffSOM −∈= ∑  

Οι δύο πίνακες και είναι της ίδιας τάξης r, η οποία αντιστοιχεί 

στην µικρότερη διάσταση του πίνακα συχνοτήτων µειωµένη κατά ένα: 

'j
jSOM 'i

iSOM

r=p-1 (p<q)  ή  r=q-1 (q<p). 

Η διαγωνιοποίηση του πίνακα εκφράζεται µέσω των ιδιοτιµών λ'j
jSOM α και των 

αντίστοιχων ιδιοδιανυσµάτων uαJ {α=1,…,r}.  Οι ιδιοτιµές λα είναι µικρότερες ή ίσες 

της µονάδας.  Η ιδιοτιµή λα=1 ονοµάζεται τετριµµένη (trivial) και δεν υπολογίζεται 

στην ανάλυση γιατί στην ουσία αντιστοιχεί στον άξονα που µεταφέρει την αρχή των 

αξόνων στο κέντρο βαρύτητας του νέφους. Οι υπόλοιπες ιδιοτιµές λα {α=1,…,r}, 

δίνονται σε φθίνουσα σειρά: 

 λ1<λ2<…<λα<…<λr

η οποία αντιστοιχεί και στην σειρά διάταξης των παραγοντικών αξόνων, δηλ. η 

µεγαλύτερη ιδιοτιµή αντιστοιχεί στον 1ο παραγοντικό άξονα, κ.ο.κ.. 

Οι παραγοντικοί άξονες ∆uαj του νέφους Ν(Ι) αντιστοιχούν στα κανονικοποιηµένα 

ιδιοδιανύσµατα 
j

j

f
u α (µέτρου: 1

f
u

2

j

j =α ), διέρχονται από το κέντρο µάζας του fJ  και 

ορίζουν την ορθοκανονική βάση του βέλτιστου υπόχωρου. Η αδράνεια που ερµηνεύει 

ο κάθε άξονας ∆uα περιγράφεται από την αντίστοιχη ιδιοτιµή λα. Η αδράνεια 

εκφράζει την ποιότητα αναπαράστασης του νέφους στον κάθε παραγοντικό άξονα και 

είναι µέγιστη. Η ολική αδράνεια του συνόλου των παραγοντικών αξόνων Ιολ 

αντιστοιχεί στην αδράνεια του νέφους Ν(Ι) και περιγράφεται από το άθροισµα των 

ιδιοτιµών λα: 
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 Ιολ=  ∑
=α

αλ=
r

1
))I(N(I

 

Η συµµετοχή του κάθε παραγοντικού άξονα στην ερµηνεία της ποσότητας Ιολ 

εκφράζεται µε το ποσοστό: 

 Ια=
ολ

αλ
I

 

 

Στην περίπτωση που αναφερόµαστε σε συγκεκριµένο γραµµικό συνδυασµό 

παραγοντικών αξόνων U={ ∆u1j,…, ∆uµj/m<r}, τότε το αντίστοιχο ποσοστό γίνεται: 

 IU=
ολ

=
α∑λ

I

m

1i  

Στην πράξη υπάρχουν το πολύ m παραγοντικοί άξονες µε ερµηνεύσιµη αδράνεια 

διάφορη του µηδενός (Παπαδηµητρίου, 1994). 

Οι παραγοντικοί άξονες ∆uαJ αντιπροσωπεύουν στο χώρο «simplex» SJ τις 

συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας φJ=
j

j

f
u

 µε τις εξής ιδιότητες (Benzecri, 1992): 

• Μέση τιµή: { } 0Jj/
f
u

fJj/f
j

j
j

j
j =

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=∈φ∑ ∑  

• ∆ιακύµανση: ( ){ } 1f j
2j =φ∑  

 

Οι συναρτήσεις πιθανότητας φJ ονοµάζονται κύριοι παράγοντες ή κανονικοί 

παράγοντες (δάνειο από την Κανονική Ανάλυση) και συνιστούν την νέα 

ορθοκανονική βάση του χώρου «simplex»  SJ.  Η παρατήρηση αυτή είναι σε άµεση 

συµφωνία µε τις βασικές αρχές της θεωρίας του (που αναπτύχθηκε σε 

προηγούµενη παράγραφο) και επιτρέπει την περιγραφή της διακριτής κατανοµής f

2φ

J 

(και της ) από ένα πεπερασµένο αριθµό ανεξάρτητων και «κανονικοποιηµένων» 

συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας.  Η νέα αυτή θεώρηση του χώρου S

i
Jf

J 

δικαιολογείται και µε όρους της Θεωρίας της Πληροφορίας καθόσον από όλες τις 

κατανοµές πιθανότητας, µόνο η κανονική κατανοµή (και κατ’ επέκταση η 

«κανονικοποιηµένη») παρουσιάζει την µέγιστη εντροπία (αδράνεια) (Κουνιάς, 1991). 
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Ανάλογα ορίζονται και οι παραγοντικοί άξονες ∆uαi του νέφους Ν(J), οι οποίοι 

και αντιστοιχούν στα κανονικοποιηµένα ιδιοδιανύσµατα 
i

i

f
u α (µέτρου: 1

f
u

2

i

i =α ), 

διέρχονται από το κέντρο µάζας του fΙ και ορίζουν την ορθοκανονική βάση του 

βέλτιστου υπόχωρου. Αντίστοιχα οι παραπάνω άξονες ∆uαi ορίζουν την 

ορθοκανονική βάση του χώρου «simplex» SI, ο οποίος και προσδιορίζεται από ένα 

σύστηµα ανεξάρτητων και «κανονικοποιηµένων» συναρτήσεων πυκνότητας 

πιθανότητας ψI, µε τις εξής ιδιότητες: 

• Μέση τιµή: { } 0Ii/
f
ufIi/f

i

i
i

i
i =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∈ψ∑ ∑  

• ∆ιακύµανση: ( ){ } 1fi
2i =ψ∑  

 

Η συσχέτιση µεταξύ του κανονικού παράγοντα φα και της κανονικού παράγοντα 

ψα είναι µέγιστη για κάθε παραγοντικό άξονα α. Η συσχέτιση αυτή ονοµάζεται 

κανονική συσχέτιση (canonical correlation) και αντιστοιχεί στην τετραγωνική ρίζα 

( )αλ  της αντίστοιχης ιδιοτιµής. Η παρατήρηση αυτή συµπίπτει µε την γενική αρχή 

της Ανάλυσης σε Κύριες Συνιστώσες, όπως αυτή διατυπώθηκε από τον Hotelling 

(1930).  

 

Οι φα και ψα είναι συναρτήσεις ορισµένες αντίστοιχα στα σύνολα και Ι και J και 

ονοµάζονται «πυκνότητες» των παραγοντικών αξόνων ∆uαj και ∆uαi (Benzecri, 1992). 

 

 

2.13. ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ 

 

To νέφος Ν(Ι) των κατανοµών των προφίλ-γραµµών   στον χώρο Si
Jf J και το 

νέφος N(J) των κατανοµών των προφίλ-στηλών  στον χώρο Sj
If I, προσδιορίζονται µε 

βάση τις συντεταγµένες τους στους δύο υπόχωρους που ορίζουν οι παραγοντικοί 

άξονες των νεφών. Οι συντεταγµένες των προφίλ  του νέφους Ν(Ι) στον 

παραγοντικό άξονα ∆u

i
Jf

α συνιστούν τον παράγοντα Fα, ο οποίος και ερµηνεύεται ως 

συνεχής τυχαία µεταβλητή που προσδιορίζεται από τον «κανονικοποιηµένο» νόµο 

πιθανότητας νόµο πιθανότητας φα στο SJ: 
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∑∑
=

α

=

α
α φ==

r

1j .i

ij
r

1j .i

ij

j.

j

f
f

f
f

f
u

)i(F  

 

Οι παράγοντες είναι κεντροποιηµένοι (µέση τιµή ίση µε µηδέν) και η διακύµανση 

τους είναι ίση µε λα: 

 0)i(F =α   και  Var(Fα)= λα

Επίσης οι παράγοντες δεν είναι συσχετισµένοι µεταξύ τους: 

 Cov (Fκ, Fµ)=0 

 

Αντίστοιχα ορίζονται οι παράγοντες Gα του νέφους N(J), ως συναρτήσεις 

ορισµένες στο J µε στοιχεία τις συντεταγµένες των προφίλ  στους παραγοντικούς 

άξονες ∆u

j
If

α. Οι παράγοντες Gα ερµηνεύονται ως συνεχείς τυχαίες µεταβλητές που 

χαρακτηρίζονται από τις «κανονικοποιηµένες» κατανοµές πιθανότητας ψα στο SΙ: 

∑∑
=

α

=

α
α ψ==

r

1j j.

ij
r

1j j.

ij

.i

i

f
f

f
f

f
u

)j(G  

 

Οι παράγοντες Gα είναι κεντροποιηµένοι µε διακύµανση ίση µε λα και είναι 

ασυσχέτιστοι µεταξύ τους. 

 0)j(G =α , Var(Gα)= λα και Cov(Gκ, Gµ)=0. 

 

 

2.14. ΣΧΕΣΕΙΣ ΣΥΝ∆ΕΣΗΣ ΤΩΝ ΠΑΡΑΓΟΝΤΩΝ ΣΤΑ ∆ΥΟ ΣΥΝΟΛΑ: 

 ΣΧΕΣΗ ΜΕΤΑΒΑΣΗ ΚΑΙ ΣΧΕΣΗ ΑΝΑΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣ 

 

Οι όροι «παράγοντας» και «κανονικός παράγοντας» συνιστούν δύο 

διαφορετικές εκφράσεις περιγραφής του ίδιου φαινοµένου σε διαφορετικούς χώρους. 

Για παράδειγµα, η περιγραφή του αντικειµένου i ενός πίνακα δεδοµένων εκφράζεται 

στον χώρο SI από τους κανονικούς παράγοντες ψα, ενώ στο νέφος Ν(J) το ίδιο 

αντικείµενο i περιγράφεται από τον παράγοντα Fα(i). Αντίστοιχα, η µεταβλητή j 

περιγράφεται στον χώρο SJ από τους κανονικούς παράγοντες φα και στο νέφος Ν(Ι) 

από τους παράγοντες Gα(j). Οι παραπάνω θέσεις συνδέονται µεταξύ τους µε το 

σύστηµα των εξισώσεων: 
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α
αα ψλ=)i(F   και 

 
α

αα φλ=)j(G  

 

Ο Creenacre (1993) αναφέρεται στους παράγοντες ως «θέσεις των προφίλ» (profile 

positions) και αντίστοιχα στους κανονικούς παράγοντες ως «θέσεις των κορυφών» 

(vertex positions). Σ’ αυτή την περίπτωση ο συντελεστής αλ ερµηνεύεται ως 

βαθµωτός παράγοντας (scaling factor) και δηλώνει την αλλαγή κλίµακας που 

λαµβάνει χώρα κατά την µεταφορά στους παραπάνω χώρους. 

 

 Οι παραπάνω σχέσεις µπορούν να συντµηθούν και να ορίσουν µία νέα 

κατηγορία σχέσεων οι οποίες µε ορολογία πιθανοτήτων ονοµάζονται σχέσεις 

µετάβασης (transition formula). Οι σχέσεις αυτές επιτρέπουν την σύνδεση των 

παραγόντων Fα του συνόλου Ι και Gα του συνόλου J και αναδεικνύουν τον 

συµµετρικό ρόλο των γραµµών Ι και των στηλών J στην ανάλυση (Benzecri, 1992): 

 ∑
=

α
α

α
λ

=
q

1j .i

ij )j(G
f
f1)i(F   και 

 ∑
=

α
α

α
λ

=
p

1i j.

ij )i(F
f
f1)j(G . 

 

Οι σχέσεις αυτές διέπονται από την λεγόµενη  βαρυκεντρική αρχή (barycentic 

principle). Σύµφωνα µε αυτή την θέση κάθε παράγοντας Fα αντιστοιχεί (εκτός του 

συντελεστή 
αλ

1 ) στον σταθµισµένο µέσο των παραγόντων Gα, µε βάρη τα 

προφίλ { }Jj/f i
J ∈ . Αντίστοιχα, κάθε παράγοντας Gα αντιστοιχεί (εκτός του 

συντελεστή 
αλ

1 ) στον σταθµισµένο µέσο των παραγόντων Fα, µε βάρη τα προφίλ 

{ }Ii/f j
I ∈ . Οι σχέσεις µετάβασης επιτρέπουν την ταυτόχρονη παρουσίαση των 

παραγόντων Fα και Gα σε ένα ή περισσότερα παραγοντικά επίπεδα (Σχήµα 2.8). 
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Οι δύο σχέσεις µετάβασης από τους παράγοντες Fα στους παράγοντες Gα, µας 

οδηγούν στην διατύπωση της σχέσης ανακατασκευής (reconstitution formula): 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

λ
+= ∑

=α
αα

α

r

1
j..iij )j(G)i(F11fff . 

Η σχέση αυτή επαναπροσδιορίζει τα  δεδοµένα (συχνότητες fij) από τους παράγοντες 

Fα(i) και Gα(j). Επειδή όµως η διακυµάνσεις των Fα(i) και Gα(j) τείνουν στην 

χαρακτηριστική τιµή λα, ο όρος )j(G)i(F1
αα

αλ
 τείνει στο αλ . 

 

Παρατηρώντας την σχέση επαναπροσδιορισµού των δεδοµένων, διαπιστώνουµε για 

τις προσεγγίσεις των γραµµών i και των στηλών j επί της γραφικής παράστασης που 

παρουσιάζεται στο παραγοντικό επίπεδο τα παρακάτω (Παπαδηµητρίου, 1994): 

• ∆ύο σηµεία Mi και Nj που αντιστοιχούν στην γραµµή i και στην στήλη j και 

βρίσκονται µακρυά από την αρχή των αξόνων αλλά το ένα πλησίον του 

άλλου, θα πρέπει να παρουσιάζουν υψηλή συχνότητα fij στον πίνακα 

δεδοµένων. 
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• ∆ύο σηµεία Mi και Nj που βρίσκονται µακρυά από την αρχή των αξόνων και 

αντιπαρατίθενται επί του παραγοντικού επιπέδου θα πρέπει να παρουσιάζουν 

χαµηλή συχνότητα fij στον πίνακα δεδοµένων. 

• Οι µικρές χαρακτηριστικές τιµές λα, δηλώνουν πολύ χαµηλή την σχέση 

ανεξαρτησίας µεταξύ των γραµµών και των στηλών επί του αντίστοιχου 

παραγοντικού άξονα.    

 

 

2.15. ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΤΩΝ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 

  

Για την ερµηνεία των αποτελεσµάτων της Παραγοντικής Ανάλυσης των 

Αντιστοιχιών χρειάζεται να χρησιµοποιήσουµε ένα σύνολο δεικτών (Escofier, 1990). 

 

1. Το ποσοστό αδράνειας Ια, το οποίο όπως αναφέρθηκε σε προηγούµενη 

παράγραφο αντιστοιχεί στο ποσοστό της αδράνειας που ερµηνεύει ο κάθε 

παραγοντικός άξονας ∆uα.  

2. Η συνεισφορά (Contribution) του αντικειµένου i στον άξονα α εκφράζει το 

ποσοστό συµµετοχής του i στο µέρος της αδράνειας που εξηγεί ο άξονας 

α: 

α

α
α λ

=
2

i )i(Ff
)i(CTR  

Ο δείκτης αυτός, δείχνει ποια είναι τα σηµεία που είναι κυρίως υπεύθυνα για 

την δηµιουργία του παραγοντικού άξονα. Το άθροισµα των  CTRα για όλα τα 

σηµεία είναι 1 (100%): 

∑
=α

α =
r

1
1)i(CTR . 

3. Η σχετική συνεισφορά του άξονα α στο σηµείο i, εκφράζει µια µορφή 

συσχέτισης του σηµείου i µε τον παραγοντικό άξονα τάξης α. Αυτή 

εκφράζεται µε την ποσότητα COR, που είναι ίση µε το τετράγωνο του 

συνηµίτονου της γωνίας ω που σχηµατίζει ο άξονας µε την ευθεία που 

ενώνει το σηµείο i µε το κέντρο βάρους του νέφους: 

ω== α
α

2
2

2

cos
)i(r
)i(F

)i(Cor ,  όπου: 
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Fα(i): η προβολή του i  στον άξονα α. 

r(i): η απόσταση του i  από το κέντρο βάρους 

 

Μια µεγάλη τιµή του CORα(i) µεταφράζεται σε µια µικρή γωνία ω, 

δηλαδή το πλησιάζει i τον άξονα α, ή λέµε ότι είναι υψηλά συσχετισµένο 

µε τον άξονα αυτό. Επίσης ο δείκτης CORα(i) εκφράζει και το ποσοστό 

της αδράνειας του σηµείου i  που ερµηνεύεται από τον παραγοντικό άξονα  

α. 

4. Για κάθε σηµείο , και για το πλήθος των πρώτων παραγοντικών αξόνων, 

(συνήθως 2 ή 3) ο δείκτης QLT, είναι ίσος µε το άθροισµα των COR για 

τους άξονες αυτούς. Ο δείκτης αυτός εκφράζει την ποιότητα 

αναπαράστασης του σηµείου i στο σύστηµα των πρώτων παραγοντικών 

αξόνων. Όπως είναι φυσικό, για το σύνολο όλων των παραγοντικών 

αξόνων, έχουµε: QLT=1 (100%).  

 

Ο δείκτης CTR βοηθά στην αναζήτηση των σηµείων που έχουν µεγάλη 

συµµετοχή στην δηµιουργία των παραγοντικών αξόνων. Ο δείκτης COR βοηθά στον 

εντοπισµό των σηµείων που παρουσιάζουν την καλύτερη αναπαράσταση από έναν 

παραγοντικό άξονα. Στις περισσότερες περιπτώσεις, σηµεία µε υψηλή τιµή CTR 

έχουν και υψηλή τιµή COR. Μπορεί όµως να συµβεί να υπάρχουν σηµεία µε χαµηλή 

τιµή CTR και υψηλή τιµή COR για κάποιο παραγοντικό άξονα. Τα σηµεία αυτά 

παρόλο που δεν συµµετέχουν στην κατασκευή του παραγοντικού άξονα, 

ερµηνεύονται πολύ καλά απ’ αυτόν. Ακόµη µπορεί να υπάρχουν σηµεία µε υψηλή 

τιµή CTR και χαµηλή τιµή COR για κάποιο παραγοντικό άξονα. Τα σηµεία αυτά 

συνεισφέρουν στην δηµιουργία του άξονα, αλλά η χαµηλή τιµή του COR εξηγείται 

από το γεγονός ότι υπάρχουν και άλλοι παραγοντικοί άξονες µε τους οποίους 

συσχετίζονται τα σηµεία και για την κατασκευή των οποίων συνεισφέρουν. 

 

 Ανάλογα ορίζονται και η απόλυτη συνεισφορά και σχετική συνεισφορά της 

µεταβλητής j στον παραγοντικό άξονα α: 

 

    
α

α
α λ

=
2

j )j(Ff
)j(CTR   και  ω== α

α
2

2

2

cos
)j(r
)j(F

)j(Cor . 
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2.16. ΕΙ∆Η ΠΑΡΑΓΟΝΤΩΝ 

 

Οι δείκτες που αναφέρθηκαν στην προηγούµενη παράγραφο προσδιορίζουν 

την βάση πάνω στην οποία στηρίζεται η ερµηνεία των αποτελεσµάτων µιας 

ανάλυσης. Παρόλα αυτά το σηµαντικότερο µέσο πάνω στο οποίο µπορεί να στηριχθεί 

ένας αναλυτής δεδοµένων, είναι η εµπειρία του και µόνο αυτή. Η παρατήρηση αυτή 

είναι χαρακτηριστική και θεµελιώνει τον ρόλο του ανθρώπινου παράγοντα στην 

ανάλυση αντιπαρατίθοντας στην µηχανική διαδικασία της µεθόδου την υποκειµενική 

ερµηνεία των αποτελεσµάτων. Παρόλα αυτά, η ερµηνεία των παραγόντων-

µεταβλητών (και κατ’ επέκταση των παραγοντικών αξόνων) στην περίπτωση της 

Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών µπορεί να ταξινοµηθεί (µε όρους 

εµπειρίας) σε πέντε κατηγορίες (Escofier, 1990). 

 

1. Ο παράγοντας ερµηνεύεται από συγκεκριµένα σηµεία τα οποία έχουν µεγάλη 

συµµετοχή στην αδράνεια του άξονα, αλλά βρίσκονται σε πλήρη ασυµφωνία 

µε τα υπόλοιπα σηµεία τα οποία και προβάλλονται σε αυτόν. 

 

2. Ο παράγοντας ονοµάζεται παράγοντας αντίθεσης και δηλώνει µέσω των 

συντεταγµένων του την αντιπαράθεση των ακραίων καταστάσεων του 

φαινοµένου. Η ιδιότητα αυτή του παράγοντα ονοµάζεται «διχοτοµητική». 

 

 

3. Ο παράγοντας δηλώνει την παρουσία µιας οµάδας σηµείων, η οποία οµάδα 

συνήθως καταλαµβάνει την κεντρική ζώνη στον άξονα. Το σύνολο των 

σηµείων αυτών αντιπαρατίθεται µάλλον ασύµµετρα, µε τα υπόλοιπα σηµεία 

 

4. Ο παράγοντας αντιστοιχεί σε έναν διαµερισµό του συνόλου των γραµµών (ή 

των στηλών) σε κλάσεις. Η κατάσταση αυτή παρατηρείται στην περίπτωση 

που η µέγιστη ιδιοτιµή πλησιάζει την µονάδα, λ1 ≈ =1.  Τότε µπορεί να 

υπάρχει ένας διαµερισµός του Ι και του J, ώστε κάθε κλάση του Ι να 

συνδέεται µε  µία κλάση του J και αντιστρόφως. Η κατάσταση αυτή 

ονοµάζεται κατάσταση «ακραίας εξάρτησης» των δύο ποιοτικών µεταβλητών 

και επιτρέπει των διαµερισµό των δύο συνόλων σε ίσο αριθµό κλάσεων. Στην 

 72



 

περίπτωση αυτή οι συντεταγµένες των στοιχείων στις κλάσεις είναι ίδιες µε 

τις συντεταγµένες τους στον παραγοντικό άξονα.  

 

 

5. Ο παράγοντας αντιστοιχεί σε µεταβλητή διαφορετική των προβαλλόµενων και 

υποδηλώνει την σχέση σύνδεσης µεταξύ αυτών. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο  

 
 

 
 
 

Μέτρηση 
 
 
 
 

3.0. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Η παρουσία της µέτρησης έχει θεµελιώδη ρόλο σε κάθε επιστηµονική 

διαδικασία. Η µέτρηση συνιστά τον συνδετικό κρίκο ανάµεσα στην επιστηµονική 

θεώρηση και στην εµπειρική της διατύπωση και επιβεβαιώνει την αξιοπιστία των 

συµπερασµάτων της θεωρίας. Πιο συγκεκριµένα, χωρίς την παρουσία πρακτικής 

εφαρµογής, η προτεινόµενη θεωρία δεν υπόκειται σε καµιά επιστηµονική 

αξιολόγηση. 

  Η µέτρηση εφαρµόζεται σε κάθε πτυχή της καθηµερινής ζωής του ανθρώπου 

και για αυτόν τον λόγο κανένας επιστηµονικός τοµέας δεν µπορεί να καρπωθεί την 

αποκλειστικότητα της. Η συνεχώς επεκτεινόµενη χρήση της µέτρησης στην επιστήµη 

και στην φιλοσοφία δεν επέτρεψε την διατύπωση ενός ακριβούς προσδιορισµού του 

όρου «µέτρηση», παρά µιας πλειάδας αυτών που προήλθαν από την σκέψη του κάθε 

διανοητή. Οι πιο χαρακτηριστικοί ορισµοί της µέτρησης αναφέρονται στους: 

Russell(1938), Campbell (1938) και Stevens (1951).  Σύµφωνα µε τον τελευταίο ως  

«µέτρηση ονοµάζουµε την αντιστοίχιση αριθµών σε αντικείµενα ή γεγονότα 

σύµφωνα µε κάποιου είδους κανόνες…». Ο παραπάνω ορισµός µεταφέρει την έννοια 

της µέτρησης στα αντικείµενα καθώς και στις αντίστοιχες ιδιότητες τους. Η πιο κοινή 

µορφή µέτρησης αντικειµένων παρουσιάζεται µε τους όρους της ταξινόµησης 

(classification) ή αλλιώς ταυτοποίησης (identification) (Chankong, 1983). Για 

παράδειγµα, ο αριθµός της φανέλας ενός παίχτη µιας οµάδας ποδοσφαίρου είναι 

χαρακτηριστικό παράδειγµα της ταυτοποίησης. Στο ίδιο επίσης παράδειγµα, το ύψος, 

το βάρος καθώς και άλλες φυσικές ιδιότητες του κάθε παίχτη αναφέρονται στην 

µέτρηση των ιδιοτήτων των αντικειµένων (παιχτών).  
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Ο µαθηµατικός ορισµός της µέτρησης βασίζεται στην έννοια της δυαδικής 

σχέσης. Υπάρχουν διάφορα είδη δυαδικών σχέσεων που χαρακτηρίζονται από 

συγκεκριµένες ιδιότητες. Στο κεφάλαιο αυτό θα κάνουµε µια αρχική αναφορά στο 

θέµα της σχέσης προτίµησης, το οποίο και έχει βαρύνουσα θέση στην θεµατολογία 

της Πολυκριτήριας Ανάλυσης. Τέλος θα επιχειρήσουµε και µια προσέγγιση µεταξύ 

των συγγενών µεθόδων της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών και της 

Ταξινόµησης κατ’ αύξουσα Ιεραρχία. Η προσέγγιση αυτή θα γίνει στην βάση των 

σχέσεων ισοδυναµίας. 

 

 

3.1. ∆ΥΑ∆ΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ 

 

Θεωρούµε τα σύνολα Ι και J. Ονοµάζουµε δυαδική σχέση R µεταξύ των 

συνόλων Ι και J, κάθε σύνολο R των διατεταγµένων ζευγών (i,j), όπου: 

 ( ){ }Jj,Ii/j,iR ∈∈= . 

Το σύνολο R είναι υποσύνολο του καρτεσιανού γινοµένου JI× : 

JIR ×⊂ . 

Στην περίπτωση που τα σύνολα Ι και J ταυτίζονται (Ι= J), η R ονοµάζεται δυαδική 

σχέση στο Ι, ή αλλιώς γράφηµα (graph) στο Ι. 

  Η παράσταση , δηλώνει ότι τα στοιχεία i και j συνδέονται µεταξύ 

τους µε την δυαδική σχέση R. Συνηθίζεται όµως η παραπάνω θέση να προσδιορίζεται 

ως: iRj. 

R)j,i( ∈

  Η δυαδική σχέση R µεταξύ των συνόλων Ι και J, επιτρέπει την αντιστοιχία 

(απεικόνιση) του  µε το  µέρος του J το οποίο και συνιστούν τα στοιχεία του 

: iRj. Στην περίπτωση αυτή, το σύνολο των δυαδικών σχέσεων µεταξύ των Ι και 

J, αντιστοιχεί στο σύνολο των απεικονίσεων του Ι στο δυναµοσύνολο P(J) των 

τµηµάτων του J. 

Ii∈

Jj∈

 

   

3.2. Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΚΑΙ ΕΙ∆Η ΤΩΝ ∆ΥΑ∆ΙΚΩΝ ΣΧΕΣΕΩΝ 

 

Έστω R µία δυαδική σχέση σε ένα σύνολο Ι. Η R ονοµάζεται: 
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• Ανακλαστική:  ,iRi Ii∈∀  

• Μη-ανακλαστική: ,  iRi / Ii∈∀  

• Συµµετρική:  ,jRiiRj ⇒ Ij,i ∈∀  

• Ασυµµετρική:  ,iRjiRj /⇒ Ij,i ∈∀  

• Αντισυµµετρική: , ji
jRi
iRj

=⇒
⎭
⎬
⎫

Ij,i ∈∀   

• Μεταβατική: , iRk
jRk
iRj

⇒
⎭
⎬
⎫

Ik,j,i ∈∀  

• Αρνητικά Μεταβατική: , kRi
kRj
jRi

/⇒
⎭
⎬
⎫

/
/

Ik,j,i ∈∀   

• Συνδεδεµένη (connected) ή πλήρης (complete): ή ,  )iRj( )jRi( Ij,i ∈∀

• Μερική: ή , )iRj( )jRi( Ij,i ∈∀/ .  

• Ασθενώς συνδεδεµένη (weakly connected): ⇒≠ ji ) ή , . iRj( )jRi( Ij,i ∈∀

 

Οι δυαδικές σχέσεις, οι οποίες είτε έχουν, είτε υποτίθεται, ότι έχουν 

συγκεκριµένες ιδιότητες, έχουν και συγκεκριµένα ονόµατα. Οι πιο σηµαντικές 

δυαδικές σχέσεις µε τις οποίες και θα ασχοληθούµε στο κεφάλαιο αυτό είναι οι 

σχέσεις της προδιάταξης, της διάταξης και της ισοδυναµίας (Cailliez, 1976), 

(Fishburn, 1970) (Bertier, 1975). 

 

Η προδιάταξη (preordre) είναι δυαδική σχέση η οποία και χαρακτηρίζεται από την 

ανακλαστική και µεταβατική ιδιότητα . Το παρακάτω σχήµα (Σχήµα 3.1.) περιγράφει 

τις δύο αυτές ιδιότητες σε µορφή γραφήµατος. Στην περίπτωση που η προδιάταξη 

αναφέρεται στο σύνολο των ζευγών του Ι, ονοµάζεται ολική προδιάταξη 

(preordonnance). 

 

 

 

 

 

 

 

Α)

Σχήµα 3.1.: Η ανακλαστική (α) και η µεταβατική (β) ιδιότητα 

Β) 

z

y

x

x
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Η σχέση ισοδυναµίας (equivalence) είναι µία δυαδική σχέση ανακλαστική, 

µεταβατική και συµµετρική ή αλλιώς µια συµµετρική προδιάταξη (Σχήµα 3.2.). Η 

σχέση της ισότητας «=» του συνόλου των πραγµατικών αριθµών, είναι µία σχέση 

ισοδυναµίας. Μία ισοδυναµία εισάγει σε ένα σύνολο έναν φυσικό διαµερισµό σε 

κλάσεις  µη κενών και µη τεµνόµενων υποσυνόλων, κατά τέτοιο τρόπο ώστε δύο 

στοιχεία του αρχικού συνόλου να ανήκουν στην ίδια κλάση εάν και µόνο εάν είναι 

ισοδύναµα. Αυτού του είδους οι κλάσεις ονοµάζονται κλάσεις ισοδυναµίας. Στην 

περίπτωση, που έχουµε την σχέση ισοδυναµίας R σε ένα σύνολο I, τότε το σύνολο 

των κλάσεων ισοδυναµίας που προσδιορίζονται από την R, είναι το I/R. 

 

 

 

 

 

 

 

Η διάταξη αντίστοιχα, είναι δυαδική σχέση η οποία και χαρακτηρίζεται από την 

ανακλαστική, µεταβατική και αντισυµµετρική ιδιότητα, είναι δηλ. µία 

αντισυµµετρική προδιάταξη (Σχήµα 3.3.).  

 

 

 

 

 

 

 

Η διάταξη ταυτίζεται µε τις έννοιες του «περιέχεται» και του «µικρότερου ή ίσου 

από». Η σχέση της διάταξης διακρίνεται στις επιµέρους σχέσεις της ασθενής 

(weak)και αυστηρής (strict)διάταξης. 

x y

Σχήµα 3.2.: Η συµµετρική ιδιότητα 

x y

Σχήµα 3.3.: Η αντισυµµετρική ιδιότητα 

 Η ασθενής διάταξη (weak order) είναι ασυµµετρική και αρνητικά µεταβατική. 

Παράδειγµα τέτοιας διάταξης είναι η διάταξη «<» στο σύνολο των πραγµατικών 

αριθµών. Αντίστοιχα η αυστηρή διάταξη (strict order) είναι µία ασθενώς συνδεδεµένη 
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ασθενής διάταξη. Η σχέση διάταξης διακρίνεται επίσης σε µερική και ολική σχέση 

διάταξης ανάλογα µε την ισχύ της σχέσης στο σύνολο Ι. 

Στην περίπτωση που η δυαδική σχέση R είναι µία σχέση προδιάταξης ή διάταξης 

συνηθίζεται να χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό yx
R
≤ , ή πιο απλά . yx ≤

 

Οι τρεις παραπάνω δυαδικές σχέσεις (προδιάταξης R, ισοδυναµίας  ρ και 

διάταξης r ) συνδέονται µεταξύ τους µε το παρακάτω ευθύ άθροισµα που δηλώνει τον 

«θεµελιώδη µετασχηµατισµό µιας σχέσης προδιάταξης» (Bertier, 1975): 

rR ⊕ρ=  

H ισοδυναµία ρ αντιστοιχεί στο συµµετρικό και µεταβατικό τµήµα της R και 

αντίστοιχα η διάταξη r δηλώνει το αντισυµµετρικό της τµήµα. Με άλλα λόγια, η 

τυχόν σχέση προδιάταξης R που µπορεί να παρατηρηθεί µεταξύ των στοιχείων ενός 

συνόλου Ι µπορεί να ερµηνευθεί ως σχέση διάταξης r µεταξύ των αντιπροσώπων των 

διαφόρων κλάσεων ισοδυναµίας που παράγονται από την ρ. Ας ονοµάσουµε ως Ι/ρ το 

σύνολο των κλάσεων Χ,Y,… ισοδυναµίας που δηµιουργεί η σχέση ρ στο Ι και ας 

θεωρήσουµε την σχέση r µεταξύ των κλάσεων µε τις εξής ιδιότητες: 

 XxXrY ∈∃⇔ και  xRy:Yy∈∃

H σχέση r είναι συγχρόνως ανακλαστική, µεταβατική και αντισυµµετρική και 

εποµένως συνιστά µία σχέση διάταξης στο σύνολο Ι/ρ.  

 

 

3.3. ∆ΙΑΤΕΤΑΓΜΕΝΑ ΣΥΝΟΛΑ  

 

Ονοµάζουµε διατεταγµένο σύνολο την αλγεβρική δοµή ≤,I , όπου Ι είναι το 

σύνολο εφοδιασµένο µε την σχέση διάταξης «≤». 

Η λειτουργία της σχέσης διάταξης είναι χαρακτηριστική, καθώς θεωρείται ότι η 

σχέση αυτή βάζει κάποια από τα στοιχεία του Ι στην σειρά. Πιο συγκεκριµένα, η 

παρατήρηση yx ≤ , δηλώνει ότι µε την παρούσα σχέση διάταξης , το x ονοµάζεται 

προηγούµενο ή ίσο του y και αντίστοιχα το y ονοµάζεται επόµενο ή ίσο του x. 

Στην περίπτωση που η προτεινόµενη σχέση διάταξης «≤» τακτοποιεί όλα τα στοιχεία 

του συνόλου Ι στην σειρά (περίπτωση ολικής διάταξης), τότε το σύνολο Ι ονοµάζεται 

αλυσίδα.  
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  Έστω  ≤,I  ένα διατεταγµένο σύνολο Ix∈ . Το x καλείται ελάχιστο στοιχείο 

του Ι αν δεν έχει προηγούµενα στοιχεία, δηλ.: 

 xyIy ≤∈∃/ : . 

Αντίστοιχα το x καλείται µέγιστο στοιχείο του Ι αν δεν έχει επόµενα στοιχεία: 

 . yxIy ≤∈∃/ :

Το x καλείται πρώτο στοιχείο του Ι αν είναι προηγούµενο ή ίσο µε όλα τα στοιχεία 

του Ι: 

 yxIy ≤∈∀ : . 

Τέλος το x καλείται τελευταίο στοιχείο του Ι αν είναι επόµενο ή ίσο µε όλα τα 

στοιχεία του: 

 xyIy ≤∈∀ : . 

Οι επόµενοι δύο ορισµοί αναφέρονται σε υποσύνολα διατεταγµένων συνόλων. 

Έστω ≤,I  ένα διατεταγµένο σύνολο και Κ µη κενό υποσύνολο του. To  

ονοµάζεται άνω φράγµα του Κ, αν είναι επόµενο ή ίσο όλων των στοιχείων του Κ, 

δηλ. αν: 

Ix∈

 xyKy ≤∈∀ : . 

Αντίστοιχα το  ονοµάζεται κάτω φράγµα του Κ, αν είναι προηγούµενο ή ίσο 

όλων των στοιχείων του Κ: 

Ix∈

 yxKy ≤∈∀ : . 

Τέλος το  ονοµάζεται άνω πέρας του Κ (supK), αν είναι το πρώτο στοιχείο του 

συνόλου των άνω φραγµάτων του Κ: 

Ix∈

• xyKy ≤∈∀ :   

• z άνω φράγµα του Κ:Kz∈∀ zx ≤⇒ . 

Το  ονοµάζεται κάτω πέρας του Κ (infK) αν είναι το τελευταίο στοιχείο του 

συνόλου των κάτω φραγµάτων του Κ: 

Ix∈

• yxKy ≤∈∀ :   

• z κάτω φράγµα του Κ:Kz∈∀ xz ≤⇒ . 

 

Χαρακτηριστική περίπτωση διατεταγµένου συνόλου είναι η αλγεβρική δοµή 

του δικτύου (ή συνδέσµου – lattice) (Κάλφα, 1995). Σύµφωνα µε τον υπάρχοντα 
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ορισµό, ένα διατεταγµένο σύνολο ≤,I  ονοµάζεται δίκτυο αν για οποιαδήποτε 

και , υπάρχουν τα inf{x,y}και sup{x,y}. Ix∈ Iy ∈

Χαρακτηριστικό παράδειγµα δικτύου δίνεται στο παρακάτω στο παρακάτω σχήµα 

(Σχήµα 3.4.) µέσω του διαγράµµατος Hasse: 

  

Σχήµα 3.4.: ∆ίκτυο 

y 

t

v

x

z 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Στην περίπτωση του δικτύου, οι έννοιες του άνω πέρατος και του κάτω πέρατος 

αντιστοιχούν στις έννοιες της «ένωσης» και της «τοµής» οι οποίες και 

προσδιορίζονται µε τα σύµβολα « » και «∨ ∧ » αντίστοιχα. ∆ηλ.: 

  
},inf{
},sup{

yxyx
yxyx

=∧
=∨

 

 Χαρακτηριστικά παραδείγµατα δικτύων είναι τα ακόλουθα: 

 

• Το δυναµοσύνολο P(I) των υποσυνόλων ενός συνόλου Ι, µερικά 

διατεταγµένων ως προς την σχέση του εγκλεισµού «⊂ » : 

 
⎩
⎨
⎧

∩=
∪=

⇒∈∀
BABA
BABA

IBA
},inf{
},sup{

,  

• Το σύνολο Α(F,n) όλων των υποχώρων του n-διάστατου χώρου ορισµένων σε 

επίπεδο F. 

• Το σύνολο Πn των κλάσεων ισοδυναµίας ενός συνόλου n αντικειµένων. Στην 

περίπτωση που έχουµε δύο κλάσεις ισοδυναµίας (π.χ. τις ρ και τ), η σχέση 

µερικής διάταξης τρ ≤  µε την οποία είναι εφοδιασµένο το δίκτυο Πn, 

δηλώνει ότι η ισοδυναµία xρy συνεπάγεται την ισοδυναµία xτy, ή αλλιώς ότι  
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ο διαµερισµός π(ρ) αποτελεί το «απόσταγµα» (refinement) του διαµερισµού 

π(τ) (Birkhoff, 1973). Στο δίκτυο Πn, ή τοµή τρ ∧ έχει ως κλάσεις 

ισοδυναµίας τις τοµές ji TR ∩  ( iR→ρ  και jT→τ ) εάν και µόνο εάν xρy 

και xτy. Αντίστοιχα η ένωση τρ ∨  αναφέρεται στην τοµή όλων των κλάσεων 

ισοδυναµίας που περιέχουν και τις δύο σχέσεις ρ και τ.  

 

 

3.4. ΣΧΕΣΕΙΣ ΠΡΟΤΙΜΗΣΗΣ – Η ΘΕΩΡΙΑ ΤΗΣ ΜΕΤΡΗΣΗΣ ΣΤΑ 

 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΑΠΟΦΑΣΗΣ 

 

Η θεωρία της µέτρησης έχει άµεση εφαρµογή στα προβλήµατα απόφασης και 

ιδιαίτερα στο σηµείο που αφορά τον προσδιορισµό και τον µετασχηµατισµό µιας 

σχέσης προτίµησης. Στην αρωγή (υποστήριξη) αποφάσεων η σχέση προτίµησης είναι 

θεµελιώδους σηµασίας. Όταν κάποιος εκφράζει την προτίµηση του ως προς δύο 

στοιχεία x και y ενός συνόλου Χ, δηλώνει δηλ. ότι προτιµά το x έναντι του y, στην 

ουσία εισάγει µία σχέση προτίµησης. Η σχέση αυτή µπορεί να αναπαρασταθεί µε το 

µοντέλο της δυαδικής σχέσης και αντίστοιχα να προσδιορισθεί ως σχέση 

προδιάταξης, διάταξης κ.ο.κ. 

Η παράγραφος αυτή αποτελεί µια εισαγωγή στο θέµα που διαπραγµατεύονται 

τα επόµενα κεφάλαια (4ο και 5ο) της Πολυκριτήριας Ανάλυσης, στο θέµα δηλ. της 

αρωγής των αποφάσεων. Πιο συγκεκριµένα, στην παράγραφο αυτή θα αναφερθούµε 

σε συγκεκριµένες θέσεις οι οποίες και αναφέρονται από τον Vasnick (1990) ως 

«θέσεις της θεωρίας της µέτρησης στην αρωγή αποφάσεων». Λόγω του εισαγωγικού 

χαρακτήρα της παραγράφου, θα αρκεστούµε σε µία απλή αναφορά των όρων της 

Πολυκριτήριας Ανάλυσης – όπου είναι δυνατόν, να τους συναντήσουµε- χωρίς 

περαιτέρω επεξηγήσεις. Άλλωστε, όπως προαναφέρθηκε, η παράγραφος αυτή 

διαπραγµατεύεται µόνο το θέµα των σχέσεων προτίµησης και πιο συγκεκριµένα το 

κοµµάτι του που προσδιορίζεται από την θεωρία της µέτρησης. 

Το πρώτο πράγµα που έχουµε να κάνουµε όταν αντιµετωπίζουµε ένα 

πρόβληµα αρωγής απόφασης, αναφέρεται στην δόµηση του προβλήµατος και πιο 

συγκεκριµένα στην κατασκευή ενός µοντέλου το οποίο και θα µας επιτρέψει – µε µία 

συγκεκριµένη µεταχείριση- σε εξαγωγή απόφασης. Η µεταχείριση αυτή εξαρτάται 

τόσο από την επιλογή του µοντέλου όσο και από την πληροφορία που µας παρέχει ο 
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D.M. (decision maker). Καθώς το σύνολο των µεθόδων της αρωγής αποφάσεων 

βασίζεται στην θεώρηση του συνόλου των πραγµατικών αριθµών, είναι σηµαντικό, 

έχοντας ένα σύνολο Χ και κάποια πληροφορία γι’ αυτό,  να γνωρίζουµε: 

 

1. Πότε µπορούµε να συνδέσουµε σε κάθε Xx ∈  έναν πραγµατικό αριθµό µ(x), 

έτσι ώστε η αντιστοίχιση αυτή να µας επιτρέψει την αναπαράσταση της 

πληροφορίας που περιέχεται στο σύνολο Χ (πρόβληµα αναπαράστασης – 

representation problem). 

2. Τι είδους µαθηµατικό υπολογισµοί µπορούν να γίνουν µε αυτούς τους 

αριθµούς, ώστε οι θέσεις που θα προκύψουν να είναι «πλήρεις 

σηµαντικότητας» (problem of meaningfulness). 

 

Οι παραπάνω θέσεις αποτελούν αντικείµενο της θεωρίας της µέτρησης. Στην 

περίπτωση αυτή, ο αριθµός µ(x) ονοµάζεται µέτρηση του x και η απεικόνιση: 

  ℜ⎯→⎯µ X: ,

ονοµάζεται (αριθµητική) κλίµακα µέτρησης. 

 

  Το µοντέλο της δυαδικής σχέσης µε το οποίο προσεγγίζουµε µία σχέση προτίµησης 

P, συνηγορεί  στην παρουσία µιας συνάρτησης  η οποία και θα 

αντιστοιχεί στην σχέση προτίµησης xPy την σχέση αριθµητικής διάταξης µ(x)>µ(y), 

. Η ύπαρξη µιας τέτοιας συνάρτησης αποτελεί το αντικείµενου του πρώτου 

προβληµατισµού (θέση 1) της εφαρµογής της θεωρίας της µέτρησης στα προβλήµατα 

απόφασης και κατοχυρώνεται από την παρουσία των δύο παρακάτω θεωρηµάτων 

(Roberts, 1979): 

ℜ⎯→⎯µ X: ,

Xy,x ∈∀

 

Θεώρηµα 3.1. ( Cantor ): Έστω ένα πεπερασµένο ή απλώς αριθµήσιµο σύνολο Χ, 

εφοδιασµένο µε µία σχέση προτίµησης P. Υπάρχει τότε, µία πραγµατική συνάρτηση 

µ στο Χ, τέτοια ώστε: 

:Xy,x ∈∀      xPy εάν µ(x)>µ(y), 

εάν η P είναι ασυµµετρική και αρνητικά µεταβατική. 

 

Αν υποθέσουµε ότι η P είναι µία ασυµµετρική δυαδική σχέση στο Χ, τότε η P είναι 

αρνητικά µεταβατική εάν και µόνο εάν: 
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• Η P είναι µεταβατική και 

• Υπάρχει µεταβατική σχέση I, ορισµένη στο Χ, τέτοια ώστε: 

      xΙy εάν  και . :Xy,x ∈∀ yPx / PPy /

 

Όταν η P είναι σχέση προτίµησης τότε η Ι ονοµάζεται σχέση αδιαφορίας της 

προτίµησης. Στην περίπτωση αυτή η P χαρακτηρίζεται ως «αυστηρά ασθενής 

διάταξης» ή διαφορετικά – σε περίπτωση πληρότητας – ως «αυστηρή διάταξη» ή 

«γραµµική διάταξη». 

 Το θεώρηµα αυτό επικυρώνει τον «θεµελιώδη µετασχηµατισµό µιας σχέσης 

προδιάταξης»,  µε την σχέση αδιαφορίας της προτίµησης Ι να αντιστοιχεί στην σχέση 

ισοδυναµίας και την σχέση προτίµησης P να αντιστοιχεί στην σχέση αυστηρής 

διάταξης στο σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας Χ/Ι.  

 

Θεώρηµα 3.2.: Έστω ένα πεπερασµένο ή απλώς αριθµήσιµο σύνολο Χ, εφοδιασµένο 

µε µία σχέση προτίµησης P. Υπάρχει τότε, µία πραγµατική συνάρτηση µ στο Χ, 

τέτοια ώστε: 

:Xy,x ∈∀      xPy εάν µ(x)>µ(y) και yx ≠ εάν µ(x)≠ µ(y), 

εάν η P είναι αυστηρή διάταξη. 

 

Τα παραπάνω θεωρήµατα δίνουν τις απαραίτητες συνθήκες σύµφωνα µε τις οποίες η 

πληροφορία που περιέχεται σε ένα σύνολο Χ, µπορεί να εκφραστεί – µέσω του 

µοντέλου της δυαδικής σχέσης P- µε πραγµατικές αριθµητικές συναρτήσεις. 

 

Η δεύτερη θέση της εφαρµογής της θεωρίας της µέτρησης στα προβλήµατα 

απόφασης (πρόβληµα «πληρότητας της σηµαντικότητας») αναφέρεται στην 

σηµαντικότητα µιας κλίµακας µέτρησης και συγκεκριµένα στην δυνατότητα να 

διατηρηθεί η ουσία της κλίµακας (η αλήθεια ή το ψέµα της) όταν αυτή 

αντικατασταθεί από µία άλλη κλίµακα που επίσης αναπαριστά την ίδια πληροφορία. 

Η θέση αυτή προσεγγίζεται από την αναφορά στην µοναδικότητα της κλίµακας, όπως 

αυτή προσδιορίζεται από την έννοια του παραδεκτού µετασχηµατισµού (admissible 

transformation) της κλίµακας. 
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Ορισµός 3.1.: Έστω σύνολο Χ µε κάποια πληροφορία η οποία και µας δίνεται µε την 

µορφή της κλίµακας µ. Επίσης, έστω συνάρτηση  η οπoία 

απεικονίζει την µ,  δηλ.  το σύνολο 

ℜ⎯→⎯µτ )x(: ,

{ }Xx/)x()x( ∈µ=µ , στο σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών. Η σύνθεση µτ  (Σχήµα 3.5.) είναι πραγµατική συνάρτηση 

ορισµένη στο Χ, τέτοια ώστε: 

 , ℜ⎯→⎯µτ X: ( ) ( )( )x)x(x µτ=µτ⎯→⎯  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

τ

τ

µ

Σχήµα 3.5.: Ο παραδεκτός µετασχηµατισµός της κλίµακας µ 

ℜ  

µ(x)

µτ
ℜ  

Χ + πληροφορία στο Χ 

 

Όταν η σύνθεση µτ  αναπαριστά την πληροφορία του Χ, τότε η απεικόνιση τ 

ονοµάζεται παραδεκτός µετασχηµατισµός της µ. 

 

Το σύνολο όλων των παραδεκτών µετασχηµατισµών µιας κλίµακας µ, 

περιγράφεται από το σύνολο: { µτ / τα παραδεκτός µετασχηµατισµός της µ}, το 

σύνολο δηλ. που περιλαµβάνει όλες τις κλίµακες µέτρησης που αναπαριστούν την 

ίδια πληροφορία µε την µ. Αν η κλίµακα µ παράγει ένα τέτοιο σύνολο τότε 

ονοµάζεται οµαλή (regular). Το σύνολο των παραδεκτών µετασχηµατισµών µιας 

κλίµακας µ, προσδιορίζει την µοναδικότητα της κλίµακας και καθορίζει τον τρόπο 

χρήσης της. Στην περίπτωση που αφορά τα προβλήµατα απόφασης, περιοριζόµαστε 

σε τρία χαρακτηριστικά είδη κλίµακας: 

 

 Τακτική (ordinal) κλίµακα: Η κλίµακα µ ονοµάζεται τακτική όταν το σύνολο των 

παραδεκτών µετασχηµατισµών της αναφέρονται σε συναρτήσεις της µορφής:  
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  ℜ⎯→⎯µτ )x(: : 2121 rr:)x(r,r >µ∈∀  εάν  τ(r1)>τ(r2). 

 

Η τακτική κλίµακα µ είναι µοναδική σε κάθε αυστηρά αύξοντα θετικό γραµµικό 

µετασχηµατισµό. Τυπικό παράδειγµα τέτοιας κλίµακας είναι η κλίµακα που µας 

παρέχει η συνάρτηση τιµής. 

 

Κλίµακα διαστήµατος (interval): Στην περίπτωση της κλίµακας διαστήµατος µ,  το 

σύνολο των παραδεκτών µετασχηµατισµών είναι της µορφής:  

  : τ(r)=αr+β,   ℜ⎯→⎯µτ )x(: ,, ℜ∈βα  α>0. 

Η τακτική κλίµακα µ είναι µοναδική σε κάθε θετικό γραµµικό µετασχηµατισµό. 

Τυπικό παράδειγµα τέτοιας κλίµακας είναι η κλίµακα που µας παρέχει η συνάρτηση 

αναµενόµενης χρησιµότητας. 

 

Κλίµακα αναλογίας (ratio): Η κλίµακας αναλογίας µ περιγράφεται από σύνολο  

παραδεκτών µετασχηµατισµών της µορφής: 

ℜ⎯→⎯µτ )x(: : τ(r)=αr   ,ℜ∈α  α>0. 

Η κλίµακα αυτή είναι µοναδική σε µετασχηµατισµό οµοιότητας. Στην περίπτωση των 

προβληµάτων απόφασης η κλίµακα αυτή συνεπάγεται την παρουσία ενός σηµείου 

ισορροπίας Ο και διαπραγµατεύεται την έννοια της διαφοράς προτίµησης. 

 

 

3.5. ΤΑΞΙΝΟΜΗΣΗ 

 

Η ταξινόµηση, όπως αναφέρθηκε στην εισαγωγή, αποτελεί µία ιδιαίτερα 

σηµαντική µέθοδο µέτρησης ενός πληθυσµού ατόµων.  Αντικειµενικός σκοπός της 

ταξινόµησης είναι να επιτευχθεί διαµελισµός του συνόλου των ατόµων 

(παρατηρήσεων) σε συγκεκριµένες οµογενείς οµάδες (τάξεις, κλάσεις), ως προς το 

σύνολο των µεταβλητών, κάθε µία εκ των οποίων να διαφέρει ουσιαστικά από τις 

άλλες. Ο διαµελισµός αυτός διασφαλίζει µία οπτική, συνοπτική και δοµηµένη εικόνα 

του φαινοµένου (πίνακα δεδοµένων) που αναλύεται. Οι ενδεικτικές τάξεις (κλάσεις) 

της ταξινόµησης βοηθούν στον ορισµό συναρτήσεων αποφάσεων και επιτρέπουν την 

απόδοση της κάθε κλάσης από ένα αντιπροσωπευτικό (πραγµατικό ή θεωρητικό) 

αντικείµενο (Παπαδηµητρίου, 1994). Αν εξετάσουµε την διαδικασία της ταξινόµησης 
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από την πλευρά της θεωρίας της µέτρησης, όπως αυτή αναπτύχθηκε σε αυτό το 

κεφάλαιο, θα µπορούσαµε να πούµε ότι η ταξινόµηση των ατόµων ενός πληθυσµού 

συνδέεται άµεσα µε την κατασκευή σχέσεων ισοδυναµίας σε ένα σύνολο ατόµων ή µε 

την αντικατάσταση των υπαρχόντων ισοδυναµιών από άλλες πιο ισχυρές και 

περισσότερο περιεκτικές (περίπτωση πίνακα συχνοτήτων). 

Η ταξινόµηση βασίστηκε αρχικά στην παρατήρηση, καθόσον η οµαδοποίηση 

οµοίων πραγµάτων συνιστά καθαρά ανθρώπινη διαδικασία. Η αξιωµατική της 

διατύπωση πρωτοεµφανίστηκε στις θεωρίες του Πλάτωνα και του Αριστοτέλη 

(Φλώρου, 1997) και συνεχίστηκε στις εργασίες των φυσιολόγων του 18ου αιώνα. Ένα 

πανόραµα των µεθόδων της ταξινόµησης µπορεί να αναζητηθεί στο άρθρο του Bock 

(1994). H ταξινόµηση (αυτόµατη ταξινόµηση) αποτελεί ένα σηµαντικό κλάδο των 

µεθόδων της Ανάλυσης ∆εδοµένων καθώς πλήθος συγγραµµάτων (Benzecri (1975), 

Gailliez-Pages (1976), Jambu-Lembeaux (1978), Lerman (1981), Diday (1982), Roux 

(1985)), αναλύουν και αναπτύσσουν πληθώρα µεθόδων ταξινόµησης. Η ταξινόµηση 

ως αντιπροσωπευτική µέθοδος της Ανάλυσης ∆εδοµένων «τακτοποιεί» τον πληθυσµό 

σε µη προκαθορισµένες οµάδες σε αντίθεση µε την κατάταξη που βασίζεται σε 

συγκεκριµένες προδιαγραφές οµάδων. Η έννοια του «a priori» συνιστά την ειδοποιό 

διαφορά αυτών, των κατά τα άλλα οµοίων, διαδικασιών. 

  Στην παράγραφο αυτή θα προσεγγίσουµε τις µεθόδους της ταξινόµησης από 

την πλευρά της θεωρίας της µέτρησης. Θα σταθούµε ιδιαίτερα στην µέθοδο της 

ταξινόµησης κατ’ αύξουσα ιεραρχία (Classification Assendante Hierarchique – 

C.A.H.) και θα προσπαθήσουµε µέσω της χρήσης της µετρικής της αδράνειας να 

αναζητήσουµε σχέσεις ανάµεσα στην µέθοδο αυτή και την µέθοδο της Παραγοντικής 

Ανάλυσης των Αντιστοιχιών. Η συσχέτιση των δύο µεθόδων δεν θα σταµατήσει σε 

αυτό το σηµείο καθώς θα επιχειρήσουµε να αναδείξουµε τις σχέσεις ισοδυναµίας που 

εµφανίζονται σε ένα νέφος (αντικειµένων - µεταβλητών) µετά την εφαρµογή σε αυτό 

µιας Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών. 

 

 

3.5.1. Ταξινόµηση κατ’ αύξουσα ιεραρχία 

 

Με την µέθοδο της ταξινόµησης κατ’ αύξουσα ιεραρχία επιχειρείται η 

περιγραφή του φαινοµένου που αντιστοιχεί στον πίνακα δεδοµένων, µέσα από µία 

σειρά διαµελισµών οι οποίοι και καταχωρούν το σύνολο των παρατηρήσεων σε 
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οµογενείς οµάδες, ως προς το σύνολο των µεταβλητών. Οι διαµελισµοί αυτοί 

λαµβάνονται µε µία ιεραρχία, µε την έννοια ότι πέραν των αρχικών διαµελισµών που 

δηλώνει το σύνολο των µεταβλητών (Κεφάλαιο 1ο), οι επόµενοι διαµελισµοί 

παράγονται από τους αρχικούς κ.ο.κ. Όσο περισσότερο αποµακρυνόµαστε από το τον 

αρχικό διαµελισµό, τόσο η περιγραφή των οµάδων γίνεται πιο λεπτοµερής. Η 

ιεράρχηση παρουσιάζεται σε ένα δενδρόγραµµα (Σχήµα 3.6.), όπου οι κόµβοι α, β, γ, 

δ συµβολίζουν τις υποδιαιρέσεις του πληθυσµού (σύνολο αρχικών µεταβλητών) {Χ1, 

Χ2, Χ3, Χ4, Χ5}: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το επίπεδο του κάθε κόµβου δείχνει τον βαθµό οµοιότητας των 

παρατηρήσεων, δηλ. τα αντικείµενα Χ1 και Χ4 µοιάζουν περισσότερο µεταξύ τους 

απ’ ότι τα Χ3 και Χ5. Αν κόψουµε το δενδρόγραµµα µεταξύ των κόµβων β και γ, 

επιτυγχάνεται ένας διαµελισµός σε τρεις οµάδες (Χ1, Χ4), (Χ2), (Χ3, Χ5). 

Μεταβάλλοντας το επίπεδο τοµής του δενδρογράµµατος επιτυγχάνεται διαφορετικός 

διαµελισµός. Όσο πιο κοντά προς τον αρχικό κόµβο (κορυφή) είναι η τοµή, τόσο 

λιγότερες κλάσεις παρατηρήσεων προκύπτουν, οι οποίες είναι και λιγότερο οµογενείς 

καθώς η κάθε µια τους περιλαµβάνει περισσότερο αριθµό παρατηρήσεων 

(Παπαδηµητρίου, 1994). 

Ο αλγόριθµος κατασκευής της ιεράρχησης αντιστοιχεί σε διαδοχικές 

συνενώσεις των αρχικών αντικειµένων σε οµάδες και κατόπιν των οµάδων µεταξύ 

τους, µέχρι τον αρχικό κόµβο που περιλαµβάνει το σύνολο τους. Ως κριτήριο 

α 

Χ1 Χ4 Χ2 Χ3 Χ5

δ

β 

γ 

Σχήµα 3.6.: ∆ενδρόγραµµα ταξινόµησης 
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οµαδοποίησης θεωρείται η ελάττωση της συνεκτικότητας, δηλ. η αύξηση της 

εσωτερικής αδράνειας που παρατηρείται κατά την συνένωση των κλάσεων.  

Η ταξινόµηση των παρατηρήσεων που πραγµατοποιείται µε αυτόν τον τρόπο, 

χρησιµοποιεί ως βασικό κριτήριο το κριτήριο της ολικής αδράνειας του νέφους των 

παρατηρήσεων και συγκεκριµένα τον µετασχηµατισµό του σε δύο επιµέρους ροπές 

(moments) αδράνειας,  σύµφωνα µε το θεώρηµα του Huyghens. Πιο συγκεκριµένα 

(Lerman, 1981), θεωρούµε το νέφος των παρατηρήσεων: 

 Ν(Ι)={(Μi,µi) / }, Ii∈

όπου η ποσότητα µi αντιστοιχεί στην µάζα του αντικειµένου (ή οµάδας αντικειµένων) 

Μi. Σύµφωνα µε την πάγια τακτική των µεθόδων της Ανάλυσης ∆εδοµένων, το νέφος 

των παρατηρήσεων τοποθετείται σε διανυσµατικό χώρο Ε, ο οποίος είναι 

εφοδιασµένος µε την ευκλείδεια µετρική q. Αν θεωρήσουµε ότι το νέφος των 

παρατηρήσεων είναι διαµελισµένο σε k κλάσεις, τότε η ολική αδράνεια του νέφους 

σύµφωνα µε το θεώρηµα του Huyghens, µας δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

 ∑∑ ∑ ∑
≤≤∈ ≤≤ ∈

−+
⎭
⎬
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⎩
⎨
⎧

−µ=−µ=ℑ
kh1
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Οι ποσότητες: 

 , καθώς και ∑
∈

µ=
hIi

ihv

 ∑
∈

µ=
hIi

ii
h

h M
v
1G   

περιγράφουν αντίστοιχα, την µάζα καθώς και το κέντρο µάζας της Ih κλάσης 

αντικειµένων. 

Η παρατήρηση αυτή µας επιτρέπει να ορίσουµε την συνολική µάζα µ και το κέντρο 

µάζας G του νέφους των αντικειµένων ως εξής: 

 και ∑
≤≤

=µ
kh1

hv  ∑
≤≤µ

=
kh1

hhGv1G . 

Η ροπή αδράνειας της κλάσης Ih είναι: 

 ∑
∈

−µ=ℑ
hIi

2
hiih GMM  

και αναπαριστά την συνεκτικότητα (cohesion) της h κλάσης. 

Αντίστοιχα, η ποσότητα: 

  ∑
∈

−=ℑ
hIi

2

hhh GGv  
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εκφράζει την ροπή αδράνειας του κέντρου µάζας Gh της h κλάσης ως προς το κέντρο 

µάζας G του νέφους και ορίζει την αντιδιαστολή (distinction) της h κλάσης, ως προς 

το σύνολο των οµάδων.  

 

Ο προσδιορισµός των δύο επιµέρους ροπών αδράνειας µας επιτρέπει να 

ξαναγράψουµε την συνολική εξίσωση αδράνειας του νέφους Ν(Ι) ως εξής: 

 . ∑∑
≤≤≤≤

ℑ+ℑ=ℑ
kh1

h
kh1

hMM

 

Ο πρώτος όρος του παραπάνω αθροίσµατος ονοµάζεται εσωταξική αδράνεια και 

ορίζεται ως το άθροισµα των αδρανειών όλων των επιµέρους κλάσεων που 

χαρακτηρίζουν το επίπεδο για το οποίο µελετάµε την ταξινόµηση (Σχήµα 3.7.). 

Χαρακτηριστικό της εσωτερικής αδράνειας είναι ότι, όσο πιο µικρή είναι αυτή τόσο 

µεγαλύτερη είναι η συνεκτικότητα των κλάσεων . 

 

 

 

  

  

  

Σχήµα 3.7.: Εσωταξική αδράνεια των κλάσεων C1, C2 και C3

C3C2C1

. 
Κ3

. 
Κ2

. 
Κ1

 

 

 

 

Αντίστοιχα, ο δεύτερος όρος του παραπάνω αθροίσµατος ονοµάζεται 

διαταξική αδράνεια και ορίζεται ως η αδράνεια των κέντρων µάζας των επιµέρους 

κλάσεων ως προς το κέντρο µάζας του συνολικού νέφους (Σχήµα 3.8.:). 

Χαρακτηριστικό της διαταξικής αδράνειας είναι ότι, όσο µεγαλύτερη είναι αυτή τόσο 

πιο διαχωρισµένες είναι µεταξύ τους οι κλάσεις. Η διαταξική αδράνεια, λοιπόν, 

φανερώνει την διασπορά των κέντρων µάζας των κλάσεων ως προς το κέντρο µάζας 

του νέφους (Παπαδηµητρίου, 1994). 
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Σχήµα 3.8.: ∆ιαταξική αδράνεια των κλάσεων C1, C2 και C3

C3

Κ0

. 
Κ1

. 
Κ2

. 
Κ3

C2

C1

Όσο ελαττώνεται η εσωταξική αδράνεια και αυξάνει η διαταξική, τόσο 

καλύτερος είναι ο διαµελισµός που επιτυγχάνεται µε την C.A.H.. Ο ιδανικότερος 

λοιπόν, διαµελισµός δίνεται από την ελαχιστοποίηση της εσωτερικής αδράνειας και 

την µεγιστοποίηση της εξωτερικής.  

 

3.5.2. Ταξινόµηση και Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών 

 

Η χρήση της εξίσωσης της αδράνειας σε µία ταξινόµηση καθιστά την 

διαδικασία της ταξινόµησης άµεσα συγκρίσιµη µε αυτήν της Παραγοντικής 

Ανάλυσης, αν θεωρηθεί ότι ο κάθε παραγοντικός άξονας εκφράζει µία οµάδα (κλάση 

ισοδυναµίας). Η σύγκριση των δύο παραπάνω µεθόδων ως προς το κριτήριο της 

αδράνειας  µπορεί να παρατηρηθεί στο άρθρο του Ν.Howard (1979) (Lerman, 1981), 

ο οποίος εξετάζοντας την µέθοδο της ταξινόµησης και την µέθοδο της Ανάλυσης σε 

Κύριες Συνιστώσες παρατήρησε τα εξής: 

 

« Έστω µία ακολουθία των p πρώτων παραγοντικών (µοναδιαίων) 

αξόνων µιας παραγοντικής ανάλυσης στο νέφος Ν(Ι) καθώς και ένας διαµερισµός 

 του συνόλου Ι σε k µη κενές κλάσεις. Αν ζητηθεί να συγκρίνουµε την 

αδράνεια του νέφους που προβάλλεται στους παραγοντικούς άξονες καθώς και την 

αδράνεια που απορρέει από µια ταξινόµηση τότε αρκεί να συγκρίνουµε τις 

ποσότητες: 

{ pr1/r ≤≤α }

}{ kh1/Ih ≤≤
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([ ]∑ ∑ ∑
≤≤ ≤≤ ∈ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−αµ=
pr1 kh1 Ii

2
hiri

h

GM,qF )   και 

 

( )[ ]∑ ∑
> ≤≤

−α=
pr kh1

2
hrh GG,qvC .» 

 

Η παραπάνω πρόταση, µας επιτρέπει να συσχετίσουµε άµεσα την ταξινόµηση 

µε την µέθοδο της Παραγοντικής Ανάλυσης των αντιστοιχιών σε πίνακες 

συχνοτήτων, σύµφωνα µε το παρακάτω θεώρηµα (Lerman, 1981). 

 

 Θεώρηµα 3.3.: Θεωρούµε τον πίνακα συχνοτήτων JI× , διαστάσεων mn × . Η 

Παραγοντική Ανάλυση Αντιστοιχιών διάστασης p (p παραγοντικοί άξονες) του Ι ως 

προς J είναι ισοδύναµη µε την ταξινόµηση του J σε p µη κενές κλάσεις. Απαραίτητη 

προϋπόθεση (συνθήκη κανονικοποίησης) για την αντιστοίχιση των παραπάνω 

µεθόδων είναι η ακόλουθη: 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ ∉

=α≠=∀

)J(p

p
Jj,0

);0J(),p,...,1r(

r

j.

r

rjr , 

 

όπου ο αριθµός αrj αντιστοιχεί στην j συντεταγµένη του αr παραγοντικού άξονα ως 

προς την κανονική βάση του χώρου. 

 

Με άλλα λόγια, µια Παραγοντική Ανάλυση Αντιστοιχιών στο σύνολο των αντικειµένων, 

οδηγεί σε µία εκ νέου οµαδοποίηση του συνόλου των µεταβλητών η οποία και 

εκφράζεται από την αντιστοιχία παραγοντικού άξονα – κλάση µεταβλητής. 

 

 Το παραπάνω συµπέρασµα, σε συνδυασµό µε την συµµετρία γραµµών 

στηλών σε µία Παραγοντική Ανάλυση Αντιστοιχιών  και την ιδιότητα της 

κατανεµηµένης ισοδυναµίας, αρκεί για να προσδιορίσουµε µία φανερή οµοιότητα 

µεταξύ αυτής της µεθόδου και της µεθόδου της ταξινόµησης. Άλλωστε η ουσία 

παραµένει η ίδια, καθώς και στις δύο µεθόδους αντικαθιστούµε αντικείµενα µε 

οµάδες αντικειµένων και µεταβλητές µε οµάδες µεταβλητών (Lebart, 1994). Η 
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οµοιότητα των δύο µεθόδων καθιστά απαραίτητη την συµπληρωµατική χρήση των 

δύο µεθόδων κατά την διαδικασία της ανάλυσης ενός πίνακα και επιτρέπει την 

παραγοντική ερµηνεία των αποτελεσµάτων µιας ταξινόµησης (πρόγραµµα Facor) 

(Παπαδηµητρίου, 1994). 

 

 Σε µερικές µάλιστα περιπτώσεις, η χρήση ενός σταθµισµένου κριτηρίου Ward 

(Ward 1963, Jambu 1978) αντιστοιχεί κάθε ιδιοτιµή µιας Παραγοντικής Ανάλυσης 

Αντιστοιχιών σε ένα και µόνο κόµβο µιας ιεραρχικής ταξινόµησης. Στην γενική όµως 

περίπτωση, ισχύει ο αφορισµός του Lerman (1981) σύµφωνα µε τον οποίο η εξίσωση 

της Παραγοντικής Ανάλυσης Αντιστοιχιών έχει καθαρά επιχειρησιακό ρόλο και σε 

καµία περίπτωση δεν παράγει µία ιεραρχική ταξινόµηση.  

 

 

3.6. ∆ΙΑΜΕΡΙΣΜΟΙ ΚΑΙ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΕΣ 

 

Στην προηγούµενη παράγραφο, διαπιστώσαµε την άµεση σχέση µιας κλάσης 

ισοδυναµίας (διαµερισµού) µε τον παραγοντικό άξονα. Στο συµπέρασµα αυτό 

καταλήξαµε µέσω της διεξοδικής ανάλυσης της διαδικασίας µιας  ταξινόµησης κατ’ 

αύξουσα ιεραρχία και της άµεσης σύνδεσης αυτής µε την µέθοδο της Παραγοντικής 

Ανάλυσης των Αντιστοιχιών. Στην παράγραφο αυτή, θα επιµείνουµε στην απόδειξη 

της παραπάνω παρατήρησης, χωρίς να αναζητήσουµε την επικύρωση της πρότασης 

σε άλλη παραπλήσια µέθοδο, παρά µόνο µε βασικό εργαλείο την µαθηµατική γλώσσα 

του Benzecri (1976). 

 

Θεωρούµε τα δύο πεπερασµένα σύνολα Ι και J, καθώς και την αντιστοιχία pIJ 

στο  Ονοµάζουµε S, τον συµπληρωµατικό χώρο των p.JI× IJ: 

( ){ }0p;Jj,Ii/j,iS ij ≠∈∈= , καθώς και  τον διανυσµατικό χώρο των 

συναρτήσεων στον S. 

IJ
2L :

Ο υπόχωρος των παραγόντων (συναρτήσεων) που συνδέονται µε την 

τετριµµένη ιδιοτιµή (λ0=1), αντιστοιχεί στην τοµή  των συναρτήσεων στο S. 

Για παράδειγµα, αν θεωρήσουµε ότι ένας παράγοντας (φ

J
2

I
2 LL ∩

I,φJ) ορίζεται ως το ζεύγος 

δύο συναρτήσεων ορισµένων αντίστοιχα στα σύνολα Ι και J, τότε µία συνάρτηση φs 

στο S ορίζεται ως εξής: 
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:S)j,i(s ∈=∀  φs= φI=φJ

 

Σε σχέση µε τα σύνολα Ι και J, ορίζουµε το σύνολο Η: 

   ,JIH ∪= ∅=∩ JI , 

 

καθώς και τους παράγοντες φΗ. Στο σύνολο αυτό, ορίζουµε µε την σειρά της την 

σχέση ισοδυναµίας Q, σύµφωνα µε την σχέση : 

  η h κλάση ισοδυναµίας ταυτίζεται µε την  κλάση.  :)'h(Q)h(Q = 'h

 

Η συνθήκη αυτή, σε συνδυασµό µε την σχέση: 

 :S)j,i(s ∈=∀  Q(i)=Q(j), 

 

ερµηνεύει την ταυτότητα των παραπάνω κλάσεων, µε την ύπαρξη ακολουθίας 

στοιχείων i και j  ( )για τα οποία Q(i)=Q(j). S)j,i( ∈

 

Οι διαφορετικές κλάσεις q που ορίζει η σχέση ισοδυναµίας Q στο Η, 

συνιστούν το σύνολο Q, π.χ. η κλάση ισοδυναµίας του στοιχείου , είναι η 

Q(h)= . Η τοµή  ορίζει στον  τον διανυσµατικό χώρο των 

πραγµατικών συναρτήσεων στο Q. Για παράδειγµα, ένα διάνυσµα του , 

περιγράφεται από το ζεύγος (φ

Hh∈

Qq∈ J
2

I
2 LL ∩ qℜ

J
2

I
2 LL ∩

I,φJ), το οποίο µε την σειρά του προσδιορίζει την 

συνάρτηση φΗ, η οποία και παραµένει σταθερή ως προς το σύνολο των κλάσεων 

. Αντίστροφα, µια συνάρτηση ορισµένη στο Q, ορίζει µια συνάρτηση στο Η η 

οποία και αντιστοιχεί στο ζεύγος  (φ

Qq∈
I,φJ). 

 

Η σχέση ισοδυναµίας Q δηµιουργεί µε την σειρά της, δύο διαµερισµούς των 

συνόλων Ι και J, τους Iq και Jq αντίστοιχα: 

:Qq∈∀   { }q)i(Q;Ii/iIq =∈=  { }q)j(Q;Jj/jJ q =∈= . 

 

Η ένωση του καρτεσιανού γινοµένου των νέων αυτών διαµερισµών συνιστά 

υποσύνολο του S: 

 { } .JIQq/JIS qq ×⊂∈×∪⊂  
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Η σύνδεση των κλάσεων ισοδυναµίας q  µε το γινόµενο JI× , επιτρέπει την 

παρουσίαση των διαµερισµών Iq και Jq στην µορφή των block πίνακα. Για 

παράδειγµα, ας θεωρήσουµε τον πίνακα της αντιστοιχίας pIJ καθώς και τον 

αντίστοιχο διαµερισµό του σε διαγώνια blocks, όχι όλα µηδέν. Ο διαµερισµός αυτός 

εισάγει δύο επιπλέον διαµερισµούς στα σύνολα Ι και J, µε δείκτες από το ίδιο σύνολο 

Κ:  για τους οποίους ισχύει: { } { ,Kk/J,Kk/I kk ∈∈ } { } JIKk/JIS kk ×⊂∈×∪⊂  

(Σχήµα 3.9). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 3.9.:  ∆ιαµερισµός του πίνακα αντιστοιχιών σε “µέγιστα 
     τετράγωνα” ως προς την τετριµµένη ιδιοτιµή λ0=1

0

0 0 

0 0

0)JI(p
,0)JI(p

IJ

IJ

≠×

β≠α=×

βα

βα

0 

000I1
 
   
 

Iα
 
 
Ιβ
 

 
ΙK

J1  Jα       Jβ               JK
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο  
 
 
 
 

Πολυκριτήρια Ανάλυση  Ι 
 
 
 
 
4.0.  ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Ο καθένας µας, στην καθηµερινότητα του, έχει να αντιµετωπίσει πληθώρα 

από αποφάσεις οι οποίες είτε αφορούν πράγµατα που πρέπει να γίνουν είτε πράγµατα 

που δεν πρέπει να γίνουν είτε πράγµατα που πρέπει να γίνουν κάτω από 

συγκεκριµένες συνθήκες. Η εξαγωγή των αποφάσεων συνιστά µία συγκεκριµένη 

λειτουργία, η οποία άρχισε να διαµορφώνεται ως φιλοσοφικό αντικείµενο από τα 

πανάρχαια χρόνια.  Η  ικανότητα  του ανθρώπου να αναπαριστά το κάθε φαινόµενο 

ως αφηρηµένη έννοια καθώς και η επιδεξιότητα του να τα αξιολογεί υποθετικά και 

αφαιρετικά, είναι στοιχεία αλληλένδετα µε την διαδικασία της εξαγωγής µιας 

απόφασης. Πράγµατι, οι άνθρωποι σκέφτονται πριν ενεργήσουν και σχεδιάζουν πριν 

πραγµατοποιήσουν. Η  δραστηριότητα η οποία και αποσκοπεί στην διευκρίνιση της 

συµπεριφοράς ενός συνόλου ατόµων που συµµετέχουν στην εξαγωγή µιας απόφασης 

είναι γνωστή ως αρωγή απόφασης (decision aiding). Πιο συγκεκριµένα (Roy, 1996), 

ως αρωγή απόφασης ονοµάζουµε την ενέργεια ενός ατόµου, το οποίο και επιχειρεί 

µέσω της χρήσης συγκεκριµένων µοντέλων να δοµήσει την απόφαση µέσα από ένα 

σύνολο ερωτήσεων και στην συνέχεια να οργανώσει τα συµπεράσµατα του σε τέτοιο 

βαθµό ώστε αυτά να συµφωνούν µε τις προτιµήσεις του ενδιαφεροµένου καθώς και 

µε το σύστηµα τιµής του (value system). 

Τα  τελευταία χρόνια, η έρευνα που λαµβάνει χώρα στα επιστηµονικά πεδία 

της Επιχειρησιακής Έρευνας (Operational Research) και της Ανάλυσης Αποφάσεων 

(Decision Analysis) κινείται προς την κατεύθυνση του decision aiding. Το γεγονός 

αυτό σε συνδυασµό µε τον αυξανόµενο αριθµό προβληµάτων που αναφέρονται σε 

παραπάνω του ενός κριτήρια ευνόησε την ανάπτυξη της Πολυκριτήριας Ανάλυσης. Η 

 95



Πολυκριτήρια Ανάλυση (analyse multicritere) η οποία και διακρίνεται στην Γαλλική 

Σχολή της Πολυκριτήριας αρωγής Αποφάσεων) «multiple criteria decision – aid 

(MCDA» και στην Αγγλοσαξονική Σχολή της Πολυκριτήριας εξαγωγής Αποφάσεων 

«multiple criteria decision making (MCDM)»,  έχει ως αντικείµενο την παροχή 

εργαλείων τα οποία και θα επιτρέψουν την επίλυση ενός προβλήµατος απόφασης στο 

οποίο πολλές – και συχνά ανταγωνιστικές – θέσεις (points of view) πρέπει να 

ληφθούν υπόψη. Η παραπάνω διατύπωση του πολυκριτήριου προβλήµατος απόφασης 

καταρρίπτει την έννοια του µοντέλου της «καλύτερης απόφασης» το οποίο και 

απαντάται στις κλασικές µεθόδους της Επιχειρησιακής Έρευνας και του Γραµµικού 

Προγραµµατισµού. Στην Πολυκριτήρια Ανάλυση, η «καλύτερη απόφαση» απλά δεν 

υπάρχει. Η παραδοχή αυτή αιτιολογεί συγχρόνως και τον προσδιορισµό των 

µεθόδων: ως µέθοδοι αρωγής (aiding). Πιο συγκεκριµένα (Roy, 1990), «η επίλυση 

ενός πολυκριτήριου προβλήµατος δεν συνίσταται στην εύρεση κάποιας κρυµµένης 

αλήθειας παρά στην βοήθεια που παρέχεται στον ενδιαφερόµενο να αξιοποιήσει τα 

δεδοµένα του και να κινηθεί προς µία λύση». Η λύση αυτή είναι περισσότερο 

συµβιβαστική και εξαρτάται από διάφορους παράγοντες που αφορούν είτε την 

προσωπικότητα του ενδιαφεροµένου είτε τις συνθήκες κάτω από τις οποίες διεξάγεται 

η διαδικασία είτε τη µέθοδο που εφαρµόζεται. 

Η ανάπτυξη της Πολυκριτήριας Ανάλυσης βασίστηκε σε πραγµατικά (real-

life) προβλήµατα. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα την εµφάνιση πληθώρας µεθόδων οι 

οποίες δεν βασίζονται σε κοινό θεωρητικό πλαίσιο. Οι ειδικοί των πολυκριτήριων 

µεθόδων, διαίρεσαν το σύνολο των µεθόδων σε τρεις µεγάλες οικογένειες οι οποίες 

αρκετές φορές συσχετίζονται µεταξύ τους (Vincke, 1992): 

 

1) Πολυκριτήρια θεωρία χρησιµότητας (Multiple attribute utility theory) 

2) Μέθοδοι Υπεροχής(Outranking methods) 

3) Μέθοδοι Αµοιβαίας Επίδρασης (Interactive methods) 

 

Η πρώτη οικογένεια µεθόδων είναι Αµερικάνικης έµπνευσης και αποτελεί το 

αντικείµενο µελέτης αυτού του κεφαλαίου. Οι µέθοδοι αυτοί αποβλέπουν στην 

σύνθεση των διαφόρων θέσεων που απαντώνται σε ένα πολυκριτήριο πρόβληµα σε 

µία µοναδική συνάρτηση η οποία και πρέπει να µεγιστοποιηθεί. Η δεύτερη 

οικογένεια µεθόδων (Γαλλικής έµπνευσης) αναφέρεται στην κατασκευή της σχέσεως 

υπεροχής (outranking relation) η οποία και αντικατοπτρίζει πλήρως τις προτιµήσεις 
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του ενδιαφεροµένου και την συνολική τους πληροφορία. Η δεύτερη οµάδα µεθόδων 

αποτελεί το αντικείµενο του επόµενου κεφαλαίου. Τέλος η κατηγορία των µεθόδων 

αλληλεπίδρασης ανήκουν στο πεδίο του πολυαντικειµενικού µαθηµατικού 

προγραµµατισµού (multi objective mathematical programming) και συνίστανται στην 

διαδοχή βηµάτων υπολογισµού (κατασκευή συµβιβαστικών λύσεων) και βηµάτων 

διαλόγου (εµπλουτισµός των προτιµήσεων του ενδιαφεροµένου). 

 Στο κεφάλαιο αυτό, θα µελετήσουµε κατά αρχήν την οργάνωση ενός 

προβλήµατος απόφασης και συγκεκριµένα ενός πολυκριτήριου προβλήµατος 

απόφασης. Το βασικό αντικείµενο όµως του κεφαλαίου είναι η κατηγορία των 

µεθόδων της Θεωρίας Χρησιµότητας (Utility Theory) την οποία και θα 

προσπαθήσουµε να προσεγγίσουµε θεωρητικά και περιεκτικά στο σύνολο των 

µεθόδων. Πιο συγκεκριµένα, θα αναφερθούµε στη Θεωρία Τιµής (Value theory, 

Cardinal Utility Theory, Deterministic Utility theory) που αφορά προβλήµατα µε 

σταθερό περιβάλλον απόφασης καθώς και στη Θεωρία της Αναµενόµενης 

Χρησιµότητας (Expected utility theory) που αναφέρεται σε προβλήµατα µε ασαφές 

περιβάλλον απόφασης. Τέλος, θα αναφερθούµε και στη θεωρία της κοινωνικής 

επιλογής (social choice), η οποία συνιστά ουσιαστικά, επέκταση της θεωρίας της 

Χρησιµότητας στα οµαδικά προβλήµατα αποφάσεων. 

 

 

4.1. ΤΟ ΠΟΛΥΚΡΙΤΗΡΙΟ ΜΟΝΤΕΛΟ 

 

Σύµφωνα µε τον ορισµό του Roy (1996), ένα µοντέλο αντιµετωπίζεται ως 

«σχήµα» (διαγράµµατα, µαθηµατικές εξισώσεις ή οτιδήποτε µπορεί να έχει 

συµβολικό χαρακτήρα) το οποίο µέσω µία συγκεκριµένης οικογένειας ερωτήσεων 

µπορεί να θεωρηθεί ως αναπαράσταση µιας τάξης φαινοµένων η οποία και 

αποµακρύνεται από τον παρατηρητή και από το ευρύτερο περιβάλλον µε σκοπό τη 

περαιτέρω έρευνα και επικοινωνία. 

Ένα µοντέλο οφείλει να εκφράζει µια αντικειµενική άποψη της 

πραγµατικότητας που επιδιώκουµε να εξετάσουµε. Η αντικειµενικότητα του 

προτεινόµενου µοντέλου αξιολογείται µόνο από ένα συγκεκριµένο κοινό και οφείλει 

να ικανοποιεί τις ακόλουθες παραµέτρους: 
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• Την αµερόληπτη και αβίαστη αναπαράσταση της παρούσας τάξεως 

φαινοµένων και των αντίστοιχων ερωτήσεων τους 

 

• Τη δηµιουργία ενός αµερόληπτου και αβίαστου οχήµατος το οποίο και να 

εξυπηρετεί την περαιτέρω έρευνα και επικοινωνία  

 

Η αντικειµενικότητα  στη διαδικασία «αρωγής αποφάσεων» αντιµετωπίζει 

σηµαντικές τεχνικές δυσκολίες. Αυτές οι δυσκολίες οφείλονται στο γεγονός ότι οι 

αποφάσεις λαµβάνονται από ανθρώπους για ανθρώπους οι οποίοι σε αντίθεση από τις 

µηχανές διακρίνονται για τις ψυχολογικές και συναισθηµατικές εκφάνσεις που 

προσδίδουν σε ένα πρόβληµα απόφασης. Σε αυτό το σηµείο οφείλουµε να 

αναφέρουµε τη ρήση του Tremolieres (1975), ο οποίος αναφέρει ότι «κάθε 

προσπάθεια ανάδειξης της γνώσης σε αντικειµενική γνώση έχει ως αποτέλεσµα την 

παράλειψη των υπολοίπων  πληροφοριών που σχετίζονται µε την ανθρώπινη 

συµπεριφορά. Οι πληροφορίες αυτές οφείλουν να συµµετέχουν στο τελικό στάδιο της 

εξαγωγής της απόφασης, εκτός και αν το αποτέλεσµα µιας τέτοιας διαδικασίας 

προορίζεται για ροµπότ και όχι για ανθρώπους». 

 

 

4.2. Ο ΑΝΘΡΩΠΙΝΟΣ ΠΑΡΑΓΟΝΤΑΣ 

 

   Ο ανθρώπινος παράγοντας έχει και πρέπει να έχει καθοριστική συµµετοχή σε 

όλα τα στάδια ενός προβλήµατος απόφασης. Αυτό φαίνεται λογικό, αν σκεφτεί κανείς 

ότι ένα τέτοιο πρόβληµα οργανώνεται από ανθρώπους, αναλύεται από ανθρώπους και 

απευθύνεται σε ανθρώπους. Ποιοι είναι όµως όλοι αυτοί οι άνθρωποι; 

Ο πιο σηµαντικός ανθρώπινος παράγοντας αναφέρεται στην ιδιότητα του 

«αποφασίζων» ή αλλιώς decision maker. Θα συµφωνήσουµε από δω και στο εξής, να 

αναφερόµαστε στη ιδιότητα του «αποφασίζων» µε την συντοµογραφία του αγγλικού 

όρου, ως D.M.. Σε κάθε πρόβληµα απόφασης ερχόµαστε αντιµέτωποι µε πραγµατικά 

αντικείµενα (factual elements) καθώς και µε αντικείµενα τιµής (value elements) 

(Chankong, 1983). Τα πραγµατικά αντικείµενα είναι αποτέλεσµα επιστηµονικής 

αξιολόγησης και µπορούν να οδηγήσουν µε ανάλογη επιστηµονική προσέγγιση στην 

παραγωγή και άλλων – αντίστοιχα αξιόπιστων – στοιχείων. Από την άλλη πλευρά τα  
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αντικείµενα τιµής αψηφούν την παραπάνω αξιολόγηση που βασίζεται σε 

επιστηµονικές µεθόδους. Το σύνολο των αντικειµένων  «τιµής» µε τις αντίστοιχες 

πηγές τους προσδιορίζεται ως σύστηµα τιµής (value system). Η κρίση (judgment), η 

οποία και αναφέρεται συχνά στην απόδοση µιας απόφασης είναι το πιο συνηθισµένο 

αντικείµενο τιµής που απαντάται σε µια διαδικασία επίλυσης προβλήµατος 

απόφασης. Το παραπάνω σύστηµα (value system) έχει άµεση σχέση µε την ιδιότητα 

του D.M. O Churcman (1968) αναφέρει ότι « ως D.M. προσδιορίζεται το άτοµο που 

έχει την δυνατότητα (ευθύνη, εξουσία) να αλλάξει το σύστηµα». Πιο συγκεκριµένα η 

ιδιότητα του D.M. αναφέρεται σε ένα άτοµο (ή µια οµάδα ατόµων) το οποίο και 

µπορεί να εκφράσει τη τελική κρίση η οποία µπορεί να οδηγήσει αρχικά σε µια 

ιεράρχηση των εναλλακτικών αποφάσεων και τελικά στην εξεύρεση της «καλύτερης» 

λύσης.  

Στην γενική µορφή του πολυκριτήριου αντικειµενικού προγραµµατισµού, ο 

D.M. µαζί µε άλλους ανθρώπους και µηχανές συνιστούν µία νέα οντότητα η οποία 

και ονοµάζεται µονάδα D.M. (decision maker unit). Κύρια χαρακτηριστικά αυτής της 

µονάδας είναι: 

 

• Η παραλαβή της αρχικής πληροφορίας 

• ∆ηµιουργία νέας πληροφορίας 

• Αντιστοίχιση της πληροφορίας σε γνώση 

• Εξαγωγή της απόφασης. 

 

Σε αυτή την µονάδα, ιδιαίτερο ρόλο παίζει ο ανθρώπινος παράγοντας ο οποίος και 

αναφέρεται ως αναλυτής (analyst) (Rοy, 1996). Στον ρόλο αυτό συναντάµε συνήθως 

άτοµα τα οποία κατέχουν µία ιδιαίτερη εξειδίκευση (αναλυτές συστηµάτων, 

οικονοµολόγους, στατιστικούς, κ.α.). Ανάµεσα σε άλλα πράγµατα, ο αναλυτής 

οφείλει να ξεκαθαρίσει το σύστηµα «τιµής» που υπάρχει στο µυαλό του D.M. Αυτό 

επιτυγχάνεται µε την µορφή ενός συνόλου ερωταποκρίσεων που αναπτύσσεται 

ανάµεσα στα δύο πρόσωπα. Ο αναλυτής ρωτάει και ο D.M. απαντά. Οι απαντήσεις 

αυτές βοηθούν τον αναλυτή να δοµήσει το πρόβληµα, να αξιολογήσει τα δεδοµένα 

και να διαλέξει µια µεθοδολογική προσέγγιση. 

Τέλος, ο τρίτος ανθρώπινος παράγοντας που συναντάµε σε ένα πρόβληµα 

απόφασης είναι αυτός του πελάτη (client) (Rοy, 1996). Ο πελάτης εµφανίζεται σε 
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ρόλο ενδιάµεσο µεταξύ του D.M. και του αναλυτή – αν τα δύο πρόσωπα είναι 

διαφορετικά. Επίσης κάποιες φορές, ο πελάτης µπορεί να παίξει τον ρόλο του 

αναλυτή. 

 

 

4.3. ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ: ALTERNATIVES, ATTRIBUTES, EVALUATORS 

  

Ο πρώτος επιστηµονικός τοµέας ο οποίος και θεµελίωσε  ένα µοντέλο 

απόφασης είναι ο τοµέας της Στατιστικής και συγκεκριµένα το πεδίο το οποίο 

αναφέρεται ως Ανάλυση Αποφάσεων (Elementary Decision Αnalysis). Η ανάλυση 

αποφάσεων ασχολείται µε συγκεκριµένους τύπους προβληµάτων, τα οποία και έχουν 

τα εξής χαρακτηριστικά: 

 

• Ένα προκαθορισµένο και περατωµένο σύνολο εναλλακτικών ενεργειών  

• Μία και µόνο µία αντικειµενική συνάρτηση η οποία και πρέπει να   

µεγιστοποιηθεί 

• Αβέβαιο περιβάλλον απόφασης 

 

Αναφορά σε ένα τέτοιο µοντέλο απόφασης µπορούµε να βρούµε στον Sage(1977). 

 Στις µέρες µας, οι δύο προαναφερθείσες σχολές της Πολυκριτήριας ανάλυσης 

(Αγγλοσαξονική, Γαλλική), παρά τις όποιες διαφορές τους, χρησιµοποιούν σαν βάση 

για την εφαρµογή των µεθόδων τους το ίδιο µοντέλο: το µοντέλο Α.Α.Ε. 

(Alternatives, Attributes, Evaluators)(Vasnick, 1990). Οι παραπάνω όροι αναφέρονται 

αντίστοιχα στις εναλλακτικές αποφάσεις ή ενέργειες (Alternatives), στις ιδιότητες 

των εναλλακτικών (Attributes) και στους εκτιµητές τους (Evaluators). 

 Ως εναλλακτική απόφαση ορίζεται κάθε απόφαση η οποία µπορεί να 

πραγµατοποιηθεί (feasible). Οι εναλλακτικές αποφάσεις συγκροτούν το σύνολο Α. 

Στην γενικότερη περίπτωση του πολυκριτήριου προβλήµατος, ο όρος εναλλακτική 

τείνει να αντικασταθεί από τον όρο αντικείµενο (objective) (Keeney and Raiffa, 

1976). Ο όρος αντικείµενο εκφράζει την γενικότερη θέση του D.M. και υποδεικνύει 

τις κατευθύνσεις που πρέπει να ακολουθηθούν. Τα αντικείµενα αντιπροσωπεύουν τις 

επιθυµίες του D.M., άσχετα αν αυτές µπορούν να πραγµατοποιηθούν ή όχι. Υπό αυτή 

την προοπτική, ο όρος αντικείµενο θεωρείται συµπληρωµατικός του όρου 

 100



εναλλακτική. Τα αντικείµενα δηλώνουν τους στόχους που πρέπει να ικανοποιηθούν 

και αποτελούν το µέτρο µε το οποίο αξιολογούµε µία δεδοµένη εναλλακτική. Ένα 

καλώς ορισµένο σύνολο αντικειµένων οφείλει να έχει µία ιεραρχική δοµή (Σχήµα 

4.1.): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 4.1.: Τυπική Ιεραρχική δοµή των αντικειµένων 

Τελικό Αντικείµενο

Υποαντικείµενο 1

Αντικείµενο I Αντικείµενο 1 

Υποαντικείµενο 1

Αντικείµενο i

Υποαντικείµενο ni Υποαντικείµενο n

Πως Γιατί 

Ένα αντικείµενο είναι λειτουργικό αν µπορεί να πραγµατοποιηθεί στην πράξη. 

Για να µπορεί να γίνει αυτό, πρέπει να ορισθεί το σύνολο των ιδιοτήτων του κάθε 

αντικειµένου. Με τον όρο ιδιότητα ονοµάζουµε µία µετρήσιµη ποσότητα, η τιµή της 

οποίας αναπαριστά το βαθµό πραγµάτωσης του αντικειµένου (ή της εναλλακτικής). 

Στην περίπτωση που η τιµή της ιδιότητας είναι πραγµατικός αριθµός, η ιδιότητα 

ονοµάζεται ποσοτική. Σε διαφορετική περίπτωση η ιδιότητα ονοµάζεται ποιοτική. 

Μια ιδιότητα πρέπει να είναι περιεκτική και µετρήσιµη. 

Το σύνολο των ιδιοτήτων που συνδέονται µε µία εναλλακτική είναι της µορφής 

{X1, X2,…, Χm}και αποτελείται από δύο τουλάχιστον στοιχεία που δηλώνουν και τα 

διαφορετικά επίπεδα της προτεινόµενης κατεύθυνσης. Σύµφωνα µε τους Keeney και 

Raiffa (1976), το παραπάνω σύνολο πρέπει να έχει πέντε συγκεκριµένα 

χαρακτηριστικά: 

 

• Πληρότητα 

• Λειτουργικότητα 

• Αποσυντιθετικότητα 

• Ελάχιστο µέγεθος 

• Μη Πλεονασµός 
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Ένα σύνολο ιδιοτήτων ονοµάζεται πλήρες όταν καλύπτει όλες τις πτυχές ενός 

πολυκριτήριου προβλήµατος. Επίσης το σύνολο αυτό ονοµάζεται λειτουργικό, όταν 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί µε κατάλληλο τρόπο σε περαιτέρω ανάλυση. Το τρίτο 

χαρακτηριστικό, αναφέρεται στην ικανότητα του συνόλου να διαχωρίσει το 

πρόβληµα απόφασης σε τµήµατα. Τέλος, ο µη- πλεονασµός και το ελάχιστο µέγεθος 

αναφέρονται στην απλότητα και την ακρίβεια που χαρακτηρίζουν ένα σύνολο 

ιδιοτήτων ως προς το θέµα του καθορισµού των παραµέτρων ενός προβλήµατος 

απόφασης. 

 

  Ο τελευταίος όρος του µοντέλου Α.Α.Ε. αναφέρεται στο σύνολο (ε1, ε2, …, 

εm) των εκτιµητών. Ένας εκτιµητής εi ορίζεται ως συνάρτηση: 

 

  ∅−ℑ→ε )X(PA: ii

 

η οποία συνδέει κάθε εναλλακτική  α µε το µη- κενό σύνολο των Xi και συνιστά την 

εκτίµηση της α ως προς την κατεύθυνση που εκφράζει το σύνολο των ιδιοτήτων. 

 

 

4.4. ΤΟ ΠΟΛΥΚΡΙΤΗΡΙΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΙΜΗΣ 

 

Σύµφωνα µε το µοντέλο που αναπτύχθηκε στην προηγούµενη παράγραφο, 

θεωρούµε την πραγµατοποιήσιµη εναλλακτική α καθώς και το αντίστοιχο σύνολο 

των εναλλακτικών Α. Σε κάθε ενέργεια α συνδέουµε τους n δείκτες τιµής: Χ1(α), …, 

Χn(α). Οι n εκτιµητές Χ1, Χ2, …, Χn λειτουργούν ως συνάρτηση µε την οποία 

αντιστοιχούµε την εναλλακτική α σε σηµείο στο n-διάστατο χώρο των τιµών της. Ο 

χώρος αυτός ονοµάζεται και χώρος των συνεπειών (consequence space) (Σχήµα 4.2.). 

Σ’ αυτό το σηµείο οφείλουµε να σηµειώσουµε - και µόνο για αυτό το κεφάλαιο - ότι 

οι όροι ιδιότητα και εκτιµητής θα θεωρηθούν από δω και στο εξής παραπλήσιοι 

(Keeney and Raiffa, 1976). 
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Σχήµα 4.2.: Αντιστοίχιση των εναλλακτικών σε συνέπειες 

Χώρος 
Συνεπειών Χώρος 

Εναλλακτικών 

X1, …,Xn . x=(x1, …,xn) 

α. 

Οι διάφορες ιδιότητες Xi είναι δυνατόν να εκφράζονται σε διαφορετικές µονάδες 

µέτρησης. Αυτή η παρατήρηση καθιστά αδύνατη την σύγκριση των µεγεθών xi στον 

n-διάστατο χώρο. 

 

Το πρόβληµα που αντιµετωπίζει ο D.M. συνίσταται στην επιλογή της 

κατάλληλης εναλλακτικής α από το σύνολο Α, η οποία και θα αποδώσει ένα 

ικανοποιητικό σ’ αυτόν αποτέλεσµα,  µε την µορφή των Χ1(α), …, Χn(α). Για να γίνει 

αυτό είναι αναγκαία, σε πρώτο στάδιο, η κατασκευή ενός νέου δείκτη ο οποίος και θα 

συνδέσει τους ήδη υπάρχοντες δείκτες Χ1(α), …, Χn(α) σε έναν βαθµωτό δείκτη 

προτίµησης ή τιµής. Ο δείκτης αυτός προσεγγίζεται από µία βαθµωτή συνάρτηση u, η 

οποία ορίζεται στον χώρο των συνεπειών µε την εξής ιδιότητα: 

 

)x,...,x,x()x,...,x,x()x,...,x,x(u)x,...,x,x(u '
n

'
2

'
1

~
n21

'
n

'
2

'
1n21 ⇔≥ , 

 

όπου το σύµβολο  διαβάζεται ως «προτιµότερο ή αδιάφορο του». Η συνάρτηση u 

ονοµάζεται συνάρτηση τιµής (value function). Η ίδια συνάρτηση απαντάται στην 

βιβλιογραφία και µε άλλα ονόµατα, όπως: βαθµωτή συνάρτηση χρησιµότητας 

(ordinal utility function), συνάρτηση προτίµησης (preference function), συνάρτηση 

αξίας (worth function) ή απλά συνάρτηση χρησιµότητας (utility function). 

~
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 Αφότου κατασκευαστεί η δεδοµένη συνάρτηση, ο D.M. επιλέγει την 

εναλλακτική που µεγιστοποιεί την u. Καθώς η συνάρτηση τιµής λειτουργεί 

συνθετικά, επιτρέπει την σύγκριση των ιδιοτήτων, χωρίς επιπλέον αναφορά στις 

κλίµακες τους. 

 Η κατασκευή της συνάρτησης τιµής απαιτεί τη συνεργασία µεταξύ του 

αναλυτή και του D.M. Ο αναλυτής οφείλει να υποβάλει στον D.M. καλώς 

διατυπωµένες ερωτήσεις έτσι ώστε οι απαντήσεις που θα αποδοθούν να του 

επιτρέψουν την κατασκευή της άγνωστης συνάρτησης u. 

 

 

4.5. ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΕΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΟΠΟΥ ∆ΕΝ ΑΠΑΙΤΕΙΤΑΙ Η 

 ΤΥΠΟΠΟΙΗΣΗ ΤΩΝ ΠΡΟΤΙΜΗΣΕΩΝ 

 

Το κύριο θέµα αυτού του κεφαλαίου αναφέρεται στην δόµηση και την 

κατασκευή της συνάρτησης τιµής ή απλώς µιας συνάρτησης f  µε την εξής ιδιότητα: 

 

[ ])x(u),...x(u),x(uf)x,...,x,x(u 3n2211n21 = , 

 

όπου οι ποσότητες ui(xi) αναφέρονται στις τιµές για κάθε ιδιότητα Χi. 

Στην πράξη όµως, αρκετές φορές, µία τέτοια διαδικασία είναι ανώφελη καθώς 

υπάρχουν και άλλοι απλούστεροι τρόποι για την εξαγωγή της βέλτιστης λύσης, 

σύµφωνα πάντα µε τις προτιµήσεις του D.M. Οι τρόποι αυτοί αναφέρονται στην 

εύρεση των κατάλληλων εναλλακτικών οι οποίες έχουν κάποια ιδιαίτερα 

χαρακτηριστικά. Συγκεκριµένα, αναφερόµαστε στην περίπτωση της σχέσης 

κυριαρχίας (dominance relation) και της ικανής (efficient) εναλλακτικής. Οι 

επεξηγήσεις των παραπάνω εννοιών δίνονται µε την µορφή των ορισµών (1 και 2). 

 

Ορισµός 1: Έστω α και β δύο εναλλακτικές ενέργειες του συνόλου Α, οι οποίες 

 προσδιορίζονται από τα διανύσµατα: x=(x1,…,xn) και 

 αντίστοιχα. Ονοµάζουµε την α κυρίαρχη της β, όταν ισχύουν: 

)x,...,x('x '
n

'
1=

 

•  , και '
i

~
i xx i∀
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•  για κάποια i. '
ii xx

 

Ορισµός 2: Η εναλλακτική α ονοµάζεται ικανή αν δεν υπάρχει άλλη εναλλακτική 

  του συνόλου Α που να κυριαρχεί σ’ αυτή. 

 

Το σύνολο των ικανών εναλλακτικών ονοµάζεται «σύνολο των βέλτιστων 

λύσεων Pareto». Σ’  αυτό το σύνολο θα αναζητηθούν και οι εναλλακτικές που 

ικανοποιούν τις απαιτήσεις του D.M.. Η εξερεύνηση του συνόλου Pareto 

επιτυγχάνεται µέσω της εισαγωγής γραµµικών σταθµισµένων µεταβλητών ή 

τεχνητών περιορισµών. 

 

 

4.6.  Η ΣΧΕΣΗ ∆ΙΑΤΑΞΗΣ ΤΗΣ ΠΡΟΤΙΜΗΣΗΣ 

 

Στην Θεωρία της Χρησιµότητας (Utility theory), η δηµιουργία της 

συνάρτησης τιµής u, απαιτεί αρχικά την εξερεύνηση της δοµής των προτιµήσεων του 

D.M., καθώς και την κατασκευή της σχέσης διάταξης των προτιµήσεων (preference 

order).  Η θεµελίωση της συγκεκριµένη σχέσης διάταξης, θα µας επιτρέψει στην 

συνέχεια, να κατατάξουµε τις εναλλακτικές αποφάσεις µε  τρόπο που να αντανακλά 

πραγµατικά τις προτιµήσεις του D.M.  

Η έννοια της σχέσης διάταξης της προτίµησης (ή απλά της σχέσης 

προτίµησης) θεωρείται επέκταση της έννοιας της σχέσης διάταξης, που αναπτύχθηκε 

στο προηγούµενο κεφάλαιο. Πιο συγκεκριµένα η σχέση προτίµησης αντιµετωπίζεται 

ως σχέση διάταξης που εµφανίζεται σε ένα πρόβληµα απόφασης. Ανάλογα λοιπόν, η 

σχέση προτίµησης ορίζεται ως δυαδική σχέση και έχει τις βασικές ιδιότητες µιας 

σχέσης διάταξης. Όσον αφορά τώρα τον συµβολισµό µιας τέτοιας σχέσης,  σ’ αυτό το 

κεφάλαιο θα χρησιµοποιήσουµε αρχικά το σύµβολο « » µε σκοπό να δηλώσουµε 

την αυστηρή σχέση προτίµησης (strict preference): «είναι προτιµότερη της», καθώς 

και το σύµβολο «~» που αντιστοιχεί στη σχέση αδιαφορίας προτίµησης 

(indifference): « δεν µας ενδιαφέρει να προτιµηθεί από την» και τέλος το σύµβολο 

« » το οποίο εκφράζει τη σχέση προτίµησης – αδιαφορίας προτίµησης (weak 

preference): «είναι τουλάχιστον τόσο καλή όσο ».  

~
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Η πληθώρα των σχέσεων προτίµησης που εµφανίζονται στα προβλήµατα 

απόφασης καθιστά αναγκαία την υιοθέτηση µιας εκ των σχέσεων αυτών ως βασικής 

και των υπολοίπων ως παραγώγων αυτής. Για παράδειγµα θα µπορούσαµε να 

χρησιµοποιήσουµε την σχέση προτίµησης – αδιαφορίας προτίµησης ως βασική και 

στην συνέχεια να ορίσουµε τις υπόλοιπες δύο σχέσεις ως εξής (Chankong, 1983): 

 

1. ∆εν µας ενδιαφέρει να προτιµήσουµε την Α από την Β, εάν και µόνο εάν η Α 

είναι τουλάχιστον τόσο καλή όσο η Β και αντίστοιχα η Β είναι τουλάχιστον 

τόσο καλή όσο η Α: 

  και  BAB~A
~

⇔ AB
~

2. Η Α είναι προτιµότερη της Β εάν και µόνο εάν η Α είναι τουλάχιστον τόσο 

καλή όσο η Β και η Β δεν είναι τουλάχιστον τόσο καλή όσο η Α: 

   και όχι . BABA
~

⇔ AB
~

 

Η παραπάνω ιεράρχηση των σχέσεων προτίµησης δεν είναι µοναδική καθώς ο 

Fishburn (1970) προτείνει την χρήση της αυστηρής προτίµησης ως βασική σχέση και 

των υπολοίπων σχέσεων ως παράγωγα αυτής. 

 

 Η ύπαρξη µιας σχέσης προτίµησης είναι µια απαραίτητη προϋπόθεση που 

πρέπει να συνοδεύει ένα πρόβληµα απόφασης. Αλλά ακόµα και στην περίπτωση που 

δεν µπορεί να στηριχθεί η παραπάνω υπόθεση οφείλουµε, µε άµεσο ή έµµεσο τρόπο, 

να κατασκευάσουµε µία τέτοια σχέση. Η κατασκευή της ζητούµενης σχέσης αποτελεί 

πρόβληµα µέτρησης και συγκεκριµένα πρόβληµα µέτρησης της προτίµησης. 

 Η παρουσία µιας σχέσης προτίµησης εγγυάται το γεγονός ότι οι προτιµήσεις 

µπορούν να µετρηθούν, έστω και µόνο σε µια κλίµακα. Οι διαβαθµίσεις µιας τέτοιας 

κλίµακας έχουν άµεση σχέση µε τις ιδιότητες της σχέσης διάταξης της προτίµησης 

που παρέχει την συγκεκριµένη κλίµακα. Οι ιδιότητες αυτές έχουν άµεση σχέση µε 

την µέθοδο της µέτρησης που πρόκειται να χρησιµοποιηθεί και ορίζονται ανάλογα µε 

τις ιδιότητες των σχέσεων διάταξης. 
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4.7.  Η ΣΧΕΣΗ ∆ΙΑΤΑΞΗΣ 

 

Θεωρούµε το σύνολο των εναλλακτικών αποφάσεων Α και τα στοιχεία του 

a,b και c. Εάν η R συνιστά µία δυαδική σχέση τότε αυτή ονοµάζεται: 

 

3. Μεταβατική, εάν:   aRb και bRc⇒  aRc 

4. Ανακλαστική, εάν:  aRa 

5. Μη-ανακλαστική, εάν: aRa /  

6. Συµµετρική, εάν:  aRb⇒bRa 

7. Ασυµµετρική, εάν:  aRb⇒ aRb /  

8. Αντισυµµετρική, εάν:  aRb και bRa⇒  a=b 

9. Συνδεδεµένη ή πλήρης, εάν: aRb και (ή) bRa . 2A)b,a( ∈∀

 

Η χαρακτηριστική ιδιότητα που προσδιορίζει µία δυαδική σχέση ως σχέση 

διάταξης, είναι η µεταβατική.  Η προσθήκη και των υπολοίπων ιδιοτήτων στην σχέση 

διάταξης απλά αυξάνουν την βαθµό διάταξης που παρέχει η σχέση. Αν και οι σχέσεις 

διάταξης αποτέλεσαν το αντικείµενο του προηγούµενο κεφαλαίου, παρόλα αυτά θα 

αναφερθούµε στις σηµαντικότερες από αυτές καθώς και στις ιδιότητες τους. 

 

Μία µεταβατική σχέση R ονοµάζεται: 

 

• Προδιάταξη (preorder ή quasi-order), αν είναι και ανακλαστική 

• Ασθενής διάταξη (weak order), αν είναι ανακλαστική και συνδεδεµένη 

• Μερική ∆ιάταξη (partial order), αν είναι αντισυµµετρική και ανακλαστική 

• Γραµµική διάταξη (linear order), αν είναι αντισυµµετρική, ανακλαστική και    

συνδεδεµένη 

• Αυστηρή µερική διάταξη (strict partial order), αν είναι µη-ανακλαστική και 

• Αυστηρή διάταξη (strict order), αν είναι µη-ανακλαστική και συνδεδεµένη 

 

Η µερική διάταξη είναι αντισυµµετρική προδιάταξη ενώ αντίστοιχα η ασθενής 

διάταξη είναι συνδεδεµένη προδιάταξη και η αυστηρή διάταξη είναι συνδεδεµένη 

αυστηρά µερική διάταξη. Η γραµµική διάταξη µπορεί να χαρακτηρισθεί είτε ως 

συνδεδεµένη µερική διάταξη ή αντισυµµετρική ασθενής διάταξη. Οι σχέσεις της 
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ασθενούς διάταξης, αυστηρής διάταξης και γραµµικής διάταξης απαιτείται να είναι 

συνδεδεµένες, καθώς η συγκεκριµένη ιδιότητα επιτρέπει την σύγκριση όλων των 

εναλλακτικών του συνόλου Α. Στο παρακάτω σχήµα (Σχήµα 4.3.) περιγράφονται οι 

αυτοί οι συσχετισµοί και προσδιορίζεται ιεραρχικά το «σθένος» της κάθε σχέσης 

διάταξης. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 4.3.: Ιεραρχία των σχέσεων διάταξης 

Συνδεδεµένη

Μεταβατική Σχέση

Προδιάταξη

Αυστηρά Μερική ∆ιάταξη 

Αντισυµµετρική
Μη-Ανακλαστική 

Ανακλαστική

Μερική ∆ιάταξη

Συνδεδεµένη

Συνδεδεµένη 

Αυστηρή ∆ιάταξη Γραµµική  ∆ιάταξη

Συνδεδεµένη

Ασθενής ∆ιάταξη 

 

 

4.8.  Η ΘΕΩΡΙΑ ΤΙΜΗΣ 

 

Η θεωρία Τιµής αφορά προβλήµατα απόφασης που αναφέρονται σε σταθερό 

(certain) περιβάλλον απόφασης και εφαρµόζεται σε κάθε σύνολο εναλλακτικών 

ενεργειών ανεξαρτήτου µεγέθους (πεπερασµένο ή άπειρο).  

 

 

4.8.1. Η ύπαρξη της Συνάρτησης Τιµής 

 

Θεωρούµε το σύνολο των εναλλακτικών Χ, το οποίο είναι εφοδιασµένο µε 

την σχέση ασθενούς διάταξης « ». Η σχέση αυτή εισάγει έναν διαµερισµό του 

συνόλου Χ σε κλάσεις αδιαφορίας σύµφωνα µε την συνθήκη ότι δύο εναλλακτικές a 

και b ανήκουν στην ίδια κλάση αδιαφορίας αν και µόνο αν ισχύει: 

~
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ba
~

 και  (∆εν µας ενδιαφέρει να προτιµηθεί το από a το b). ab
~

Η αρχική υπόθεση της ασθενούς διάταξης « » µας επιτρέπει να θεωρήσουµε τη 

σχέση αδιαφορίας της προτίµησης «~» ως σχέση ισοδυναµίας καθώς και αυτή 

χαρακτηρίζεται από την ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική ιδιότητα. 

~

Ο διαµερισµός του συνόλου Χ σε n κλάσεις αδιαφορίας (ισοδυναµίας) Xi (i=1,2,..,n) 

επιτρέπει την ένα προς ένα αντιστοίχιση των κλάσεων µε το σύνολο των φυσικών 

αριθµών: 

  n
i

n

1i
NXX ⎯→⎯∪=

=

Η σχέση ασθενούς διάταξης « » στο σύνολο Χ ορίζεται ως ένωση των σχέσεων 

ισοδυναµίας «~» και αυστηρής διάταξης « ». Στην περίπτωση που η σχέση « » 

είναι και συνδεδεµένη, τότε το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας είναι εφοδιασµένο 

µε την σχέση αυστηρής διάταξης « », σύµφωνα µε την οποία (Fishburn, 1970): 

~

~

   ,baXX ji ⇔ ,Xb,Xa ji ∈∈∀  ji ≠ . 

 

Η ύπαρξη της σχέσης της αυστηρής διάταξης «>» στο σύνολο των κλάσεων 

ισοδυναµίας Χ/~ του συνόλου Χ, θεµελιώνει την ύπαρξη της συνάρτησης τιµής στο 

σύνολο Χ, όπως φαίνεται από το παρακάτω θεώρηµα (Fishburn, 1970): 

 

Θεώρηµα 4.1.: Εάν το σύνολο Χ είναι εφοδιασµένο µε την σχέση ασθενούς διάταξης 

« » και το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας Χ/~ του συνόλου Χ είναι αριθµήσιµο, 

τότε υπάρχει πραγµατική συνάρτηση u ορισµένη στο Χ, τέτοια ώστε για κάθε a,b∈X: 

~

 

)b(u)a(uba
~

≥⇔   (4.1) ή πιο συγκεκριµένα: 

)b(u)a(uba >⇔   (4.2 α) και 

)b(u)a(ub~a =⇔   (4.2 β) 

 

Η συνάρτηση τιµής δεν είναι µοναδική. Όπως φαίνεται και από το παρακάτω 

θεώρηµα (Chankong, 1983), κάθε αύξων µονότονος µετασχηµατισµός της ήδη 
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υπάρχουσας συνάρτησης τιµής µπορεί να οδηγήσει στην κατασκευή µιας νέας 

συνάρτησης τιµής. 

 

Θεώρηµα 4.2.: Έστω u µια συνάρτηση τιµής ορισµένη στο Χ, το οποίο είναι 

εφοδιασµένο µε την σχέση « ». Αν η u ικανοποιεί τις συνθήκες (4.2 α) και (4.2 β), 

και υπάρχει αύξων, µονότονος, πραγµατικός µετασχηµατισµός V της u, τέτοιος ώστε: 

~

 

  και 2121 uu)u(V)u(V >⇔>

 . 2121 uu)u(V)u(V =⇔=

 

Τότε, για κάθε Xb,a ∈  ισχύει: 

 

 , όπου: )b(V)a(Vba **

~
≥⇔

[ ])a(uV)a(V* = . 

 

Η Θεωρία Τιµής έχει άµεση εφαρµογή και στην περίπτωση που το σύνολο Χ 

είναι υποσύνολο του n-διάστατου χώρου  (Fishburn, 1970).  nℜ

 

Θεώρηµα 4.3.: Έστω το σύνολο Χ (Χ  ) εφοδιασµένο µε την σχέση ασθενούς 

διάταξης « ». Ας υποθέσουµε ότι: 

nℜ⊂

~

 

1.  ,baba ⇒≥ Xb,a ∈∀ , και 

2. Για κάθε  µε a>b>c, υπάρχει λXc,b,a ∈ )1,0(∈ , τέτοιο ώστε: 

c)1(a~b λ−+λ . 

 

Τότε υπάρχει πραγµατική συνάρτηση u ορισµένη στο Χ, τέτοια ώστε , Xb,a ∈∀

 

)b(u)a(uba >⇔    και 

)b(u)a(ub~a =⇔   
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Η πρώτη συνθήκη του παραπάνω θεωρήµατος, είναι γνωστή ως συνθήκη της 

µονοτονίας και δηλώνει το γεγονός ότι όταν αυξηθεί η τιµή µιας ιδιότητας,  χωρίς να 

υπάρξει ανάλογη µείωση στις τιµές των άλλων ιδιοτήτων, τότε και η προτίµηση 

αυξάνει. Αντίστοιχα η δεύτερη συνθήκη είναι γνωστή ως η Αρχιµήδεια συνθήκη στον 

χώρο των προτιµήσεων και θεµελιώνει την ύπαρξη της συνάρτησης u. Η συνθήκη 

αυτή δηλώνει ότι: αν η εναλλακτική b βρίσκεται µεταξύ των a και c σε κατάσταση 

αυστηρής διάταξης, τότε υπάρχει κυρτός συνδυασµός των a και c που είναι 

αδιάφορος του b. 

 

 

4.8.2. Αθροιστικές Συναρτήσεις Τιµής 
 

Η Θεωρία της Χρησιµότητας, συνιστά την απλούστερη και πλέον 

παραδοσιακή προσέγγιση ενός προβλήµατος απόφασης (traditional mono-criterion 

approach) (Roy, 1990). Πιο συγκεκριµένα, η θεµελίωση της συνάρτησης τιµής 

λειτουργεί ως βάση για την εξαγωγή απόφασης σε απλό ή πολυκριτήριο πρόβληµα. 

Στην δεύτερη περίπτωση, η πολυπλοκότητα ενός πολυκριτηρίου προβλήµατος θέτει 

σηµαντικές δυσκολίες (µεγάλος όγκος εργασίας) στην κατασκευή της πολυδιάστατης 

συνάρτησης τιµής. Ο απλούστερος τρόπος για να αποφευχθούν οι δυσκολίες που 

προκύπτουν από το πολυδιάστατο του προβλήµατος, έχει να κάνει µε την µείωση της 

παραπάνω διάστασης. Η λύση αυτή συνεπάγεται την οµαδοποίηση των ιδιοτήτων σε 

µικρότερες υποοµάδες, κάθε µία από τις οποίες µπορεί να θεωρηθεί ανεξάρτητη. Στην 

ιδανική περίπτωση, µπορούµε να αντιστοιχίσουµε µία συνάρτηση τιµής σε κάθε 

τέτοια υποοµάδα, έτσι ώστε τα αναµενόµενα αποτελέσµατα να µπορέσουν να 

αποδοθούν σε µορφή αθροίσµατος. Στην περίπτωση αυτή, εισάγεται µία νέα ολική 

(global) σχέση προτίµησης, η οποία έχει αθροιστική (additional) δοµή. 

 

Πιο συγκεκριµένα, ονοµάζουµε ως Χ1, Χ2, …, Χn τα ονόµατα και τα σύνολα 

των πιθανών τιµών των n ιδιοτήτων καθώς και ως  n21 X...XXX ×××=  το σύνολο 

των εναλλακτικών. Ο καρτεσιανός ορισµός του συνόλου των εναλλακτικών Χ µας 

επιτρέπει να προσδιορίζουµε κάθε εναλλακτική Xx ∈ µε το αντίστοιχο n-διάστατο 

διάνυσµα: 

x=(x1,x2,…,xn), 
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όπου οι x1,x2,…,xn αποτελούν τις τιµές της εναλλακτικής x ως προς τις αντίστοιχες 

ιδιότητες Χ1, Χ2, …, Χn. Στην περίπτωση που οι σχέσεις προτίµησης (µερική - ολική) 

επιτρέπουν την εισαγωγή συναρτήσεων τιµής (είναι δηλ. πλήρεις προδιατάξεις), τότε 

η ολική σχέση προτίµησης έχει αθροιστική δοµή, εάν και µόνο εάν υπάρχει 

συνάρτηση u(x) που µπορεί να γραφεί: 

 

 u(x)=u1(x1)+u2(x2)+…+un(xn), (α) 

  

ή εναλλακτικά: 

 

 u(x)=λ1u1(x1)+λ2u2(x2)+…+λnun(xn), (β) 

 

Στην γενικότερη περίπτωση της αθροιστικής συνάρτησης τιµής, οι 

συναρτήσεις ui / ni1 ≤≤ , αντιστοιχούν στις επιµέρους συναρτήσεις τιµής για κάθε 

ιδιότητα. Οι συναρτήσεις αυτές είναι αυστηρά αύξουσες και επιτρέπουν τον 

επαναπροσδιορισµό των ιδιοτήτων σε ίδια κλίµακα, έτσι ώστε να αποφευχθούν 

προβλήµατα που έχουν σχέση µε τις µονάδες µέτρησης. Η δεύτερη περίπτωση 

αθροιστικής συνάρτησης αντιστοιχεί στην περίπτωση του σταθµισµένου µέσου και 

απαιτεί την εισαγωγή των βαθµωτών σταθερών λi (λi>0) µε µοναδιαίο 

άθροισµα: . ∑
=

=λ
n

1i
i 1

 

Η περίπτωση της ανεξαρτησίας των ιδιοτήτων που αναφέρθηκε αρχικά, 

προσδιορίζεται από τη συνθήκη της ανεξαρτησίας προτίµησης (preferential 

independence), όπως αυτή µας δίνεται από τον παρακάτω ορισµό (Chankong, 1983). 

 

Ορισµός 4.1.: Έστω Ω={Χ1,Χ2,…,Χn} το σύνολο των ιδιοτήτων και Θ, Θ  ένα µη 

κενό υποσύνολο του Ω και το αντίστοιχο συµπληρωµατικό του. Ονοµάζουµε και ΘX

ΘX  τα καρτεσιανά γινόµενα των συνόλων ως προς Θ και Θ  αντίστοιχα. Κάθε 

εναλλακτική προσδιορίζεται από το ζεύγος (Xx ∈ ΘΘ x,x ) των τιµών της ως προς τα 

σύνολα και ΘX ΘX . Το υποσύνολο των ιδιοτήτων Θ ονοµάζεται ανεξάρτητο της 
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προτίµησης του συµπληρωµατικού του Θ , εάν και µόνο εάν υπάρχει εναλλακτική 
0xΘ τέτοια ώστε: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )ΘΘΘΘΘΘΘΘ ≥⇒≥ x,xx,xx,xx,x '''0''0' , ΘΘ ∈∀ Xx . 

 

Ο Vincke (1992) µας δίνει ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα της ανεξαρτησίας 

προτίµησης που αφορά το σύνολο τεσσάρων εναλλακτικών a,b,c,d. Πιο 

συγκεκριµένα το σύνολο Θ είναι ανεξάρτητο του συνόλου Θ , εάν: 

 

 cPdaPb

j),d(X)b(X

j),c(X)a(X

j),d(X)c(X

j),b(X)a(X

jj

jj

jj

jj

⇔⇒

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

Θ∈∀=

Θ∈∀=

Θ∈∀=

Θ∈∀=

,  

 

όπου η Ρ είναι η ολική σχέση προτίµησης ως προς όλα τα κριτήρια. 

 

Με άλλα λόγια, το υποσύνολο των ιδιοτήτων Θ ονοµάζεται ανεξάρτητο της 

προτίµησης του συµπληρωµατικού του Θ ,  εάν οι προτιµήσεις των εναλλακτικών - 

όπως αυτές προσδιορίζονται µέσω των εκτιµητών τους- σύµφωνα µε το Θ- δεν 

εξαρτώνται από τις αντίστοιχες προτιµήσεις που αφορούν το υποσύνολο Θ . 

 

Στην περίπτωση της ανεξαρτησίας προτίµησης, υπάρχουν φορές που ναι µεν  

υποσύνολο Θ είναι ανεξάρτητο της προτίµησης του συµπληρωµατικού του Θ , αλλά 

δεν µπορούµε πάντα να ισχυριστούµε και το αντίστροφο.  Η παρατήρηση αυτή 

απαιτεί την εισαγωγή µιας αυστηρότερης συνθήκης που θεµελιώνει την ύπαρξη της 

αθροιστικής συνάρτησης τιµής, της συνθήκης της αµοιβαίας ανεξαρτησίας 

προτίµησης. 

 

Ορισµός 4.1.: Το σύνολο των ιδιοτήτων Ω ονοµάζεται αµοιβαία ανεξάρτητο 

προτίµησης (mutually preferentially independent), εάν κάθε µη κενό υποσύνολο του 

Θ είναι ανεξάρτητο προτίµησης του συµπληρωµατικού του Θ . 
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4.8.3. Άλλα Μοντέλα 

 

Η απλούστερη και πρακτικότερη παρουσίαση της συνολικής προτίµησης ενός 

πολυκριτήριου προβλήµατος µας δίνεται µε την µορφή της αθροιστικής συνάρτησης. 

Παρόλα αυτά υπάρχει πληθώρα προβληµάτων απόφασης όπου για την εξαγωγή της 

συνολικής προτίµησης απαιτείται η χρήση άλλων µοντέλων τιµής. 

Τέτοια µοντέλα είναι: 

 

1. το πολλαπλασιαστικό (multiplicative):  

[ ] )x(u)...x(u)x(ku)x(u),...,x(uu nn2211nn11 =  

 

2. το πολυωνυµικό (polynomial): 

[ ] n
n

2
2

1
1nn11 x...xkx)x(u),...,x(uu ααα= , όπου αi µη-αρνητικοί ακέραιοι  

 

3. το µοντέλο της µερικής άθροισης (partial additive): 

[ ] [ ] )x(u)x(u)x(uk...)x(uk)x(u),...,x(uu nn1n1n2n2n2n111nn11 −−−−−++=  

 

καθώς και πλήθος άλλων. 

 

 Το πολλαπλασιαστικό µοντέλο προκύπτει από το αθροιστικό µοντέλο, ενώ 

δεν µπορούµε να πούµε ότι το ίδιο ισχύει και για τα υπόλοιπα.  Το τρίτο µοντέλο, το 

µοντέλο της µερικής άθροισης, λαµβάνει υπόψη το οποιοδήποτε είδος εξάρτησης, 

που µπορεί να παρατηρηθεί µεταξύ των διαφόρων ιδιοτήτων. 

 

 

4.9. ΘΕΩΡΙΑ ΤΗΣ ΑΝΑΜΕΝΟΜΕΝΗΣ ΧΡΗΣΙΜΟΤΗΤΑΣ 

 

Μία εναλλακτική ενέργεια είναι καλύτερη ή χειρότερη από µία άλλη ή 

αντίστοιχα µία εναλλακτική είναι καλή ή κακή σύµφωνα µε κάποιες νόρµες. Η 

σύγκριση των παραπάνω εννοιών – οι οποίες έχουν µία γενικότερη ερµηνεία – πρέπει 

να γίνει µε βάση συγκεκριµένο σύστηµα αναφοράς, το οποίο και επιτρέπει την 

διαφοροποίηση τους. Η πρακτικότερη µορφή ενός τέτοιου συστήµατος επιτυγχάνεται 

µε την αναγωγή των εναλλακτικών στο αριθµητικό σύστηµα των συνεπειών. Η 
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έννοια της συνέπειας (consequence) αντιστοιχεί στην µορφή του αποτελέσµατος 

(outcome) ή της πληρωµής (payoff) και επιτυγχάνει την σύγκριση των εναλλακτικών 

µέσω των αντίστοιχων αριθµών τους.  

Σε προηγούµενη παράγραφο έχουµε αναφερθεί ξανά στις συνέπειες των 

εναλλακτικών καθώς και στον αντίστοιχο χώρο τους (consequence space). Οι ανάγκες 

όµως της συγκεκριµένης παραγράφου,  επιβάλλουν τον προσδιορισµό της έννοιας 

αυτής πέραν του επιπέδου της αναφοράς. Πιο συγκεκριµένα, ονοµάζουµε συνέπεια 

της εναλλακτικής α, κάθε αποτέλεσµα το οποίο µπορεί να αλληλεπιδράσει µε τα 

αντικείµενα, την στρατηγική ή το σύστηµα τιµής του ανθρώπινου παράγοντα που 

αναµιγνύεται στην διαδικασία απόφασης και µπορεί παράλληλα να λειτουργήσει ως 

βασικό στοιχείο για την κατασκευή ή την αλλαγή των προτιµήσεων (Roy, 1996).  

Τα προβλήµατα απόφασης που αντιµετωπίστηκαν µε την θεωρία της τιµής, 

είχαν ως  απαραίτητη προϋπόθεση την ύπαρξη ενός βέβαιου και µε ακρίβεια 

προσδιορισµένου, αποτελέσµατος της εναλλακτικής. Παρόλα αυτά, υπάρχει και ένας 

εξίσου µεγάλος αριθµός προβληµάτων απόφασης, για τα οποία η εύρεση της 

βέλτιστης λύση δεν περιορίζεται απλά στην επιλογή της εναλλακτικής αλλά 

εξαρτάται και από την εισαγωγή των πιθανών θέσεων - κατευθύνσεων (states of 

nature) που αφορούν το περιβάλλον της απόφασης και οι οποίες πρέπει να ληφθούν 

υπόψη. Η έννοια της κατεύθυνσης του περιβάλλοντος απόφασης αναφέρεται σε 

προβλήµατα όπου η συνέπεια µιας εναλλακτικής δεν προσδιορίζεται από ένα 

συγκεκριµένο αριθµό παρά από ένα σύνολο αριθµών που αποδίδονται µε την µορφή 

του νέφους των συνεπειών (consequence cloud) (Roy, 1996). Σ’ αυτό το νέφος, µια 

συγκεκριµένη θέση αντικαθίσταται από ένα σύνολο θέσεων, το οποίο και δύναται να 

συµπεριληφθεί στην διατύπωση του πολυκριτήριου προβλήµατος απόφασης. Το είδος 

αυτών των προβληµάτων αναφέρεται ως πρόβληµα απόφασης υπό αβεβαιότητα 

(under uncertainty) και η επίλυση του απαιτεί την εισαγωγή της   πολυκριτήριας 

θεωρίας της Χρησιµότητας. Στην ειδική περίπτωση όπου οι πιθανές θέσεις είναι 

δυνατόν να προβλεφθούν µε την χρήση των πιθανοτήτων, έχουµε να κάνουµε µε 

πρόβληµα σε περιβάλλον κινδύνου (under risk). 

 

Η εισαγωγή της έννοιας της κατεύθυνσης του περιβάλλοντος απόφασης 

επιφέρει και µία ανάλογη τροποποίηση στο πολυκριτήριο µοντέλο Α.Α.Ε. Μ’ αυτόν 

τον τρόπο, πέρα από τα τετριµµένα: εναλλακτικές, ιδιότητες και εκτιµητές των 
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εναλλακτικών, το µοντέλο που αναφέρεται σε προβλήµατα απόφασης υπό 

αβεβαιότητα, περιλαµβάνει επίσης: 

 

• Ένα σύνολο θέσεων S, όπου η θέση αντιστοιχεί σε µία πιθανή έκβαση του 

περιβάλλοντος απόφασης, επί της οποίας αφενός δεν έχουµε κανέναν έλεγχο 

και αφετέρου η επιρροή της είναι καταλυτική για το αποτέλεσµα της 

εναλλακτικής. 

• Ένα σύνολο Χ των συνεπειών. Εάν το περιβάλλον απόφασης κινηθεί προς την 

κατεύθυνση s, τότε το αποτέλεσµα της εναλλακτικής α µας δίνεται µε την 

µορφή x, ή αλλιώς x(α,s). Μ’ αυτόν τον τρόπο η συνέπεια x ορίζεται 

συναρτησιακά ως εξής:  

 

XSA:x ⎯→⎯× . 

 

4.9.1. Η ύπαρξη της συνάρτησης Αναµενόµενης Χρησιµότητας 

 

Η θεωρία της αναµενόµενης χρησιµότητας (expected utility) ασχολείται µε 

προβλήµατα απόφασης σε ασαφές περιβάλλον ή πιο συγκεκριµένα µε προβλήµατα 

απόφασης σε περιβάλλον κινδύνου. Οι βασικές προϋποθέσεις που απαιτούνται για 

την εφαρµογή της, είναι: 

 

1) Οι πιθανές κατευθύνσεις του πολυκριτήριου προβλήµατος είναι δυνατόν 

να ορισθούν µε την χρήση κατανοµών πιθανοτήτων 

2) Υπάρχει µία σχέση προτίµησης στο σύνολο των εναλλακτικών Α  

 

Στην συνέχεια, οφείλουµε να εξετάσουµε τις συνθήκες για τις οποίες η προτεινόµενη 

σχέση διάταξης µπορεί να αναπαρασταθεί µέσω µίας αριθµητικής συνάρτησης U, 

τέτοιας ώστε: 

  )(U)(U 212
~

1 α≥α⇔αα

 

 Η θεωρία της αναµενόµενης χρησιµότητας θεµελιώθηκε στην αρχή που 

διατύπωσε ο Daniel Bernoulli στις αρχές του 18ου αιώνα (1738).  
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Αρχή Bernoulli: Εάν ο εµπλεκόµενος σε µία διαδικασία απόφασης έχει να επιλέξει 

µεταξύ ενός συνόλου εναλλακτικών (µε χαρακτηριστικά κινδύνου), γνωρίζοντας ότι 

το αποτέλεσµα µιας εναλλακτικής εξαρτάται από την αλληλεπίδραση της µε µία 

πιθανή θέση του περιβάλλοντος απόφασης, η οποία εκφράζεται από µία γνωστή ή 

υπολογίσιµη κατανοµή πιθανότητας, τότε πρέπει να διαλέξει την εναλλακτική η 

οποία αποδίδει την µεγαλύτερη αναµενόµενη προτίµηση σε σχέση µε το σύνολο των 

συνεπειών. 

 

Η συνθήκη αυτή υπονοεί την ύπαρξη της αριθµητικής συνάρτησης 

αναµενόµενης χρησιµότητας. Η διατύπωση της στην µαθηµατική γλώσσα γίνεται ως 

εξής:  

Έστω p(s) η κατανοµή πιθανότητας της θέσης s,  εάν αυτή είναι διακριτή, ή αλλιώς η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της s, εάν αυτή είναι συνεχής. Ορίζουµε την 

συνάρτηση  u(x) [u(α,s)] ως τυχαία µεταβλητή. Στην περίπτωση που η p(s) µπορεί να 

υπολογιστεί, τότε σύµφωνα µε την αρχή του Bernoulli, ως «καλύτερη» εναλλακτική 

ορίζεται η εναλλακτική α* η οποία µεγιστοποιεί την ποσότητα  u(α,s), 

 

 διακριτή) και ∑
∈

∈α
α=α

SsA
)s,(u)s(pmax*)(E  (

  

   (συνεχής). ds)s,(u)s(pmax*)(E
Ss

A
α=α ∫

∈
∈α

 

Αντίστοιχα η συνάρτηση αναµενόµενης χρησιµότητας U(α) της εναλλακτικής α είναι 

η: 

 

   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

α

α

=α
∫

∑

∈

∈

Ss

Ss

ds)s,(u)s(p

)s,(u)s(p
)(U

 

Η ύπαρξη της αναµενόµενης χρησιµότητας θεµελιώνεται αξιωµατικά µε 

πλήθος θεωρηµάτων (Fishburn, 1970), µε πιο σηµαντικό το θεώρηµα χρησιµότητας 

του von Neumann – Morgenstern (1980). Η διατύπωση όµως του συγκεκριµένου 
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θεωρήµατος εισάγει µία νέα ορολογία, την οποία και πρέπει αρχικά να 

αποσαφηνίσουµε.  

Θεωρούµε τις πιθανές συνέπειες x και y καθώς και τον αριθµό α [ ]1,0∈ . Ονοµάζουµε 

ως µηχανισµό αλλαγής (αx, (1-α)y) την ανάµειξη (mixture) πιθανοτήτων (λοταρία ή 

παιγνίδι) των x και y. Πιο συγκεκριµένα, εάν θεωρήσουµε τις πιθανές συνέπειες 

x1,…,xn  του Χ και τον πραγµατικό αριθµό αi [ ]1,0∈  ( ), τότε ονοµάζουµε το 

σύνολο (α

1
n

1i
i =α∑

=

1x1,…αnxn) ως ανάµειξη πιθανοτήτων. Μία εναλλακτική ενέργεια α , η 

οποία εµφανίζεται να παίρνει την τιµή xi µε πιθανότητα αi, ονοµάζεται ενδεχόµενο 

κινδύνου ( risky prospect) (Chankong, 1983). Αντίστοιχα η εναλλακτική α µε 

ανάµειξη πιθανότητας (0x1,…,1xi,…,0xn), ονοµάζεται βέβαιο ενδεχόµενο (sure 

prospect). Το σύνολο όλων των πιθανών αναµείξεων πιθανότητας των στοιχείων του 

Χ, συµβολίζεται ως .  X~

 

Κάθε συνέπεια , αντιστοιχεί σε ένα βέβαιο ενδεχόµενο στο . 

Αντίστοιχα κάθε εναλλακτική ενέργεια α του Α, µπορεί να ειδωθεί ως ενδεχόµενο 

κινδύνου. Με βάση αυτήν την παρατήρηση µπορούµε να θεωρήσουµε το σύνολο Α 

ως υποσύνολο του . Η παραδοχή αυτή µας επιτρέπει την επέκταση της σχέσης 

προτίµησης « », που µπορεί να παρατηρηθεί στο Α, και στο σύνολο . Μ’ αυτόν 

τον τρόπο µπορούµε να κατασκευάσουµε µία συνάρτηση αναµενόµενης 

χρησιµότητας U στο , η οποία µε την σειρά της µας επιτρέπει την κατάταξη των 

ενδεχοµένων κινδύνου του ,  µε το ίδιο τρόπο µε τον οποίο κατατάσσουµε τα 

στοιχεία του Α. Αυτή άλλωστε είναι και η βασική αρχή που θεµελιώνει την θεωρία 

του von Neumann – Morgenstern. 

Xx ∈ X~

X~

~
X~

X~

X~

 

Θεώρηµα 4.4. (von Neumann – Morgenstern): Έστω το σύνολο των πιθανών 

ενδεχοµένων του συνόλου Χ και µία σχέση προτίµησης « » ορισµένη στο . Η 

σχέση « », ικανοποιεί το ακόλουθο σύστηµα αξιωµάτων ( ): 

X~

~
X~

~
X~y~,x~ ∈∀

1) Η « » είναι σχέση ασθενούς διάταξης στο  
~

X~

2) Εάν ( ) y~y~)1(,x~y~x~ α−α⇒ , )1,0(∈α∀  
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3) Εάν , τότε υπάρχει αz~y~x~ 1,α2 )1,0(∈  ώστε: 

( ) ( z )~)1(,x~y~z~)1(,x~ 2211 α−αα−α  

4) ( ) ( )y~,x~)1(y~)1(,x~ αα−=α−α )1,0(,  ∈α∀

5) Εάν =w~ ( )y~)1(,x~ α−α , τότε: ( ) ( )y~)1(,x~y~)1(,w~ αβ−αβ=β−β  

 

εάν και µόνο εάν υπάρχει πραγµατική συνάρτηση U, ορισµένη στο , τέτοια ώστε 

( ): 

X~

X~y~,x~ ∈∀

 

 )y~(U)x~(Uy~x~
~

≥⇔  (1)   και 

 

 )y~(U)1()x~(U)y~)1(,x~(U α−+α=α−α ,  (2) )1,0(∈α∀  

 

Πιο συγκεκριµένα, εάν υπάρχει και άλλη πραγµατική συνάρτηση στο , τότε η 

νέα συνάρτηση ικανοποιεί τις συνθήκες (1) και (2), εάν και µόνο εάν: 

'U X~

    ,)x~(U)x~('U µ+λ= 0,, >λℜ∈µλ . 

 

Η ύπαρξη της αριθµητικής συνάρτησης U,  µε τις ιδιότητες (1) και (2), µας 

επιτρέπει να κατασκευάσουµε στην συνέχεια τόσο την υπό συνθήκη συνάρτηση 

χρησιµότητας u στο X, όσο και την συνάρτηση αναµενόµενης χρησιµότητας στο . 

Τέλος, η δήλωση ότι οι συναρτήσεις U και u είναι µοναδικές σε θετικό γραµµικό 

µετασχηµατισµό, τοποθετεί την έννοια της µέτρησης που εισάγει η U σε κλίµακα 

διαστήµατος ή άλλη υψηλότερη κλίµακα. 

X~

 

4.9.2. Αθροιστικές συναρτήσεις χρησιµότητας 

 

Η αθροιστική δοµή, συνιστά την απλούστερη (από πρακτικής άποψης) αλλά 

συγχρόνως και την πιο περιοριστική (από θεωρητικής πλευράς) µορφή σύνθεσης. 

 Θεωρώντας το σύνολο των συνεπειών Χi και το αντίστοιχο σύνολο των 

ενδεχοµένων , ορίζουµε ως τυπικό στοιχείο του , το στοιχείο: iX~ iX~

 ( ){ }iiiiiii Xx/)x(p,x)p(x~ ∈= ,  
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όπου η ποσότητα pi(xi) εκφράζει την περιθώρια κατανοµή πιθανότητας της xi 

συνέπειας.  

 

Στην περίπτωση που το σύνολο Χ εκφράζεται µε την µορφή του καρτεσιανού 

γινοµένου: n1 X...XX ××= και οι ποσότητες ui και Ui εκφράζουν αντίστοιχα την υπό 

συνθήκη συνάρτησης χρησιµότητας και την συνάρτηση αναµενόµενης χρησιµότητας 

στα σύνολα Χi και , ορίζουµε την συνάρτηση αναµενόµενης χρησιµότητας στο 

σύνολο ως εξής: 

iX~

X~

  ( ) ( )( )iipi

~

ii

~
xuE)x(UpxU ∑∑ ==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 

4.10. ΑΜΕΣΟΙ ΤΡΟΠΟΙ ΓΙΑ ΤΗΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΤΗΣ ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗΣ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

Οι άµεσοι τρόποι που αφορούν την κατασκευή της συνολικής συνάρτησης 

(τιµής) χρησιµότητας u, αναφέρονται στον προσδιορισµό των επιµέρους 

συναρτήσεων uj. Ένα πανόραµα 24 µεθόδων υπολογισµού των uj µπορεί να βρεθεί 

στον Fishburn (1967). Οι τρόποι αυτοί κατηγοριοπούνται σε διάφορες οµάδες στις 

οποίες λαµβάνονται κατά κύριο λόγο υπόψη, οι εξής παράγοντες: 

 

• Η χρήση η όχι των πιθανοτήτων 

• Το είδος των ερωτήσεων του αναλυτή προς τον D.M. 

• Η αντιστοίχιση της κατασκευής των uj, σε µία και µόνο θέση ή σε συνδυασµό 

θέσεων. 

 

 

Στην παράγραφο αυτή, θα υιοθετήσουµε την πρόταση του Vincke (1992), ο 

οποίος και µας δίνει έξι χαρακτηριστικά παραδείγµατα των παραπάνω περιπτώσεων. 

Σ’ αυτό το σηµείο, οφείλουµε να διευκρινίσουµε ότι η κάθε ιδιότητα Xj αντιστοιχεί 

σε ένα πλήρως διατεταγµένο σύνολο {xj,…,yj}, όπου οι τιµές xj και yj αντιστοιχούν 

στην χειρότερη και καλύτερη κλάση του Χj. Το αθροιστικό µοντέλο µπορεί να 

γραφεί: 

,)x(U)(U jj∑ α=α   όπου:  )(Xx jj α=α
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1η Μέθοδος: Ζητάµε από τον D.M. να ορίσει την κλάση zj, την οποία και θεωρεί ως 

την ενδιάµεση των xj και yj, καθώς και την κλάση vj (ενδιάµεση των xj και zj) και την 

κλάση wj (ενδιάµεση των zj και yj). Με την προϋπόθεση ότι το Χj είναι 

απειροσύνολο, συνεχίζουµε τον διάλογο και παίρνουµε: 

 

[ ]

[ ]

[ ]
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+=

+=

+=

.....

)y(U)z(U
2
1)w(U

)z(U)x(U
2
1)v(U

)y(U)x(U
2
1)z(U

jjj

jjj

jjj

 

 

 2η Μέθοδος: Ζητάµε από τον D.M. να ορίσει την κλάση zj, έτσι ώστε να µπορούµε 

να την προσδιορίσουµε ακριβώς καθώς και να προσδιορίσουµε την κλάση xj µε 

πιθανότητα 2
1 και την κλάση yj µε πιθανότητα 2

1 .΄Τότε παίρνουµε την: 

 [ ])y(U)x(U
2
1)z(U jjj +=  

και συνεχίζουµε µε (xj,zj) και (zj,yj),… Το σύνολο Χj είναι απειροσύνολο. 

 

3η Μέθοδος: Ζητάµε από τον D.M. να ορίσει την κλάση zj, έτσι ώστε να µπορούµε 

να την προσδιορίσουµε ακριβώς καθώς και να προσδιορίσουµε την κλάση xj µε 

πιθανότητα p και την κλάση yj µε πιθανότητα 1-p, για διάφορες τιµές του p.Τότε 

παίρνουµε την: 

 ),y(U)p1()x(pU))p(z(U jjjjjj −+=  p∀  

Όµοια, το σύνολο Χj είναι απειροσύνολο. 

 

4η Μέθοδος: Ζητάµε από τον D.M. να υπολογίσει την πιθανότητα p(zj) για κάθε 

πιθανή κλάση zj, έτσι ώστε να προσδιορίσουµε το zj καθώς και τα xj µε πιθανότητα 

p(zj) και yj µε πιθανότητα 1-p(zj). Τότε: 

 [ ] )y(U)z(p1)x(U)z(p)z(U jjjjjjj −+= . 

Η µέθοδος εφαρµόζεται σε κάθε σύνολο Χj, πεπερασµένο ή µη. 

 

5η Μέθοδος: Ζητάµε από τον D.M. να κατατάξει τα στοιχεία του Χj καθώς και τα 

διαστήµατα µεταξύ των στοιχείων. Στην συνέχεια, µε βάση αυτές τις κατατάξεις, 
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προσδιορίζουµε τις διάφορες θέσεις µε την βοήθεια αριθµητικών τιµών (τα 

διαστήµατα αναπαριστώνται µε διαφορές των τιµών). Η µέθοδος εφαρµόζεται σε 

πεπερασµένο σύνολο Χj. 

 

6η Μέθοδος: Η µέθοδος αυτή προϋποθέτει ότι η συνάρτηση Ui αντιπροσωπεύει την i 

θέση (point of view) του πολυκριτήριου προβλήµατος. Έστω wi µία αριθµητική 

κλάση του Xi. Ζητάµε από τον  D.M να προσδιορίσει για κάθε κλάση zj, την κλάση ti 

στο Xi, έτσι ώστε: 

• να προσδιορίσουµε το xj για την j θέση και το wi για την i θέση 

• να προσδιορίσουµε το zj για την j θέση και το ti για την i θέση 

Τότε έχουµε: 

 )t(U)w(U)x(U)z(U iiiijjjj −+= . 

Η µέθοδος αυτή εφαρµόζεται σε κάθε σύνολο Xj, µε την προϋπόθεση ότι το Xi είναι 

απειροσύνολο. 

 

 

4.11. Η ΘΕΩΡΙΑ ΤΗΣ ΚΟΙΝΩΝΙΚΗΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ 

 

Η θεωρία της κοινωνικής επιλογής (theory of social choice) συνιστά µία 

ιδιαίτερη πτυχή της Αγγλοσαξονικής σχολής  η οποία και προσεγγίζει το πρόβληµα 

της αρωγής στην απόφαση όχι πλέον από την πλευρά που αφορά ένα και µόνο 

ενδιαφερόµενο αλλά από την πλευρά που αφορά οµάδες και σύνολα ατόµων. Η 

θεωρία αυτή αντικατοπτρίζει, σε µαθηµατικό επίπεδο, την βασική αρχή της θεωρίας 

της ∆ηµοκρατίας (Democratic theory) σύµφωνα µε την οποία οι αποφάσεις που 

αφορούν θέµατα κοινωνικής επιλογής και αναφέρονται στο σύνολο των ατόµων µιας 

κοινωνίας πρέπει να λαµβάνονται µε βάση τις επιθυµίες και τις προτιµήσεις των 

ατόµων αυτών (Fishburn, 1973). Σαν συνέπεια αυτής της προσέγγισης, οι εµπνευστές 

της θεωρίας της κοινωνικής επιλογής [Arrow (1963), Murakami (1966), Sen (1970)] 

διαµόρφωσαν µία θεωρία που εξερευνά τις σχέσεις µεταξύ των προτιµήσεων ενός 

συνόλου ατόµων, βασιζόµενοι σε δηµοκρατικά ιδεώδη. Η σύνδεση αυτή γίνεται 

ιδιαίτερα εµφανής όταν οι προς εξέταση σχέσεις αντιµετωπίζονται µε όρους 

πλειοψηφίας (απλής ή σταθµισµένης), ολιγαρχίας ή διδακτορίας. 
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Στην παράγραφο αυτή θα προσπαθήσουµε να προσεγγίσουµε την θεωρία της 

κοινωνικής επιλογής, βασιζόµενοι κυρίως στις θέσεις του Peter .C. Fishburn (1973). 

Πιο συγκεκριµένα, θα αναφερθούµε αρχικά στο γενικό θέµα των συναρτήσεων 

επιλογής και στην συνέχεια θα προσδιορίσουµε τις συναρτήσεις αυτές σε σχέση µε τα 

σύνολα των εναλλακτικών που περιέχουν αφενός δύο στοιχεία και αφετέρου 

περισσότερα των δύο στοιχείων. Τέλος, θα αναφερθούµε στις αθροιστικές 

συναρτήσεις κοινωνικής επιλογής καθώς και στις συναρτήσεις αυτές που 

αναφέρονται σε λοταρίες. 

 

 

4.11.1. Οι συναρτήσεις κοινωνικής επιλογής 
 

Στην γενική περίπτωση, η θεωρία της κοινωνικής επιλογής εφαρµόζεται σε 

σύνολα ή οµάδες τα οποία και αντιπροσωπεύουν ένα πεπερασµένο αριθµό n ατόµων 

(ή ψηφοφόρων)(n: θετικός ακέραιος αριθµός). Η ταξινόµηση των συνόλων αυτών σε 

σχέση µε τα γενικότερα χαρακτηριστικά των ατόµων που συµµετέχουν σ’ αυτά, 

µπορεί να είναι ατελείωτη. Για παράδειγµα, µπορεί να υπάρχουν σύνολα που να 

αναφέρονται είτε σε µία οικογένεια, είτε σε ένα εθνικό κοινοβούλιο, είτε σε ένα 

θρησκευτικό συµβούλιο, είτε σε ένα εργατικό σωµατείο κ.ο.κ.. Τέλος, σε κάποιες 

περιπτώσεις τα σύνολα αυτά µπορεί να εµφανίζουν κάποια αναγνωρίσιµα υποσύνολα 

ή απλώς να είναι διαµορφωµένα σε µια ιεραρχία επιπέδων. 

Το γενικό πλαίσιο µιας διαδικασίας κοινωνικής επιλογής χαρακτηρίζεται από 

το σύνολο των n ατόµων καθώς και από ένα σύνολο X των εναλλακτικών 

αποφάσεων. Η κοινωνική επιλογή συνίσταται στην επιλογή µιας εκ των παραπάνω 

εναλλακτικών και στην αντίστοιχη απόρριψη των υπολοίπων.  Η διαδικασία αυτή δεν 

θέτει συγκεκριµένους περιορισµούς σε σχέση µε την δοµή των προτιµήσεων των 

ατόµων και την διαµόρφωση του συνόλου Χ. 

Η κατασκευή µιας συνάρτησης κοινωνικής επιλογής σχετίζεται άµεσα µε την 

ύπαρξη των συνόλων επιλογής (choice sets). Πιο συγκεκριµένα, αν θεωρήσουµε ότι 

το σύνολο Υ αντιστοιχεί στο υποσύνολο των πραγµατοποιήσιµων εναλλακτικών του 

Χ και ότι το σύνολο D εκφράζει το σύνολο δεδοµένων των προτιµήσεων των n 

ατόµων, τότε ονοµάζουµε ως σύνολο επιλογής: το σύνολο  Το σύνολο 

αυτό, µπορεί να ειδωθεί κατά κάποιο τρόπο, ως το σύνολο των «καλύτερων 

.Y)D,Y(F ⊆
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κοινωνικά» εναλλακτικών του συνόλου Υ, Για τις διάφορες παραλλαγές των 

συνόλων Υ και D, έχουµε και διαφορετικούς σχηµατισµούς των συνόλων επιλογής. Η 

συλλογή όλων αυτών των σχηµατισµών συνιστά την συνάρτηση κοινωνικής 

επιλογής. 

 

Ορισµός 4.4.: Ονοµάζουµε συνάρτηση κοινωνικής επιλογής την συνάρτηση 

, όπου το Χ είναι ένα µη κενό σύνολο, το)X(PDX:F ⎯→⎯ℑ×ℑ Xℑ  είναι ένα µη 

κενό σύνολο των µη κενών υποσυνόλων του Χ, το P(X) είναι το δυναµοσύνολο του Χ 

( ) και τέλος ()XX(P ℑ≈ )D,Y(F)D,Y( ∈∀ ) το σύνολο είναι 

αντίστοιχα ένα µη κενό υποσύνολο του Χ. 

)X(P)D,Y(F ∈

 

Καθένα από τα σύνολα του παραπάνω ορισµού έχει µία ιδιαίτερη ερµηνεία. 

Κατ’ αυτό τον τρόπο, ορίζουµε  ως Xℑ το σύνολο των υποσυνόλων του Χ τα οποία 

και προσδιορίζονται από πραγµατοποιήσιµες εναλλακτικές. Αντίστοιχα το  

αντιστοιχεί στο σύνολο των προφίλ των προτιµήσεων των n ατόµων, µε το κάθε 

στοιχείο του: 

Dℑ

DD ℑ∈  να αποτελεί µια n-άδα µερικών αυστηρών διατάξεων - όπου η 

κάθε διάταξη αναφέρεται σε ένα και µόνο άτοµο στην οµάδα. Τέλος το σύνολο 

 (µε ) αντιστοιχεί στο τελικό σύνολο επιλογής. )X(P)D,Y(F ∈ Y)D,Y(F ⊆⊂∅

 

 

4.11.2. Συναρτήσεις επιλογής µε δύο εναλλακτικές 

 

Μία ιδιαίτερη κατηγορία συναρτήσεων κοινωνικής επιλογής, είναι οι 

συναρτήσεις που αναφέρονται σε σύνολο δύο εναλλακτικών. Με άλλα λόγια, 

προσπαθούµε στην συγκεκριµένη περίπτωση, να επιλέξουµε µια εκ των δύο 

εναλλακτικών x, y ενός συνόλου { }y,xX = .  

Αρχικά θεωρούµε το σύνολο των n ατόµων της οµάδας που συµµετέχει στην 

επιλογή καθώς και τους αριθµούς: i=1,2,…,n που αντιστοιχούν στους δείκτες της 

οµάδας. Στη συνέχεια ορίζουµε την µεταβλητή Di, η οποία και αντιπροσωπεύει την 

πιθανή προτίµηση του i ατόµου στο Χ. Η µεταβλητή αυτή έχει τις παρακάτω τιµές: 

 

• Di=  1 το i άτοµο προτιµά την x έναντι της y ⇔

• Di=  0  το i άτοµο είναι αδιάφορο στην προτίµηση του µεταξύ των x και y ⇔
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• Di=-1  το i άτοµο προτιµά την y έναντι της x. ⇔

 

Το σύνολο { }n1,0,1D −=ℑ , ονοµάζεται το σύνολο των προφίλ προτίµησης όλων των 

ατόµων.  

 

 Η συνάρτηση { }1,0,1D:F −⎯→⎯ℑ  αντιστοιχεί µια κοινωνική επιλογή 

 σε κάθε προφίλ προτίµησης { 1,0,1)D(F −∈ } .DD ℑ∈  Η κοινωνική επιλογή F(D) έχει 

τις παρακάτω τιµές: 

 

• F(D)=    1 ⇔ η x συνιστά την κοινωνική επιλογή στο D 

• F(D)=    0 ⇔  οι x και y ισοψηφούν στο D 

• F(D)=  -1 ⇔  η y  συνιστά την κοινωνική επιλογή στο D. 

 

4.11.3. Συναρτήσεις επιλογής µε παραπάνω των δύο εναλλακτικών 

 

Στην περίπτωση που το σύνολο των εναλλακτικών Χ περιέχει περισσότερα 

των δύο στοιχεία, η διαδικασία της επιλογής µεταξύ αυτών, προσεγγίζεται από το 

γενικότερη έννοια της δυαδικής σχέσης.  Η εισαγωγή της δυαδικής σχέσης 

επισηµαίνεται στο σύνολο , όπου Dℑ Dℑ : το σύνολο των n-άδων D=(>1,…,>n) των 

αυστηρών µερικών διατάξεων στο Χ. Η δυαδική σχέση >i  είναι µια σχέση 

προτίµησης για το i άτοµο. Οι σχέσεις της προτίµησης καθώς και της προτίµησης- 

αδιαφορίας προτίµησης που ορίζονται από την >i, συµβολίζονται ως ~i και  

αντίστοιχα.  

i≥

Οι δυαδικές κοινωνικές επιλογές, αντιστοιχούν σε υποσύνολα δύο στοιχείων 

του Χ. Αυτό σηµαίνει ότι, για δεδοµένο D, το δυαδικό µέρος του F αντιστοιχεί στον 

περιορισµό του F στα υποσύνολα του Χ που δεν περιλαµβάνουν περισσότερα από 

δύο στοιχεία. Αυτός ο περιορισµός ορίζει µία δυαδική ασυµµετρική σχέση FD στο Χ, 

ως εξής: 

 

yxyxFD ≠⇔  και  { }( ) { }xD,y,xF =  
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Το δυαδικό µέρος µιας συνάρτησης κοινωνικής επιλογής 

, περιγράφεται πλήρως από την οικογένεια των δεικτών 

 των δυαδικών σχέσεων F

XDX:F ℑ⎯→⎯ℑ×ℑ

{ DD:FD ℑ∈ } D στο X.  Με βάση τις δυαδικές σχέσεις της 

αυστηρής απλής πλειοψηφίας PD, της απλής πλειοψηφίας RD και της ισοψηφίας ID. Ο 

νόµος απόφασης της απλής πλειοψηφίας για δυαδικές σχέσεις, προσδιορίζεται από 

την ασυµµετρική σχέση PD: 

 

},xy:i{#}yx:i{#yxP iiD >⇔     Xy,x ∈∀ . 

 

Αντίστοιχα, οι νόµοι της απλής πλειοψηφίας και της ισοψηφίας, προσδιορίζονται από 

τις δυαδικές σχέσεις RD και ID: 

 

},xy:i{#}yx:i{#yxR iiD ≥⇔     Xy,x ∈∀  

     },xy:i{#}yx:i{#yxI iiD =⇔ Xy,x ∈∀  

 

Χρησιµοποιώντας τις δυαδικές σχέσεις PD και RD, µπορούµε να ορίσουµε 

συναρτήσεις P και R στο , ως εξής: DX ℑ×ℑ

 

 { }{ }xYy,yxP,Yx:x)D,Y(P D −∈∀∈=   και 

 { } { }Yy,xyP,Yx:xYy,yxR,Yx:x)D,Y(P DD ∈∀/∈=∈∀∈=  

 

Στην περίπτωση που FD=PD ( DD ℑ∈∀ ), τότε η συνάρτηση κοινωνικής επιλογής 

 συµφωνεί µε τον νόµο της αυστηρά απλής πλειοψηφίας. Η πιο 

σηµαντική πρόταση που δηλώνει ότι µια εναλλακτική, η οποία υπερέχει µε αυστηρή 

απλή πλειοψηφία έναντι όλων των άλλων, οφείλει να αποτελεί την κοινωνική 

επιλογή, ονοµάζεται κριτήριο του Condorcet (1785) και δίνεται σε τρεις διαφορετικές 

εκδοχές: 

XDX:F ℑ⎯→⎯ℑ×ℑ

 

Ορισµός: Μια συνάρτηση κοινωνικής επιλογής  ικανοποιεί 

τις: 

XDX:F ℑ⎯→⎯ℑ×ℑ

1) Ασθενή συνθήκη Condorcet 

2) Συνθήκη Condorcet 

 126



3) Ισχυρή συνθήκη Condorcet 

 

εάν και µόνο εάν, DX)D,Y( ℑ×ℑ∈∀ , 

1) F(Y,D)=P(Y,D) οποτεδήποτε ∅≠)D,Y(P  

2) F(Y,D) R(Y,D) οποτεδήποτε ⊆ ∅≠)D,Y(R  

3) F(Y,D)=R(Y,D) οποτεδήποτε ∅≠)D,Y(R  

 

4.11.4. Συνθήκες για κοινωνική επιλογή 

 

Μια συνάρτηση επιλογής περιγράφεται από την συνάρτηση . 

Σύµφωνα µε προηγούµενη αναφορά, οι συναρτήσεις κοινωνικής επιλογής συνιστούν 

συστήµατα συναρτήσεων επιλογής, καθώς η  µπορεί να 

ειδωθεί ως το σύνολο των συναρτήσεων επιλογής F(.,D). Παρόλα αυτά, το σύνολο 

αυτό δεν συµπεριλαµβάνει κάθε συνάρτηση επιλογής, παρά µόνο αυτές που 

ικανοποιούν κάποιες συγκεκριµένες συνθήκες. Οι συνθήκες αυτές, δίνονται 

συγκεντρωµένες στο παρακάτω θεώρηµα που είναι γνωστό ως το θεώρηµα του 

αδυνάτου (impossibility theorem) του Arrow (1950): 

)X(PX ⎯→⎯ℑ

XDX:F ℑ⎯→⎯ℑ×ℑ

 

Θεώρηµα: Έστω ότι η συνάρτηση , είναι µια συνάρτηση 

κοινωνικής επιλογής τέτοια ώστε: 

XDX:F ℑ⎯→⎯ℑ×ℑ

 

C1. Ο n είναι θετικός ακέραιος 

C2.  και το  περιέχει κάθε υποσύνολο δύο στοιχείων του Χ 3X# ≥ Xℑ

C3. Το είναι το σύνολο των n-άδων των ασθενών διατάξεων στο Χ Dℑ

 

Τότε τουλάχιστον µία από τις παρακάτω συνθήκες είναι λάθος: 

 

C4. Η FD στο Χ είναι ασθενή διάταξη DD ℑ∈∀  

C5. Εάν , και x>>Xy,x ∈ DD ℑ∈ Dy τότε xFDy 

C6. Εάν , yx,Xy,x ≠∈ D'D,D ℑ∈  και εάν η D στο {x,y} ισούται µε την '  στο 

 {x,y}, τότε η F

D

D στο {x,y} ισούται  στο {x,y} 'DF

C7. ∆εν υπάρχει  τέτοιο ώστε: { n,...,1i∈ } yxF)yx,DD,Xy,x( Di ⇒ℑ∈∈  
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 Αναφορικά µε το σύνολο των εφτά παραπάνω συνθηκών, µπορούµε να πούµε 

ότι η συνθήκη C5 αντιστοιχεί στην δυαδική οµοφωνία, η C6 στην δυαδική εκδοχή της 

ανεξαρτησίας από µη πραγµατοποιήσιµες µεταβλητές και τέλος η C7 κατοχυρώνει 

την ανυπαρξία δικτάτορα. 

 

4.11.5. Αθροιστικές συναρτήσεις κοινωνικής επιλογής 
 

Μια ιδιαίτερη κατηγορία συναρτήσεων κοινωνικής επιλογής, 

αντιπροσωπεύουν οι αθροιστικές συναρτήσεις κοινωνικής επιλογής. Μια τέτοια 

συνάρτηση είναι ικανή να εισάγει αριθµητικές τιµές σε οποιοδήποτε υποσύνολο 

, κατά τέτοιο τρόπο ώστε οι αριθµοί αυτοί να προσδιορίζουν 

πλήρως τις διατάξεις των ατοµικών προτιµήσεων στο D. Από αυτή την άποψη, οι 

αθροιστικές συναρτήσεις κοινωνικής επιλογής, συνιστούν µια επέκταση των 

αθροιστικών συναρτήσεων τιµής σε οµάδες των n ατόµων.  

DX)D,Y( ℑ×ℑ∈

 

Ορισµός: Έστω ότι το σύνολο Χ είναι πεπερασµένο και το σύνολο  

αντιπροσωπεύει το σύνολο των n-άδων των αυστηρά µερικών διατάξεων στο Χ. Τότε 

η συνάρτηση  ονοµάζεται αθροιστική συνάρτηση κοινωνικής 

επιλογής, εάν και µόνο εάν είναι ήδη συνάρτηση κοινωνικής επιλογής και για κάθε 

, υπάρχει πραγµατική συνάρτηση u

Dℑ

XDX:F ℑ⎯→⎯ℑ×ℑ

{ n,...,1i∈ } i στο DXX ℑ×ℑ×  τέτοια ώστε, 

 και  και { }n,...,1i∈∀ Xy,x ∈ DX)D,Y( ℑ×ℑ∈ : 

   
)D,Y,y(u)D,Y,x(uyx
)D,Y,y(u)D,Y,x(uyx

iii

iii

=⇒≈
>⇒

 

και 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈∀≥∈= ∑ ∑
= =

n

1i

n

1i
ii Yy),D,Y,y(u)D,Y,x(u,Yx:x)D,Y(F  

 

Βασική προϋπόθεση για την ύπαρξη µιας αθροιστικής συνάρτησης 

κοινωνικής επιλογής, είναι η επικύρωση της συνθήκης της οµοφωνίας, δηλ.: 

 και∀∀ Xy,x ∈ DX)D,Y( ℑ×ℑ∈ , 
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1)  και i,xy i ∀≈ )D,Y(Fy)D,Y(Fx ∈⇒∈  

2)  και , για κάποια i i,xy
i~

∀ xy i> )D,Y(Fx ∉⇒  

 

Η πρώτη συνθήκη (1) ονοµάζεται συνθήκη της απλής οµοφωνίας, ενώ αντίστοιχα η 

δεύτερη (2) ονοµάζεται συνθήκη αυστηρής οµοφωνίας. Το σύνολο αυτών των δύο 

συνθηκών απαιτεί την οµόφωνη επικύρωση του συνόλου των ατόµων στην 

προτεινόµενη διάταξη που µας παρέχει η αθροιστική συνάρτηση κοινωνικής 

επιλογής. 

 

4.11.6. Λοταρίες για κοινωνικές εναλλακτικές 

 

Μια λοταρία για κοινωνικές εναλλακτικές, µπορεί να εννοηθεί ως η 

διαδικασία όπου κάποιος επιλέγει µια κοινωνική µεταβλητή «τυχαία», σύµφωνα δηλ. 

µε την κατανοµή της πιθανότητας που συνδέεται µε αυτή. Η λοταρία αντιπροσωπεύει 

αυτήν ακριβώς την απλή κατανοµή πιθανότητας. Μια τέτοια διαδικασία περιγράφεται 

αρχικά από το σύνολο επιλογής,  το οποίο περιέχει αρκετές εναλλακτικές και από το 

οποίο επιβάλλεται να εξάγουµε την τελική επιλογή.   Η επιλογή αυτή πρέπει να γίνει 

µε τυχαίο τρόπο και σύµφωνα µε τις προτιµήσεις των ατόµων. Η απόδοση τιµών 

πιθανότητας στις εναλλακτικές εισάγει µια εναλλακτική στο αρχικό σύνολο, η οποία 

και προσδιορίζεται από τις τιµές αυτές. Η τελική επιλογή αναζητείται στο διευρυµένο 

σύνολο των εναλλακτικών, µε την ίδια διαδικασία απόδοσης τιµών πιθανότητας.  

Για να γίνουµε ποιο σαφείς, οφείλουµε να θεσπίσουµε κάποια ορολογία. Πιο 

συγκεκριµένα, ονοµάζουµε Α το σύνολο των πραγµατοποιήσιµων εναλλακτικών και 

θεωρούµε το υποσύνολο του Β. Στο σύνολο Α, ορίζουµε µια απλή κατανοµή 

πιθανότητας σύµφωνα µε την συνάρτηση , µε τις γνωστές ιδιότητες της 

πιθανότητας: 

ReA:x ⎯→⎯

0)(x ≥α    και  ∑ =α
A

1)(x  

Ονοµάζουµε Χ: το σύνολο των απλών κατανοµών πιθανότητας στο Α. Το σύνολο 

αυτό, είναι κλειστό σε κάθε κυρτό γραµµικό συνδυασµό των στοιχείων του. Για 

παράδειγµα, εάν  και Xy,x ∈ 10 ≤λ≤ , τότε η συνάρτηση , µε: ReA:g ⎯→⎯

 ( )( ) ( ) )(y1)(x)(y1x αλ−+αλ=αλ−+λ , 

είναι επίσης στοιχείο του Χ. 
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Αν υποθέσουµε ότι το σύνολο Β αντιστοιχεί στο βασικό σύνολο πραγµατοποιήσιµων 

εναλλακτικών, τότε η κατανοµή πιθανότητας που συνδέεται µε αυτό, είναι: 

  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=α∈== ∑
B

1)(x,Xx:x)B(YY .

Το αντίστοιχο δυναµοσύνολο του Χ, είναι: =ℑX {Υ(Β):το Β είναι το βασικό σύνολο 

πραγµατοποιήσιµων εναλλακτικών  του Α}. Ανάλογα ορίζουµε το σύνολο  των 

n-άδων αυστηρά µερικών διατάξεων καθώς και την συνάρτηση κοινωνικής επιλογής: 

. 

Dℑ

XDX:F ℑ⎯→⎯ℑ×ℑ

 

 Η επιλογή της κοινωνικής µεταβλητής βασίζεται στην θεωρία των παιγνίων, 

όπως αυτή αναπτύχθηκε από τους von Neumann και Morgenstern (1980). Από  αυτή 

την άποψη, η παράγραφος αυτή συµφωνεί πλήρως µε την γενική αρχή της 

κατασκευής αθροιστικών συναρτήσεων αναµενόµενης χρησιµότητας. Προς 

επικύρωση αυτής της παρατήρησης παραθέτουµε τον παρακάτω θεώρηµα: 

 

Ορισµός: Μια διάταξη προτίµησης « » στο Χ, ικανοποιεί το ισχυρό αξίωµα ατόµου 

(strong individual axiom) εάν και µόνο εάν, Xz,y,x ∈∀  και )1,0(∈λ : 

1. Η « » στο Χ είναι ασθενής διάταξη 

2. ( ) ( )z1yz1xyx λ−+λλ−+λ⇒  

3. ( ) yz1xzy&yx α−+α⇒  και ( )z1xy β−+β  για κάποια 

 ( )1,0, ∈βα

 

Θεώρηµα: Υποθέτοντας ότι η « » στο Χ ικανοποιεί τον παραπάνω ορισµό. Τότε 

υπάρχει πραγµατική συνάρτηση  τέτοια ώστε, ReA:u ⎯→⎯ Xy,x ∈∀ : 

 . ∑∑ αα>αα⇔ )(u)(y)(u)(xyx
A

Στην περίπτωση που εµφανιστεί και άλλη συνάρτηση  µε τα ίδια 

χαρακτηριστικά, τότε υπάρχει πραγµατικός αριθµός r>0: 

ReA:'u ⎯→⎯

.A,s)(ru)('u ∈α∀+α=α  

 

Η συνάρτηση u ονοµάζεται συνάρτηση χρησιµότητας και το αντίστοιχο 

άθροισµα:  αντιστοιχεί στην αναµενόµενη χρησιµότητα της κατανοµής 

πιθανότητας x.  Με βάση το παραπάνω συµπέρασµα, λέµε ότι µια κατανοµή 

∑ αα
A

)(u)(x
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προτιµάται έναντι άλλης, εάν και µόνο εάν αυτή παρουσιάζει την µεγαλύτερη 

αναµενόµενη χρησιµότητα.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο  

 
 
 
 
 

Πολυκριτήρια Ανάλυση  ΙI 
 
 
 
 
 
5.0. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Η θεωρία των σχέσεων υπεροχής, αποτελεί το δεύτερο µεγάλο ρεύµα στον 

χώρο της Πολυκριτήριας Ανάλυσης. Η θεωρία αυτή είναι γαλλικής  έµπνευσης και 

βασίστηκε στις εργασίες του Β.Roy. Σύµφωνα µε το σκεπτικό του θεµελιωτή της, η 

θεωρία αυτή διαπραγµατεύεται την εισαγωγή µιας ασθενέστερης σχέσης, της σχέσης 

υπεροχής, στα προβλήµατα απόφασης. Η σχέση αυτή εισάγει µια νέα παράµετρο 

προτίµησης, πέραν της ασθενούς προτίµησης, της ισχυρής προτίµησης και της 

αδιαφορίας της προτίµησης. Η παράµετρος αυτή αναφέρεται στην περίπτωση που δεν 

µπορούν να συγκριθούν οι προτιµήσεις, και καλύπτει το θέµα πληρότητας στα 

προβλήµατα απόφασης. 

Η θεωρία των σχέσεων υπεροχής κατατάσσεται στην οµάδα των µεθόδων µη-

κυρτής βελτιστοποίησης και προτείνει έναν τρόπο επίλυσης των προβληµάτων 

απόφασης που βασίζεται εξ ολοκλήρου στην θεωρία των γραφηµάτων. Αν 

θεωρήσουµε, ότι οι µέθοδοι της θεωρίας της Χρησιµότητας εισάγουν, µέσω των 

γραµµικών διατάξεων που υποστηρίζουν, έναν γραµµικό τρόπο επίλυσης των 

πολυκριτήριων προβληµάτων, µπορούµε να πούµε ότι η θεωρία των σχέσεων 

υπεροχής επιλέγει την µη-γραµµική επίλυση. 

Σ’ αυτό το κεφάλαιο θα αναπτύξουµε το θεωρητικό υπόβαθρο των σχέσεων 

υπεροχής. Επίσης θα αναφερθούµε και στην µεθοδολογία της οικογένειας ELECTRE, 

η οποία και θεωρείται ο κύριος αντιπρόσωπος της θεωρίας αυτής. 

 

 

 

 132



5.1. ΤΟ ΠΟΛΥΚΡΙΤΗΡΙΟ ΜΟΝΤΕΛΟ 

 

Η θεωρία των σχέσεων υπεροχής διατηρεί σε γενικές γραµµές το 

πολυκριτήριο µοντέλο Α.Α.Ε. που προτάθηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο και το 

οποίο αφορά ιδιαίτερα τις µεθόδους της Πολυκριτήριας Θεωρίας Χρησιµότητας. Η 

διαφοροποίηση των δύο σχολών ως προς το πολυκριτήριο µοντέλο εφαρµογής τους, 

συνίσταται σε έναν διαφορετικό προσδιορισµό, εκ µέρους της οµάδας των µεθόδων 

των σχέσεων υπεροχής, των όρων του προτεινόµενου µοντέλου Α.Α.Ε. Μ’ αυτόν τον 

τρόπο, το τρίπτυχο: Εναλλακτικές (Alternatives), Ιδιότητες (Attributes), Εκτιµητές 

(Evaluators), µετασχηµατίζεται στο αντίστοιχο τρίπτυχο: Πραγµατοποιήσιµες 

Ενέργειες (Potential Actions), Κριτήρια (Criteria) και Παραστάσεις(Performances) 

(Roy, 1990). Ο µετασχηµατισµός αυτός αφήνει αναλλοίωτη την δοµή του αρχικού 

µοντέλου, αλλά κρίνεται απαραίτητος για την θεµελίωση της θεωρίας των σχέσεων 

υπεροχής. 

Σύµφωνα µε τον Roy, (1996) «ως ενέργεια α, ορίζεται κάθε πιθανή συµµετοχή 

στην διαδικασία απόφασης η οποία συνιστά µία δεδοµένη θέση και η οποία µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί ως σηµείο εφαρµογής της διαδικασίας αρωγής απόφασης». Οι 

ενέργειες διακρίνονται σε πραγµατικές ή θεωρητικές καθώς και σε ρεαλιστικές ή µη-

ρεαλιστικές. Η πρώτη κατάταξη των ενεργειών αφορά την θέση που αντιπροσωπεύει 

µία ενέργεια στην διαδικασία απόφασης, διαπραγµατεύεται δηλ. το γεγονός αν η 

ενέργεια αντιπροσωπεύει ένα πραγµατικό γεγονός ή αν απλά αντιπροσωπεύει µία 

ιδεολογική θέση. Η δεύτερη κατάταξη των ενεργειών αναφέρεται στην δυνατότητα 

τους να πραγµατοποιηθούν, γι’ αυτό και διακρίνονται σε αυτές που έχουν αυτή την 

δυνατότητα και σε αυτές που δεν την έχουν. Η προτεινόµενη διαφοροποίηση των 

ενεργειών, σε σχέση µε τις προαναφερθείσες ιδιότητες τους, επιτρέπει τον 

προσδιορισµό της έννοιας της πραγµατοποιήσιµης ενέργειας. Ονοµάζεται 

πραγµατοποιήσιµη ενέργεια (Roy, 1996) «κάθε πραγµατική ή υποθετική ενέργεια ή 

οποία κρίνεται ρεαλιστική, από έναν τουλάχιστον των παραγόντων µιας διαδικασίας 

απόφασης, ή απλά εκτιµάται ως τέτοια από τον αναλυτή. Το σύνολο των 

πραγµατοποιήσιµων ενεργειών ονοµάζεται σύνολο Α». Σ’ αυτήν την φάση, το 

σύνολο Α των πραγµατοποιήσιµων ενεργειών ταυτίζεται µε το σύνολο Α των 

εναλλακτικών.  

Το σύνολο Α µπορεί να ορισθεί είτε εκ των προτέρων είτε κατά την διάρκεια 

της διαδικασίας αρωγής απόφασης. Στην πρώτη περίπτωση το σύνολο των ενεργειών 

 133



ονοµάζεται «σταβλισµένο» (stable) ενώ αντίστοιχα στην δεύτερη περίπτωση 

ονοµάζεται «εξελικτικό» (evolutive). Τέλος το σύνολο A µπορεί να ονοµαστεί 

«σφαιρικό» (globalized) αν κάθε αντικείµενο του αποκλείει οποιοδήποτε άλλο και 

τεµαχισµένο (fragmented) στην περίπτωση που τα αποτελέσµατα µιας διαδικασίας 

απόφασης αναφέρονται σε συνδυασµούς των αντικειµένων του Α (Vincke, 1992). 

 

Ο δεύτερος όρος του πολυκριτήριου µοντέλου της θεωρίας των σχέσεων 

υπεροχής αναφέρεται στην έννοια του κριτηρίου. Οι έννοιες κριτήριο και ιδιότητα 

κατέχουν τον ίδιο ρόλο επιχειρησιακά, µε µόνη διαφορά τον ακριβέστερο 

προσδιορισµό της πρώτης έναντι της δεύτερης. 

Σύµφωνα µε τoν Vincke (1992), το κριτήριο ορίζεται «ως µία συνάρτηση g 

ορισµένη στο σύνολο Α και η οποία παίρνει τις τιµές της σε ένα ολικά διατεταγµένο 

σύνολο. Η συνάρτηση αυτή αναπαριστά τις προτιµήσεις του D.M. σύµφωνα µε 

κάποια συγκεκριµένη θέση του». Ο Roy (1996) αναφέρεται στο κριτήριο σαν 

εργαλείο το οποίο και επιτρέπει την σύγκριση των εναλλακτικών σύµφωνα µε κάποια 

συγκεκριµένη θέση ή κάποιον άξονα σηµαντικότητας (significance axe). Τέλος ο 

Bouyssou (1990) προτείνει έναν συνδυασµό των παραπάνω ορισµών και καθορίζει το 

κριτήριο «ως πραγµατική συνάρτηση ορισµένη στο σύνολο Α των εναλλακτικών, 

κατά τέτοιο τρόπο ώστε να επιτρέπει την σύγκριση των εναλλακτικών α και b – ως 

προς µία συγκεκριµένη θέση j – µέσω της χρήσης των αριθµών gj(α) και gj(b)». Οι 

αριθµοί αυτοί συνιστούν τους εκτιµητές των εναλλακτικών α και b υπό την 

προοπτική του κριτηρίου gj και ονοµάζονται αντίστοιχα παραστάσεις των 

εναλλακτικών α και b. Η σύγκριση των παραπάνω αριθµών µέσω της σχέσης 

µας επιτρέπει να θεωρήσουµε την εναλλακτική α τουλάχιστον τόσο 

καλή όσο η b, υπό την προοπτική της θέσης j. 

)b(g)(g jj ≥α

Στην περίπτωση της πολυκριτήριας προσέγγισης ενός προβλήµατος 

απόφασης, ο αναλυτής οφείλει να κατασκευάσει έναν αριθµό κριτηρίων 

χρησιµοποιώντας διάφορες θέσεις. Αυτές οι θέσεις αντιπροσωπεύουν διαφορετικούς 

άξονες, επί των οποίων οι διάφοροι παράγοντες µιας διαδικασίας απόφασης κρίνουν,  

µετασχηµατίζουν και διαµορφώνουν τις προτιµήσεις τους. Οι συγκρίσεις που 

απορρέουν από τα κριτήρια αυτά, προσδιορίζονται ως µερικές προτιµήσεις (partial 

preferences), δηλ. προτιµήσεις που αφορούν αποκλειστικά την θέση που 

διαπραγµατεύεται το προτεινόµενο κριτήριο.  
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Η σύγκριση δύο εναλλακτικών α και b αναφέρεται στο σύνολο των n µερικών 

τους προτιµήσεων, όπως αυτές προσδιορίζονται από τα διανύσµατα 

g(α)=[g1(α),…,gn(α)] και g(b)=[g1(b),…,gn(b)]. Για να µιλήσουµε µε τοπογραφικούς 

όρους, τα παραπάνω διανύσµατα αντιπροσωπεύουν τους χάρτες των περιοχών, όπως 

αυτές προσδιορίζονται από τις εναλλακτικές. Η σύγκριση των εναλλακτικών 

αναφέρεται σε σύγκριση των περιοχών, αλλά πρακτικά επιτυγχάνεται µέσω των 

αντίστοιχων χαρτών τους (Roy, 1990). Η σηµαντική προσέγγιση των δύο παραπάνω 

εννοιών (χάρτης - περιοχής) είναι απαραίτητη προϋπόθεση για την ικανοποιητική 

προσέγγιση όλων των παραµέτρων ενός προβλήµατος απόφασης. Η διαδικασία 

προσέγγισης αντιµετωπίζεται σαν το πρόβληµα κατασκευής µιας συνεπούς 

οικογένειας (consistent family) F των n κριτηρίων gj, η οποία πρέπει να 

αντιπροσωπεύει το σύνολο των θέσεων που εµφανίζονται σε συγκεκριµένο πρόβληµα 

απόφασης. Από άποψη δοµής,  το παραπάνω πρόβληµα ταυτίζεται µε το πρόβληµα 

καθορισµού των µεταβλητών σε µία στατιστική έρευνα, η πιο συγκεκριµένα σε µία 

έρευνα που πρόκειται να εφαρµοσθούν οι µέθοδοι της Ανάλυσης ∆εδοµένων.  

Μία συνεπής οικογένεια  F των n κριτηρίων gj. προσδιορίζεται από ένα 

σύνολο πέντε ιδιοτήτων. Οι δύο πρώτες από αυτές, αναφέρονται στον όρο οικογένεια, 

ενώ αντίστοιχα οι υπόλοιπες αναφέρονται στον χαρακτηρισµό «συνεπής». Οι 

ιδιότητες αυτές, προσδιορίζουν ότι η F πρέπει να είναι (Bouyssou, 1990): 

 

• Αναγνώσιµη (legible )  

Η οικογένεια πρέπει να περιέχει ένα σηµαντικά µικρό αριθµό κριτηρίων, ο οποίος 

και θα επιτρέπει την εύκολη διαχείριση τους από τον αναλυτή. 

 

• Λειτουργική (operational) 

Η οικογένεια πρέπει να συνιστά µία βάση για την εφαρµογή µιας διαδικασίας 

απόφασης και αυτή η βάση πρέπει να έχει την έγκριση του συνόλου των 

παραγόντων. 

 

• Εξαντλητική (exhaustive) 

Η οικογένεια πρέπει να περιέχει κάθε σηµαντική θέση 

 

• Μονότονη (monotonic) 
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Οι µερικές προτιµήσεις, όπως αυτές προσδιορίζονται από κάθε κριτήριο, 

οφείλουν να είναι συνεπείς µε την συνολική προτίµηση για κάθε εναλλακτική. Η 

συνθήκη αυτή καθιστά απαγορευτική την διαφοροποίηση της σύγκρισης των 

εναλλακτικών σε µερικό και συνολικό επίπεδο. ∆ηλ., εάν µία εναλλακτική α 

κριθεί ότι είναι καλύτερη της b στο σύνολο των κριτηρίων, τότε η α κρίνεται 

«τόσο καλή όσο και» η b σε κάθε κριτήριο ξεχωριστά 

 

• Ελάχιστη (minimal)  

Η οικογένεια δεν πρέπει να συµπεριλαµβάνει µη χρήσιµα κριτήρια. 

 

 

5.2. ΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΠΡΟΤΙΜΗΣΕΩΝ 

 

Στην παράγραφο αυτή, επανερχόµαστε στο θέµα της προτίµησης. Πιο 

συγκεκριµένα, θα επεκτείνουµε τα συµπεράσµατα µας ως προς τα είδη των 

προτιµήσεων που εµφανίζονται σε προβλήµατα απόφασης και θα ορίσουµε 

συγκεκριµένους συνδυασµούς αυτών, που υποδεικνύουν συγκεκριµένες δοµές της 

κρίσης του D.M..  Οι παρατηρήσεις αυτές συµπληρώνουν την έννοια της 

προτίµησης, όπως αυτή εµφανίστηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο, και συνιστούν 

µία πρώτη αναφορά στο θέµα της σχέσης υπεροχής. Τέλος , θα προχωρήσουµε 

και σε µία κατάταξη των κριτηρίων ανάλογα µε την δοµή προτίµησης που αυτά 

εκφράζουν. 

 

5.2.1. ∆οµή προτιµήσεων 

 

Το πρόβληµα σύγκρισης δύο εναλλακτικών α και b, µε το οποίο έρχεται σε 

επαφή κάθε παράγοντας της διαδικασίας απόφασης, ταξινοµείται σε τέσσερις 

επιµέρους καταστάσεις (Roy, 1996): 

• κατάσταση αδιαφορίας - όπου υπάρχει µόνο µία δυνατότητα: οι α και b να 

έχουν την ίδια τιµή 

• κατάσταση αυστηρής προτίµησης – όπου υπάρχουν δύο δυνατότητες: είτε η α 

να προτιµάται αυστηρά της b, είτε η b να προτιµάται αυστηρά της α 
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• κατάσταση ασθενούς προτίµησης – όπου υπάρχουν δύο δυνατότητες: είτε η α 

να προτιµάται ασθενώς της b, είτε η b να προτιµάται ασθενώς της α 

• κατάσταση µη-συγκρισιµότητας (incomparability) - όπου υπάρχει µόνο µία 

δυνατότητα: οι α και b δεν συγκρίνονται. 

 

Οι τρεις πρώτες καταστάσεις προτίµησης παρουσιάστηκαν εκτενέστερα στο 

προηγούµενο κεφάλαιο. Η τελευταία από αυτές (η κατάσταση της µη-

συγκρισιµότητας ), συνιστά την νέα κατάσταση προτίµησης, που είναι δυνατόν να 

παρατηρηθεί σε πληθώρα προβληµάτων απόφασης. Η κατάσταση αυτή σχετίζεται 

άµεσα µε την θεµελίωση των σχέσεων υπεροχής. 

 

Αν θελήσουµε, να παρουσιάσουµε τις παραπάνω καταστάσεις,  µε την 

βοήθεια των δυαδικών σχέσεων (παρουσία – απουσία ιδιότητας),  σχηµατίζουµε τον 

παρακάτω πίνακα (Πίνακας 5.1.). 

 

 
Πίνακας 5.1.: Οι τέσσερις βασικές καταστάσεις προτίµησης  

Κατάσταση Ορισµός ∆υαδικές Σχέσεις 

(Ιδιότητες) 

Αδιαφορία Αντιστοιχεί στην ύπαρξη σηµαντικών λόγων που 

δικαιολογούν µία ισοδυναµία µεταξύ δύο 

ενεργειών 

Ι: ανακλαστική και 

συµµετρική 

 

Αυστηρή 

Προτίµηση 

Αντιστοιχεί στην ύπαρξη σηµαντικών λόγων που 

δικαιολογούν αυστηρή προτίµηση, προς όφελος 

της µιας εκ των δύο ενεργειών 

P: ασυµµετρική  

Ασθενής 

Προτίµηση 

Αντιστοιχεί στην ύπαρξη σηµαντικών λόγων που 

δικαιολογούν αυστηρή προτίµηση, προς όφελος 

της µιας εκ των δύο ενεργειών, αλλά συγχρόνως 

δεν δικαιολογούν αυστηρή προτίµηση, προς 

όφελος της άλλης καθώς και ισοδυναµίας 

µεταξύ των δύο 

Q: ασυµµετρική 

Μη-συγκρισιµότητα Αντιστοιχεί στην απουσία σηµαντικών λόγων 

που δικαιολογούν την ύπαρξη κάποιας εκ των 

άνω τριών καταστάσεων 

R: συµµετρική 
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Οι τέσσερις παραπάνω δυαδικές σχέσεις {I, P, Q, R}, ορισµένες σε ένα 

σύνολο εναλλακτικών Α, ορίζουν ένα βασικό σύστηµα σχέσεων προτίµησης για έναν 

παράγοντα στο Α, εάν: 

 

• Αναπαριστούν πράγµατι τις προτιµήσεις του παράγοντα σύµφωνα µε τους 

ορισµούς και τις ιδιότητες του Πίνακα 5.1 

 

• Είναι εξαντλητικές 

 

 

• Είναι αµοιβαία αποκλειστικές 

 

Σ’ αυτό το σηµείο, οφείλουµε να παραθέσουµε και την άποψη του Vincke (1992), ο 

οποίος θεωρεί ότι µόνο οι τρείς δυαδικές σχέσεις {I, P, R}είναι αρκετές για να 

θεµελιώσουν ένα βασικό σύστηµα σχέσεων προτίµησης.  

 

Οι τέσσερις βασικές δυαδικές σχέσεις {I, P, Q, R}, αντιπροσωπεύουν το 

σύνολο των σχέσεων προτίµησης που εµφανίζονται σε ένα πρόβληµα απόφασης. 

Στην πράξη όµως, µπορεί και οποιοσδήποτε συνδυασµός των παραπάνω σχέσεων να 

δοµήσει ένα µοντέλο προτίµησης. Ο Roy (1996), διακρίνει πέντε από αυτούς τους 

πιθανούς συνδυασµούς, οι οποίοι είναι ιδιαίτερα σηµαντικοί. Οι συνδυασµοί αυτοί, 

ορίζουν ένα ενωµένο (consolidated) σύστηµα προτίµησης και οι δυαδικές σχέσεις που 

συνδέονται µε αυτούς ονοµάζονται ενωµένες σχέσεις (Πίνακας 5.2.). 
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Πίνακας 5.2.: Οι ενωµένες σχέσεις και οι αντίστοιχες καταστάσεις προτίµησης 
µεταξύ των εναλλακτικών α και b 

 

 

Κατάσταση Ορισµός ∆υαδικές Σχέσεις 

(Ιδιότητες) 

Μη-συγκρισιµότητα Αντιστοιχεί στην ύπαρξη σηµαντικών λόγων που 

δικαιολογούν την απουσία ύπαρξης σχέσης 

αυστηρής και ασθενούς προτίµησης , χωρίς να 

επιτρέπει την όποια διαφοροποίηση τους 

~: α~b  αIb ή αRb ⇔
 

Προτίµηση 

 

Αντιστοιχεί στην ύπαρξη σηµαντικών λόγων που 

δικαιολογούν αυστηρή ή ασθενή προτίµηση, 

προς όφελος της µιας εκ των δύο ενεργειών, 

χωρίς να επιτρέπει την όποια διαφοροποίηση 

τους 

>: α>b  αPb ή αQb ⇔

J- Προτίµηση 

 

Αντιστοιχεί στην ύπαρξη σηµαντικών λόγων που 

δικαιολογούν ασθενή προτίµηση, προς όφελος 

της µιας εκ των δύο ενεργειών ή αδιαφορίας, 

χωρίς να επιτρέπει την όποια διαφοροποίηση 

τους 

J: αJb  αQb ή αIb ⇔
 

Κ- Προτίµηση Αντιστοιχεί στην ύπαρξη σηµαντικών λόγων που 

δικαιολογούν αυστηρή προτίµηση, προς όφελος 

της µιας εκ των δύο ενεργειών ή αδιαφορίας, 

χωρίς να επιτρέπει την όποια διαφοροποίηση 

τους 

K: αKb  αPb ή αRb ⇔
 

 

Υπεροχή 

 

 

Αντιστοιχεί στην ύπαρξη σηµαντικών λόγων που 

δικαιολογούν προτίµηση ή J-προτίµηση, προς 

όφελος της µιας εκ των δύο ενεργειών ή 

αδιαφορίας, χωρίς να επιτρέπει την όποια 

διαφοροποίηση µεταξύ των καταστάσεων της 

αυστηρής προτίµησης, ασθενούς προτίµησης και 

ισοδυναµίας 

S: αSb⇔  αPb ή αQb ή 

αIb 

 

 

 

Η τελευταία σχέση, η σχέση υπεροχής, είναι ιδιαίτερης σηµασίας και η 

παράσταση αSb ερµηνεύεται ως « η α είναι τουλάχιστον τόσο καλή όσο η b». Η 

σχέση αυτή καλύπτει το σύνολο των τεσσάρων βασικών σχέσεων {I, P, Q, R} και 

µπορεί να ορίσει από µόνη της – ή και µε την συµµετοχή των Ι, R- ένα σύστηµα 

βασικών σχέσεων προτίµησης. Με άλλα λόγια, η S είναι η ασθενέστερη δυαδική 

σχέση αλλά συγχρόνως µπορεί να ερµηνεύσει το σύνολο των προτιµήσεων του D.M. 
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5.2.2. Κατώφλια 

 

H παραδοσιακή προσέγγιση ενός προβλήµατος απόφαση βασίζεται στην 

µεγιστοποίηση κάποιας συνάρτησης g, ορισµένης στο σύνολο των εναλλακτικών Α. 

Το µοντέλο αυτό υποθέτει ότι οι προτιµήσεις του D.M. ακολουθούν µία σχέση 

ασθενούς διάταξης Q ( ): IP ∪

)b(g)(gIb
)b(g)(gPb

=α⇔α
>α⇔α

  

Η µεγιστοποίηση της συνάρτησης Q οδηγεί σε ολική διάταξη αυτών των 

προτιµήσεων. 

 Ο Luce (1951), διατύπωσε το ακόλουθο παράδειγµα: έστω Ti µια ποσότητα 

τσαγιού η οποία περιέχει i milligrams ζάχαρης. Αν προσθέσουµε ένα ακόµα 

milligram ζάχαρης στην παραπάνω ποσότητα,  είναι δυνατόν να εκφράσουµε µία 

αυστηρή προτίµηση µεταξύ των δύο ποσοτήτων Ti και Ti+1, µε την έννοια ότι 

συγκρίνουµε µία κούπα µε πολύ ζάχαρη και µία µε καθόλου (ΤNPT0 ή T0PTN); Η 

απάντηση είναι όχι.  

Το παράδειγµα αυτό διατυπώνει µε υποδειγµατικό τρόπο, το πρόβληµα της 

µεταβατικότητας της σχέσης αδιαφορίας της προτίµησης,  που µπορεί να απαντηθεί 

σε προβλήµατα απόφασης που ακολουθούν το παραδοσιακό µοντέλο προτίµησης. Η 

επίλυση του προβλήµατος αυτού, επιβάλλει τον µετασχηµατισµού του παραδοσιακού 

µοντέλου σε µοντέλου κατωφλιού (threshold). Με την εισαγωγή ενός θετικού 

κατωφλιού q, το µοντέλο γίνεται: :Ab, ∈α∀  

 
q)b(g)(gIb
q)b(g)(gPb

≤−α⇔α

+>α⇔α
 

Μία δοµή προτίµησης η οποία αναπαριστάται από το µοντέλο κατωφλιού, ονοµάζεται 

δοµή ηµιδιάταξης (semiorder). 

 

 Το παραπάνω µοντέλο µπορεί να τροποποιηθεί και να συµπεριλάβει την 

περίπτωση όπου το προτεινόµενο κατώφλι αδιαφορίας έχει την µορφή µεταβλητής, 

δηλ.  :Ab, ∈α∀

 

⎩
⎨
⎧

α+α≤
+≤α

⇔α

+>α⇔α

))(g(q)(g)b(g
))b(g(q)b(g)(g

Ib

))b(g(q)b(g)(gPb
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Το παραπάνω µοντέλο ονοµάζεται «µοντέλο κατωφλιού µεταβλητής» και 

εµπεριέχει και την απλή περίπτωση του «µοντέλου κατωφλιού», αρκεί η συνάρτηση 

κατωφλιού q να υπακούει στην ακόλουθη συνθήκη συνέπειας «consistency 

condition»: δηλ. :Ab, ∈α∀  

))b(g(q)b(g))(g(q)(g)b(g)(g +≥α+α⇒>α  . 

Η δοµή προτίµησης που αντιστοιχεί στο «µοντέλο κατωφλιού µεταβλητής» 

ονοµάζεται δοµή διάταξης διαστήµατος (interval order). 

 

Η παρουσία του κατωφλιού αδιαφορίας δεν είναι η µόνη περίπτωση 

κατωφλιού καθώς εκτός της περίπτωση της αδιαφορίας υπάρχει και η περίπτωση της 

τιµής. Σ’ αυτήν την περίπτωση, ο D.M. διστάζει µεταξύ δύο διαφορετικών – µερικές 

φορές και διαµετρικά αντίθετων- απαντήσεων που αφορούν την απόδοση της τιµής 

για µία εναλλακτική. Η παρατήρηση αυτή οδηγεί στην κατασκευή ενός µοντέλου που 

θα λαµβάνει υπόψη τόσο ένα κατώφλι αδιαφορίας όσο και ένα κατώφλι προτίµησης. 

Το πρώτο κατώφλι q ξεκαθαρίζει το πότε ο D.M. θεωρεί ότι οι δύο εναλλακτικές α 

και b είναι ίσες ως προς την τιµή, και το δεύτερο κατώφλι p προσδιορίζει επακριβώς 

το πότε η µία είναι προτιµότερη της άλλης. Αυτό το µοντέλο ονοµάζεται «µοντέλο 

του διπλού κατωφλιού», και δίνεται από τον παρακάτω σχηµατισµό:  :Ab, ∈α∀

 

⎩
⎨
⎧

≥α+α
α≥+

⇔α

+>α≥+⇔α
+>α⇔α

)b(g))(g(q)(g
)(g))b(g(q)b(g

Ib

)),b(g(q)b(g)(g))b(g(p)b(gQb
))b(g(p)b(g)(gPb

   

 

Το παραπάνω µοντέλο αναπαριστά µια δοµή ψευδοδιάταξης (pseudo-order) 

προτίµησης, αν ισχύει η συνθήκη: 

 

  )b(g)(g >α ))b(g(q)b(g))(g(q)(g +>α+α⇔  

   ))b(g(p)b(g))(g(p)(g +>α+α⇔  
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5.2.3. Είδη κριτηρίων – Πολυκριτήριος πίνακας 

 

Στην προηγούµενη παράγραφο, ένας από τους ορισµούς που δόθηκε στην έννοια 

του κριτηρίου, περιγράφει το κριτήριο g ως πραγµατική συνάρτηση που 

αντιπροσωπεύει πλήρως την δοµή των προτιµήσεων του D.M.. Ο καθορισµός της 

αναφερόµενης δοµής, που έγινε σ’ αυτήν την παράγραφο διαµορφώνει τις παρακάτω 

κατηγορίες κριτηρίων: 

 

• Αληθινό κριτήριο – αν η προτεινόµενη δοµή είναι δοµή ολικής προδιάταξης 

• Ηµικριτήριο -  αν η προτεινόµενη δοµή είναι δοµή ηµιδιάταξης 

• Κριτήριο διαστήµατος - αν η προτεινόµενη δοµή είναι δοµή διάταξης 

διαστήµατος 

• Ψευδοκριτήριο - αν η προτεινόµενη δοµή είναι δοµή ψευδοδιάταξης. 

 

Το σύνολο των τιµών των m εναλλακτικών ως προς τα n κριτήρια µπορεί να δοθεί 

µε την µορφή ενός πίνακα ( nm × ), όπου οι m γραµµές αντιστοιχούν στις 

εναλλακτικές και οι n στήλες αντιστοιχούν στα κριτήρια. Η διασταύρωση της i  

γραµµής µε την j στήλη περιγράφει την εκτίµηση gj(i) της i εναλλακτικής από το j 

κριτήριο. Ο πίνακας αυτός ονοµάζεται πολυκριτήριος (Σχήµα 5.1.). 

 

  

 

  

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 
 

Εναλλακτικές 

1 
 
 
i 
 
 
 
m 

gj(i)

1                          j                         n

Σχήµα 5.1.  Πολυκριτήριος πίνακας  

 Κριτήρια  
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5.3. ΣΧΕΣΕΙΣ ΥΠΕΡΟΧΗΣ 

 

Η πρώτη αναφορά στην σχέση υπεροχής, την παρουσιάζει σαν ασθενή 

δυαδική σχέση η οποία είναι ικανή να αναπαραστήσει το σύνολο των προτιµήσεων 

του D.M. Ο ακριβής προσδιορισµός της σχέσης υπεροχής ανήκει στον Roy (1974), ο 

οποίος και θεωρείται ο θεµελιωτής της συγκεκριµένης θεωρίας: 

 

Ορισµός 5.1.: Ονοµάζουµε σχέση υπεροχής, την δυαδική σχέση S ορισµένη στο 

σύνολο των εναλλακτικών Α. Η παράσταση αSb εκφράζει την βεβαιότητα  ύπαρξης 

σηµαντικών λόγων που στηρίζουν την παρατήρηση ότι « η εναλλακτική α  είναι 

τουλάχιστον τόσο καλή όσο η b εναλλακτική» και ταυτόχρονα δηλώνει την απουσία 

αντίστοιχων  λόγων που αντιτίθενται στην παραπάνω παρατήρηση. Οι θέσεις αυτές 

βασίζονται στην γενικότερη πληροφορία που έχουµε για τις προτιµήσεις του D.M.. 

 

Η σχέση υπεροχής µπορεί αρχικά, να εντοπισθεί σε µία συγκεκριµένη θέση 

που υποδεικνύεται από ένα κριτήριο. Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε το κριτήριο gj 

και ας συνδέσουµε σ’ αυτό την περιορισµένη (restricted) σχέση υπεροχής Sj. Η 

παράσταση αSjb δηλώνει ότι « υπό την προοπτική του κριτηρίου gj, η εναλλακτική α 

είναι τουλάχιστον τόσο καλή όσο η b». Η ισχύ της παραπάνω εκδοχής αξιολογείται 

στο επίπεδο των εκτιµητών gj(α) και gj(b), δηλ.:  

 

αSjb  εάν   )b(g)(g jj ≥α . 

 

Στην περίπτωση που έχουµε να κάνουµε µε το σύνολο των θέσεων, όπως αυτές 

υποδεικνύονται από το σύνολο των κριτηρίων, η αντίστοιχη σχέση υπεροχής S 

ονοµάζεται περιεκτική (comprehensive) σχέση υπεροχής. Σ’ αυτήν την περίπτωση,  η 

αξιολόγηση της ισχύος της παράστασης αSb, απαιτεί την εισαγωγή ισχυρών 

συνθηκών –πέραν του επιπέδου του κριτηρίου- που να πιστοποιούν την παρατήρηση 

ότι « η εναλλακτική α  είναι τουλάχιστον τόσο καλή όσο η b εναλλακτική». 

 

 Ο προσδιορισµός της σχέσης υπεροχής S ως περιεκτική σχέση υπεροχής, 

καθώς και η παρατήρηση ότι η S εκφράζει το σύνολο των θέσεων ενός 
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πολυκριτήριου προβλήµατος – σε αντίθεση µε την περιορισµένη σχέση Sj- 

προσάπτουν στην S τρεις σηµαντικές ιδιότητες. 

 

1η Ιδιότητα: Η S είναι µία δυαδική σχέση που χαρακτηρίζεται  απόλυτα από την 

ανακλαστική ιδιότητα: αSα A∈α∀ . Η S δεν χρειάζεται απαραίτητα να είναι και 

µεταβατική. Αυτή η διαπίστωση, οδηγεί -στην περίπτωση της σύγκρισης  των δύο 

εναλλακτικών α και b ( ) - στην ύπαρξη τεσσάρων διαφορετικών ερµηνειών της 

σχέσης S. Το σύνολο αυτών των καταστάσεων περιγράφεται γραφικά στο παρακάτω 

σχήµα (Σχήµα 5.2.). 

α≠b

 

     

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α b

Η  α είναι καλύτερη της  b 

α b 

Η α είναι αδιάφορη της  b 

αb

Η  b είναι καλύτερη της  α 

.α . b

Η  α και b δεν συγκρίνονται 

Σχήµα 5.2.:  Οι τέσσερις καταστάσεις που εµφανίζονται στην σύγκριση
   των εναλλακτικών α και b 

 

Η γραφική αναπαράσταση της δυαδικής σχέσης S µπορεί να επεκταθεί και 

στην περίπτωση που το πλήθος των υπό σύγκριση εναλλακτικών είναι µεγαλύτερο 

του δύο (Σχήµα 5.3.).   Όπως ήδη έχει αναφερθεί, µία δυαδική σχέση µπορεί να 

εκφρασθεί µε µία ισοδύναµη µαθηµατική αναπαράσταση την οποία και ονοµάζουµε  

γράφηµα (κατευθυνόµενο ή µη-κατευθυνόµενο). Το κατευθυνόµενο γράφηµα G 

αποτελείται από µία συλλογή σηµείων (κορυφές) καθώς και µία συλλογή 

κατευθυνόµενων γραµµών (τόξα) που συνδέουν τα σηµεία µεταξύ τους.    Το 

γράφηµα G προσδιορίζεται από το ζεύγος (X, U), όπου Χ ονοµάζουµε το σύνολο των 
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σηµείων και U ονοµάζουµε το σύνολο των γραµµών. Μία τέτοια αναπαράσταση µας 

δίνει το πλεονέκτηµα µιας συνοπτικής και καθόλα περιεκτικής οπτικοποίησης του 

µοντέλου προτίµησης. Η χρήση των γραφηµάτων στην θεωρία των σχέσεων 

υπεροχής συνεπάγεται και τον αντίστοιχο δανεισµό θεµάτων που αναφέρονται στην 

θεωρία γραφηµάτων  (Graph Theory) και τα οποία αποτελούν ένα απαραίτητο και 

χρήσιµο εργαλείο το οποίο το εφαρµόζουµε στην κατασκευή καθώς και εξερεύνηση 

των παραπάνω σχέσεων. 

 

 

Σχήµα 5.3.: Γραφική αναπαράσταση της σχέσης υπεροχής S  

α4

Α={α1, α2, α3, α4}  α1Sα2, α2Sα3, α3Sα2

α1

α3

α2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2η Ιδιότητα:  Η σχέση υπεροχής αποτελεί «επέκταση» της σχέσης κυριαρχίας. Πιο 

συγκεκριµένα θεωρούµε την σχέση κυριαρχίας ∆F: 

 

α ∆F b εάν  ),b(g)(g jj ≥α Fj∈∀  

 

Η επέκταση της ∆F στην S, δίνεται από το ακόλουθο παράδειγµα. Θεωρούµε τις 

εναλλακτικές , 'α α  και b, . Τότε εάν: 'b

 

 'S   και  ∆α α α F b ⇒  'α S b, 

  ∆'b F 'α  και 'Sα α     S⇒ 'b α  
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Ουσιαστικά, σε κάθε περίπτωση ισχύει: α  ∆F b  ⇒ αS b. 

 

3η Ιδιότητα:  Η ιδιότητα αυτή (όπως και η προηγούµενη) συνδέει τις περιορισµένες 

σχέσεις υπεροχής µε την περιεκτική σχέση υπεροχής. Θεωρούµε τις εναλλακτικές α , 

'  . Τότε εάν: α

 

  ή αλλιώς )(g)'(g jj α=α αα jI'  , kj ≠∀ , τότε 'α Sα  εάν 'α Skα  

 

 Οι δύο παραπάνω ιδιότητες µπορούν να συγχωνευθούν σε µία τελική (Roy – 

Bouyssou, 1987): 

 

  ,S' jαα Fj∈∀  . αα⇒ S'

 

 

5.4. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΤΩΝ ΣΧΕΣΕΩΝ ΥΠΕΡΟΧΗΣ 

 

 Η επικύρωση της παράστασης αSb, δεν τεκµηριώνεται στο επίπεδο των 

εκτιµητών gj(α) και gj(b). Στην πραγµατικότητα απαιτείται ένας σηµαντικός αριθµός 

συνθηκών που πρέπει να εκπληρωθούν, προκειµένου να καταλήξουµε στο 

συµπέρασµα ότι «η εναλλακτική α είναι καλύτερη της b». Οι συνθήκες αυτές 

προσδιορίζονται από συγκεκριµένους παράγοντες. Οι πιο σηµαντικοί από αυτούς 

είναι οι ακόλουθοι τέσσερις: 

 

• Ο βαθµός σηµαντικότητας των κριτηρίων που λαµβάνονται υπόψη. 

• Η φύση βασικών θεµάτων όπως: συµφωνία (concordance), ασυµφωνία, 

(discordance), βαθµός αντικατάστασης (substitution rate), ένταση προτίµησης, 

… 

• Η εσωτερική πληροφορία των κριτηρίων 

• Η ισχύς των απαιτούµενων δικαιολογητικών 

 

 Ο πρώτος παράγοντας αναφέρεται στην ύπαρξη των κατωφλιών pj και qj. 

Αντίστοιχα ο τρίτος παράγοντας αναφέρεται στην ύπαρξη δύο νέων χαρακτηριστικών 

που συνδέονται µε το κάθε κριτήριο gj: τον συντελεστή σηµαντικότητας του 
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κριτηρίου kj καθώς και το κατώφλι αρνησικυρίας του (veto) vj. Το σύνολο των 

χαρακτηριστικών αυτών µαζί µε τα αντίστοιχα που αφορούν τον δεύτερο παράγοντα, 

θα συζητηθούν παρακάτω. 

 Ο τέταρτος παράγοντας αναφέρεται στην ύπαρξη ενός ελάχιστου δείκτη 

ισχύος, ο οποίος και θα σηµατοδοτεί την κοινή βάση πάνω στην οποία θα γίνεται η 

σύγκριση της ισχύος των συνθηκών που επικυρώνουν την παράσταση αSb. Η 

καθιέρωση ενός τέτοιου δείκτη, συνεπάγεται την ύπαρξη δύο διαφορετικών 

µοντέλων: Τύπου Ι και Τύπου ΙΙ. 

 

 Στο µοντέλο Τύπου Ι, υιοθετούµε ένα σύνολο r ( 1r ≥ ) σχέσεων υπεροχής µε 

σκοπό να τυποποιήσουµε τις προτιµήσεις του D.M.: 

   r21 S...SS ⊂⊂⊂

Η αύξηση του δείκτη που προσδιορίζει την σχέση υπεροχής στην παραπάνω 

ακολουθία από το 1 έως το r, αντιστοιχεί σε µία ανάλογη µείωση των 

δικαιολογητικών που απαιτούνται για την επικύρωση της παράστασης αSb. 

 Το µοντέλο Τύπου ΙΙ, απαιτεί την εισαγωγή µιας ασαφούς (fuzzy) σχέσεως 

υπεροχής. Αυτό συνεπάγεται την σύνδεση µε κάθε διατεταγµένο ζεύγος (α, b) ενός 

πραγµατικού αριθµού σ(α, b) (0≤  σ(α, b) ≤1), ο οποίος και θα χαρακτηρίζει την 

ζητούµενη ισχύ. Ο δείκτης αυτός ονοµάζεται δείκτης αξιοπιστίας της παράστασης 

αSb. 

 

 Σαν µία πρώτη αναφορά στο θέµα των µεθόδων ELECTRE και σε σχέση µε 

τα προηγούµενα, µπορούµε να πούµε ότι οι µέθοδοι I, II, Is και IV αντιστοιχούν στο 

µοντέλο προτίµησης Τύπου Ι ενώ αντίστοιχα οι µέθοδοι ΙΙΙ και Α αντιστοιχούν στο 

µοντέλο Τύπου ΙΙ. 

 

5.4.1.  Θέµατα συµφωνίας και ασυµφωνίας 

 

Το κριτήριο j  λέµε ότι βρίσκεται σε συµφωνία µε την παράσταση αSb, εάν 

και µόνο εάν αSjb.  

Αν συνδυάσουµε την έννοια της περιορισµένης σχέσης υπεροχής Sj µε το κατώφλι 

αδιαφορίας qj, µπορούµε να πούµε ότι το κριτήριο j βρίσκεται σε συµφωνία µε την 

παράσταση αSb, εάν: 
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 . jjj q)b(g)(g −≥α

Το υποσύνολο των κριτηρίων της F που βρίσκονται σε συµφωνία µε την παράσταση 

αSb, συνιστά µία συµµαχία συµφωνίας (concordant coalition). Την συµφωνία αυτή 

την συµβολίζουµε ως C(αSb). 

 

 Αντίστοιχα, λέµε ότι το κριτήριο j βρίσκεται σε ασυµφωνία µε την παράσταση 

αSb, εάν και µόνο εάν bPjα. Σύµφωνα µε το µοντέλο του ψευδοκριτήριου, έχουµε: 

 

  bPjα εάν gj(b)>gj(α)+pj 

 

Με άλλα λόγια η ύπαρξη ασυµφωνίας του j κριτηρίου ως προς την παράσταση αSb, 

ισοδυναµεί µε την ύπαρξη αυστηρής προτίµησης της b εναλλακτικής έναντι της α –

υπό την προοπτική του j κριτηρίου πάντα, η οποία και µεταφράζεται σε µεγάλη τιµή 

της παράστασης gj(b)-gj(α). 

 

 Το υποσύνολο των κριτηρίων της F που βρίσκονται σε ασυµφωνία µε την 

παράσταση αSb, συνιστά µία συµµαχία ασυµφωνίας (discordant coalition). Την 

συµφωνία αυτή την συµβολίζουµε ως C(bPα). 

 

 Σύµφωνα µε τους παραπάνω ορισµούς, έχουµε: 

 

  και ∅=α∩α )Pb(C)Sb(C F)Pb(C)Sb(C ⊂α∪α  

 

Αυτό σηµαίνει, ότι µπορούµε πάντα να έχουµε την περίπτωση: 

 

  F)Pb(C)Sb(C ≠α∪α

 

Η ανισότητα αυτή ισχύει µόνο όταν εµφανιστεί ένα τουλάχιστον κριτήριο j, το οποίο 

να βρίσκεται συγχρόνως σε συµφωνία και ασυµφωνία µε την παράσταση αSb, δηλ. 

εάν: 

 

 jjjjj q)b(g)(gp)b(g −<α≤−  (pj>qj) 
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Το υποσύνολο της F που ικανοποιεί την παραπάνω συνθήκη συµβολίζεται ως  

C(bQα) και δηλώνει την ύπαρξη σχέση ασθενούς προτίµησης Qj µεταξύ των α και b 

εναλλακτικών για κάποιο αριθµό κριτηρίων. Στην πράξη βέβαια το υποσύνολο 

C(bQα) είναι κενό. Αυτό όµως δεν µας απαγορεύει να συνδέουµε σε κάθε 

διατεταγµένο ζεύγος (α, b), τον ακόλουθο διαµερισµό της F στα υποσύνολα: 

 

 C(αSb), C(bPα)  και C(bQα). 

 

5.4.2. ∆είκτες συµφωνίας και ασυµφωνίας 

 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο αναφερθήκαµε στην ύπαρξη των βαρών που 

επιτρέπουν την σύνθεση του συνόλου των κριτηρίων (ιδιοτήτων) σε ένα µοναδικό 

κριτήριο (περίπτωση σταθµισµένου µέσου). Τα βάρη, είναι πραγµατικοί αριθµοί και 

αποτελούν ενδεικτικό της σηµαντικότητας του κάθε κριτηρίου που λαµβάνει µέρος σε 

µια διαδικασία αρωγής απόφασης. Ανάλογα λοιπόν και οι µέθοδοι υπεροχής (πιο 

συγκεκριµένα οι µέθοδοι ELECTRE) κάνουν χρήση αντίστοιχων χαρακτηριστικών µε 

σκοπό να εκφράσουν την βαρύτητα του κάθε κριτηρίου. Τα χαρακτηριστικά αυτά 

αναφέρονται ως: 

 

• Συντελεστής σηµαντικότητας kj ( ) και 0≥

• Κατώφλι αρνησικυρίας vj   ( ) jp≥

 

Τα χαρακτηριστικά αυτά παίζουν ιδιαίτερο ρόλο στον καθορισµό των δεικτών 

συµφωνίας και ασυµφωνίας, όπως φαίνεται παρακάτω: 

 

(α) ∆είκτης συµφωνίας:   

Ο δείκτης συµφωνίας c(α, b) χαρακτηρίζει την ισχύ των επιχειρηµάτων που 

υποστηρίζουν την αλήθεια της παράστασης αSb. Ο δείκτης αυτός εµφανίζεται ως το 

άθροισµα των δύο επιµέρους δεικτών c1(α, b) και c2(α, b), οι οποίο αντίστοιχα 

αντιστοιχούν στα επιχειρήµατα που εξάγονται από τις συµµαχίες C(αSb) και C(bQα). 

Πιο συγκεκριµένα: 

 

 c(α, b)= c1(α, b)+ c2(α, b),  όπου: 
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Σύµφωνα µε το ορισµό, ισχύουν επίσης και τα ακόλουθα: 

 

 1)b,(c0 ≤α≤  

  εάν 0)b,(c =α F)bP(C =α  και 

  εάν 1)b,(c =α F)Sb(C =α  

 

Ο λόγος kj/k εκφράζει την σχετική ισχύ του κάθε κριτηρίου gj, όταν αυτό είναι σε 

συµφωνία µε την παράσταση αSb. Ο αριθµός kj µπορεί να ειδωθεί ως ο αριθµός των 

ψηφοφόρων που υποστηρίζουν την j θέση σε µία διαδικασία ψηφοφορίας. Εάν 

, τότε το σύνολο των k)Sb(Cj α∈ j ψηφοφόρων συνδράµει στο c(α, b). Αντίστοιχα η 

συµµετοχή αυτή είναι κενή εάν )bP(Cj α∈ . Στην περίπτωση που , 

υπάρχει µόνο ένα κλάσµα  που συµµετέχει στο c(α, b). το κλάσµα αυτό αυξάνει 

από το 0 προς το 1 ανάλογα µε την αύξηση του g

)bQ(Cj α∈

jφ

j(α) από το gj(α)-pj προς το gj(α)-qj. 

Με άλλα λόγια, όσο περισσότερος δισταγµός εµφανίζεται ως προς την επιλογή της 

κατάστασης αδιαφορίας αIjb, τόσο περισσότερος αριθµός ψηφοφόρων  

στηρίζουν παράσταση αSb. 

jjkφ

 

(β) Αποτέλεσµα αρνησικυρίας και δείκτης ασυµφωνίας:  

Οποιοδήποτε κριτήριο της συµµαχίας ασυµφωνίας αντιδρά στην ιδέα της 

αποδοχής του ισχυρισµού αSb. Ο βαθµός αντίδρασης του δεν είναι πάντα σταθερός 

παρά ποικίλει ανάλογα µε το κριτήριο. Ο βαθµός αυτός εκφράζεται µε το κατώφλι 

αρνησικυρίας vj, το οποίο και αναφέρεται αποκλειστικά στο κριτήριο gj. Η 

παράσταση: 

 

gj(b)-gj(α)> vj 
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είναι απαγορευτική για την υιοθέτηση του ισχυρισµού αSb από το κριτήριο gj, 

ανεξάρτητα της γνώµης των υπολοίπων κριτηρίων για αυτόν. 

 Το κατώφλι αρνησικυρίας στηρίζεται στην αρχή του «όλα ή τίποτα» και είναι 

ικανό να ορίσει αρκετές απλές (crisp) σχέσεις υπεροχής. Στην περίπτωση όµως της 

ασαφούς σχέσης υπεροχής (µοντέλο Τύπου ΙΙ),  προτείνεται η εισαγωγή ενός νέου 

δείκτη, ο οποίος θα δηλώνει την ισχύ της αντίδρασης στον ισχυρισµό αSb  σε 

κλίµακα [0,…,1] µε βάση την θέση της διαφοράς  gj(b)-gj(α) στο διάστηµα [pj, vj]. Ο 

δείκτης αυτός ονοµάζεται δείκτης ασυµφωνίας dj(α, b) του κριτηρίου gj και είναι: 

 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

>α−

≤α−<
−

−α−

≤α−

=α

jjj

jjjj
jj

jjj

jjj

j

v)(g)b(g,1

v)(g)b(gp,
pv

p)(g)b(g

p)(g)b(g,0

)b,(d  

 

Κλείνοντας, οφείλουµε να αναφέρουµε δύο σηµαντικές διαπιστώσεις ως προς 

την σηµαντικότητα ενός κριτηρίου. Η πρώτη από αυτές, επισηµαίνει το γεγονός ότι η 

σηµαντικότητα του κριτηρίου gj είναι τόσο µεγάλη όσο πιο µικρή είναι η διαφορά 

µεταξύ των δεικτών vj και pj . Η δεύτερη διαπίστωση αναφέρεται στην 

σηµαντικότητα που εκφράζεται από ένα κατώφλι αρνησικυρίας vj (θέµα ασυµφωνίας) 

καθώς και από ένα συντελεστή σηµαντικότητας (θέµα συµφωνίας). Οι δύο αυτές 

περιπτώσεις δεν σχετίζονται µεταξύ τους. 

 

 

5.5. ΟΙ ΜΕΘΟ∆ΟΙ ELECTRE 

 

Οι µέθοδοι της Πολυκριτήριας Θεωρίας Χρησιµότητας επιδιώκουν την 

µοντελοποίηση των προτιµήσεων του D.M. µέσα από συναρτήσεις τιµής (ή 

χρησιµότητας). Υπάρχει όµως και άλλη κατηγορία µεθόδων, η οποία επιτυγχάνει την 

παραπάνω µοντελοποίηση µέσα από συστήµατα δυαδικών σχέσεων.  Οι µέθοδοι 

αυτοί ονοµάζονται µέθοδοι υπεροχής (Outranking Methods).  

Οι µέθοδοι ELECTRE αποτελούν την πρώτη και σηµαντικότερη κατηγορία 

µεθόδων, η οποία βασίστηκε στο µοντέλο των σχέσεων υπεροχής. Το σύνολο των 

µεθόδων αυτής της κατηγορίας φέρνει το όνοµα του B.Roy, ο οποίος εξάλλου είναι 

 151



και ο εµπνευστής της θεωρίας των σχέσεων υπεροχής. Πιο συγκεκριµένα, 

αναφερόµαστε στις µεθόδους ELECTRE I (Roy, 1968), ELECTRE II (Roy and 

Bertier, 1971,1973), ELECTRE III (Roy, 1978), ELECTRE IV (Hugonnard and Roy, 

1982), ELECTRE Is (Roy and Skalka, 1984), ELECTRE A (Moscarola and Roy, 

1977) (Roy, 1981).  Η κατάταξη αυτή (και αναφερόµαστε ιδιαίτερα στην µέθοδο 

ELECTRE A) αφορά, όχι τόσο την παρουσίαση των µεθόδων αλλά περισσότερο την 

εφαρµογή τους.  

Η κοινή ονοµασία των παραπάνω µεθόδων, τις περιγράφει αρχικά ως 

σειριακές µεθόδους ελάττωσης. Ο Bertier (1975) τις κατατάσσει στις αλγεβρικές 

µεθόδους – για να τις διαφοροποιήσει από τις «γεωµετρικές» µεθόδους της ανάλυσης 

δεδοµένων. Ουσιαστικά όµως, πρόκειται για µεθόδους που επιτυγχάνουν την 

σύνθεση των µερικών διατάξεων – όπως αυτές εισάγονται από τα διατεταγµένα 

κριτήρια.  

Η δηµιουργία της κάθε µεθόδου αναλύεται σε δύο στάδια: στο στάδιο 

κατασκευής της σχέσεως υπεροχής και στο στάδιο εξερεύνησης. Σ’ αυτή την 

παράγραφο θα αναφερθούµε στο πρώτο στάδιο και θα εξετάσουµε συγκεκριµένες 

µεθόδους ως προς τις διαφορές τους στα θέµατα συµφωνίας και ασυµφωνίας. 

 

5.5.1. Η µέθοδος ELECTRE Is 

 

Στην  µέθοδο της ELECTRE Is, η ισχύ της παράστασης αSb απαιτεί την 

ικανοποίηση των δύο παρακάτω συνθηκών: 

 

• , s)b,(c ≥α *ss2
1 ≤< ,  όπου: jFj

* kmin
k
11s

∈
−=  

• , όπου: )c,s(wq)b(gv)(g jjjj +≥+α
k/ks1

k/k)b,(c1
)c,s(w

j

j

−−

−α−
=  

 

Η πρώτη συνθήκη (συµµαχία συµφωνίας) αναφέρει ότι η τιµή του δείκτη 

συµφωνίας c(α,b) πρέπει να είναι σηµαντικά υψηλή, προκειµένω να νοµιµοποιηθεί ο 

ισχυρισµός της αSb. Η παράµετρος s θέτει το κάτω όριο του δείκτη και ονοµάζεται 

επίπεδο συµφωνίας (concordance level). Η συνθήκη αυτή καθιστά απαραίτητη την 

συµµετοχή µιας ισχυρής συµµαχίας κριτηρίων προς όφελος της αSb (s>1/2). Στην 

περίπτωση που s> , οι δύο παραπάνω συνθήκες παραµένουν σε ισχύ απλώς η *s
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προτεινόµενη σχέση υπεροχής ερµηνεύεται σαν σχέση κυριαρχίας. Στην πράξη η 

παράµετρος αυτή παίρνει τιµές µεταξύ του 3/5 και 4/5. 

Η δεύτερη συνθήκη αναφέρει το γεγονός ότι το δικαίωµα της αρνησικυρίας δεν 

χαρακτηρίζει το κάθε κριτήριο. Ο συντελεστής w(s,c) χρησιµοποιείται για να 

διαµορφώσει το αποτέλεσµα της αρνησικυρίας (ενισχυτικά ή µη), όπως αυτό 

συζητήθηκε στην προηγούµενη παράγραφο: 

 

w(s,1-kj/k)=o: όχι ενίσχυση 

w(s,s)=1:  µέγιστη ενίσχυση 

 

5.5.2. Η µέθοδος ELECTRE IΙΙ 

 

Η σχέση υπεροχής που χρησιµοποιείται στην µέθοδο ELECTRE IΙΙ είναι του 

Τύπου ΙΙ, είναι δηλ. µια ασαφής δυαδική σχέση. Ο δείκτης αξιοπιστίας σ(α, b) που 

χαρακτηρίζει την σχέση αυτή σχετίζεται άµεσα µε τον δείκτη συµφωνίας c(α ,b). Η 

συσχέτιση των παραπάνω δεικτών λαµβάνει χώρα στο θέµα του δείκτη ασυµφωνίας 

dj(α,b) καθώς µπορούν να υπάρχουν κριτήρια ασυµφωνίας µε dj(α,b) >c(α, b). Η 

απουσία τέτοιων κριτηρίων ταυτίζει τους παραπάνω δείκτες:  σ(α, b) = c(α ,b). Στην 

αντίθετη περίπτωση, η τιµή του δείκτη αξιοπιστίας είναι αντιστρόφως ανάλογη του 

αριθµού εµφάνισης τέτοιων κριτηρίων. Η ελάττωση αυτή γίνεται ολική όταν o 

δείκτης ασυµφωνίας  dj(α,b) πλησιάζει την µονάδα. Πιο συγκεκριµένα: 

 

∏
α∈ α−

α−
α=ασ

)b,(Dcj

j

)b,(c1
)b,(d1

)b,(c)b,( ,   όπου: 

Dc(α ,b)={j/ , dFj∈ j(α,b)> c(α, b)} 

 

5.5.3. Άλλες µέθοδοι ELECTRE  

 

Οι δύο παραπάνω µέθοδοι (ELECTRE Is και ELECTRE III) θεωρούνται 

αντίστοιχη εξέλιξη των δύο πρώτων µεθόδων της οικογένειας ELECTRE: ELECTRE 

I και ELECTRE II.  Αναφορικά σηµειώνουµε ότι η µέθοδος ELECTRE I είναι η 

πρώτη πολυκριτήρια µέθοδος που απαντάται στον χώρο των σχέσεων υπεροχής. Η 

µόνη διαφορά µεταξύ των µεθόδων  ELECTRE I και ELECTRE Is, έγκειται στην 

 153



δυνατότητα χρήσης και ψευδοκριτήριων από την δεύτερη. Αντίστοιχα, η µέθοδος 

ELECTRE II είναι η πρώτη µέθοδος στην οποία έκανε την εµφάνιση του ο δείκτης 

αξιοπιστίας. Στην µέθοδο αυτή λαµβάνονται υπόψη δύο µοντέλα προτίµησης, όπου 

το πρώτο είναι σχετικά φτωχό σε πληροφορία αλλά αρκετά ισχυρό και το δεύτερο 

εµφανίζεται πιο πλούσιο αλλά και λιγότερο ανθεκτικό. 

Η µέθοδος  ELECTRE IV εφαρµόζεται σε περιπτώσεις όπου δεν γίνεται 

χρήση των συντελεστών σηµαντικότητας kj. Αυτό όµως, δεν σηµαίνει ότι δεν 

υπάρχουν καθόλου βάρη. Η µέθοδος αυτή εισάγει µια ακολουθία πέντε 

«φωλιασµένων» σχέσεων υπεροχής: 
54321 SSSSS ⊂⊂⊂⊂  

Κάθε τέτοια σχέση Si , ορίζεται άµεσα µε την αναφορά στα θέµατα συµφωνίας και 

ασυµφωνίας. 

 

 

 

5.6. ΚΑΤΑΤΑΞΗ ΤΩΝ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ELECTRE 

 

Η χρήση ενός πολυκριτήριου µοντέλου προτίµησης (ακόµα και στην 

περίπτωση του απλού κριτηρίου g(α)), βασίζεται πάντοτε στο είδος του 

πολυκριτήριου προβλήµατος, επί του οποίου θέλουµε να εφαρµοστεί. Ο Roy (1996), 

διατύπωσε τρεις βασικές καταστάσεις του πολυκριτήριου προβλήµατος: τις P.α, P.β, 

P.γ . Συνοπτικά µπορούµε να ορίσουµε τις καταστάσεις αυτές, λέγοντας ότι η 

διαδικασία αρωγής απόφασης κινείται προς την κατεύθυνση: 

 

P.α: Επιλογή ενός υποσυνόλου, όσον το δυνατό περισσότερο περιορισµένου, το 

οποίο και περιέχει τις περισσότερο ικανοποιητικές εναλλακτικές. Στην περίπτωση 

αυτή, προσπαθούµε να αποµονώσουµε το µικρότερο υποσύνολο Α0⊂Α , το οποίο 

είναι ικανό να δικαιολογήσει την απουσία των υπολοίπων εναλλακτικών α . A/A0∈

P.β: Σύνδεση της κάθε εναλλακτικής σε προκαθορισµένες κατηγορίες 

P.γ: Κατάταξη των εναλλακτικών σύµφωνα µε την φθίνουσα τάξη προτίµησης. 

Στην περίπτωση αυτή προσπαθούµε να κατασκευάσουµε µία µερική (ή ολική) σχέση 

διάταξης, όσο πλουσιότερη γίνεται, στο υποσύνολο Α0 των πιο ικανοποιητικών 

εναλλακτικών.  
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 Σε σχέση µε τις παραπάνω προβληµατικές µπορούµε να επιδιώξουµε µία 

κατάταξη των µεθόδων της οικογένειας ELECTRE. Πιο συγκεκριµένα: 

 

P.α: Μπορούν να χρησιµοποιηθούν οι µέθοδοι ELECTRE Ι και ELECTRE Ιs. Η 

πρώτη από αυτές χρησιµοποιείται µόνο όταν είναι απολύτως απαραίτητο να 

δουλέψουµε µε µία πολύ απλή µέθοδο και ισχύει: .Fj,0qp jj ∈∀==  

P.β: ∆εν υπάρχει ενδεικτική µέθοδος. 

P.γ: Μπορούν να χρησιµοποιηθούν οι µέθοδοι ELECTRE ΙΙ, ELECTRE ΙΙΙ και 

ELECTRE IV. Η πρώτη θεωρείται κατάλληλη στην περίπτωση που 

 Αντίστοιχα η τελευταία µπορεί να επιλεχθεί στην περίπτωση που 

δεν είναι απαραίτητη η παρουσία των συντελεστών σηµαντικότητας k

.Fj,0qp jj ∈∀==

j.  

 Η παραπάνω κατάταξη, µαζί µε κάποιες άλλες,  µπορεί να παρατηρηθεί στον 

παρακάτω πίνακα (Πίνακας 5.3.):  

 
Πίνακας 5.3.: Κύρια χαρακτηριστικά των µεθόδων ΕLECTRE  

Μέθοδος 

ELECTRE 

I Is II III IV A 

Πιθανότητα χρήσης των 

κατωφλιών αδιαφορίας 

και προτίµησης 

Όχι Ναι Όχι 

 

Ναι Ναι Ναι 

Αναγκαιότητα 

ποσοτικοποίησης της 

σχετικής σηµαντικότητας 

των κριτηρίων 

Ναι Ναι Ναι Ναι Όχι Ναι 

Αριθµός και φύση των 

σχέσεων υπεροχής 

1 1 2 1 ασαφής 5 1 ασαφής 

Κατάσταση 

προβλήµατος 

α α γ γ γ β 

Τελικά αποτελέσµατα Ένας 

πυρήνας 

Ένας 

πυρήνας 

Μερική 

προδιάταξη 

Μερική 

προδιάταξη 

Μερική 

προδιάταξη 

Σύνδεση µε 

προκαθορισµέ-

νες κατηγορίες 
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5.7. ΕΞΕΡΕΥΝΗΣΗ ΤΩΝ ΣΧΕΣΕΩΝ ΥΠΕΡΟΧΗΣ 

 

Η εισαγωγή των τριών προβληµατικών είναι θεµελιώδους σηµασίας για την 

διευθέτηση ενός πολυκριτήριου προβλήµατος.  Αυτό σηµαίνει, ότι η µοντελοποίηση 

των προτιµήσεων του D.M. πρέπει πάντα να προσεγγίζει µία προβληµατική. Η 

παρατήρηση αυτή, δηλώνει την άµεση εξάρτηση του προτεινόµενου µοντέλου από 

την κατεύθυνση που του υποδεικνύει η προβληµατική. Η ανάδειξη αυτής της 

κατεύθυνσης συνεπάγεται, στο σύνολο των περιπτώσεων, την εξερεύνηση του 

µοντέλου προτίµησης.  

Το αρχικό µοντέλο, που σχεδιάζεται να αναπαραστήσει τις προτιµήσεις του 

D.M., δεν απαιτείται να οδηγεί είτε στην κατασκευή ενός διαµερισµού του Α, είτε 

στην κατασκευή µιας προδιάταξης στο Α, είτε τέλος στην επιλογή του υποσυνόλου 

Α0 των πιο ικανοποιητικών ενεργειών. Παρόλα αυτά, το µοντέλο που στηρίζεται στην 

κατασκευή µιας συνάρτησης τιµής, µας παρέχει µία ισχυρή συνέπεια ανάµεσα στα 

αποτελέσµατα του και τα αρχικά δεδοµένα. Αυτό µας επιτρέπει, µια άµεση 

εξερεύνηση της συνάρτησης τιµής, δηλ. µια άµεση επέµβαση στην συνάρτηση αυτή, 

µε σκοπό να οδηγηθούµε σε συγκεκριµένη κατεύθυνση προβληµατικής. 

Στην περίπτωση των σχέσεων υπεροχής, τα πράγµατα δεν είναι τόσο απλά, 

καθώς προκύπτουν αρκετά πρακτικά ζητήµατα που πρέπει να επιλυθούν. Η 

εξερεύνηση µιας σχέσης υπεροχής, γίνεται πάντα µέσα από την εξερεύνηση του 

αντίστοιχου γραφήµατος της. Η διαδικασία που ακολουθείται εξαρτάται πάντοτε από 

την προβληµατική που εισάγουµε (την µέθοδο ELECTRE που χρησιµοποιούµε). Στην 

παράγραφο αυτή θα ασχοληθούµε αποκλειστικά µε την πρώτη περίπτωση 

προβληµατικής, η οποία αφορά τις µεθόδους ELECTRE I και ELECTRE Is. Τόσο 

αυτή η περίπτωση, όσο και οι υπόλοιπες δύο, παρουσιάζονται εκτενέστερα στο άρθρο 

του Vanderpooten (1990). 

Η διαδικασία εξερεύνησης της σχέσης υπεροχής, στο πλαίσιο της πρώτης 

προβληµατικής, πρέπει να σχεδιασθεί µε τέτοιο τρόπο ώστε να οδηγήσει στην 

ανεύρεση του υποσυνόλου Α0, µε τις παρακάτω ιδιότητες: 

 

1. Το Α0  πρέπει να περιέχει τις πιο ικανοποιητικές εναλλακτικές 

2. Η 0A  πρέπει να είναι όσο το δυνατόν µικρή. 
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Η επιλογή ενός τέτοιου υποσυνόλου συνεπάγεται την άµεση διαγραφή των 

υπολοίπων εναλλακτικών: 

 

3.   aSb:Aa,A\Ab 00 ∈∃∈∀

 

Κάθε τέτοιο υποσύνολο θεωρείται ότι κυριαρχεί (ή υπερέχει) του συνόλου Α. Στην 

θεωρία των Γραφηµάτων, ένα τέτοιο υποσύνολο ονοµάζεται κυρίαρχο (dominating 

subset) και χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα (3) της εξωτερικής σταθερότητας 

(external stability). 

 

 Η προτεινόµενη εξερεύνηση διακρίνεται σε δύο περιπτώσεις, την µεταβατική 

και την γενική: 

 

Μεταβατική περίπτωση: Σ’ αυτή την περίπτωση η σχέση υπεροχής S είναι 

εφοδιασµένη µε την µεταβατική ιδιότητα. Αυτό συνεπάγεται ένα διαµερισµό του Α 

σε κλάσεις ισοδυναµίας Ci, οι οποίες περιέχουν αδιάφορες µεταξύ τους εναλλακτικές. 

Στην γλώσσα των γραφηµάτων κάθε τέτοια κλάση, αντιστοιχεί σε ένα ολικό και 

συµµετρικό υπογράφηµα το οποίο ονοµάζεται κλάση αδιαφορίας (indifference 

clique). Αντικαθιστώντας κάθε τέτοια κλάση από µία κορυφή και συγχρόνως 

συνδέοντας τις τελικές κορυφές µεταξύ τους σύµφωνα µε τα αρχικά τόξα του U, 

παίρνουµε το µειωµένο γράφηµα H=(C,V). To σύνολο C αντιστοιχεί στο σύνολο των 

κλάσεων ισοδυναµίας: 

 

   εάν V)C,C( ji ∈ U)a,a( ji ∈ , για κάποιο ii Ca ∈  και κάποιο . jj Ca ∈

 

Το τελικό γράφηµα αναπαριστά πλήρως το µοντέλο προτίµησης. Οι κλάσεις 

περιέχουν τις πιο ικανοποιητικές ενέργειες, οι οποίες και δεν κυριαρχούνται από 

καµία άλλη εναλλακτική. Μπορούµε να ορίσουµε το υποσύνολο Α0, επιλέγοντας µία 

εναλλακτική από κάθε κλάση, χωρίς άλλους περιορισµούς. Στο παρακάτω σχήµα  

(Σχήµα 5.4.) το βέλτιστο υποσύνολο αντιστοιχεί σε δύο ισοδύναµα Α0={a1,a6} ή 

Α0={a4,a6}. 
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Σχήµα 5.4.: Η µεταβατική περίπτωση – Αρχικό και Μειωµένο γράφηµα 

a1 a2 a3

a4 a5 a6

a1 
a4

a3 
a5

a2

H:G:

a6

 

Γενική περίπτωση: Στην γενική περίπτωση, η  S δεν χρειάζεται να είναι µεταβατική. 

Αυτό, σε συνδυασµό µε την ύπαρξη κυκλωµάτων (ανακλαστική σχέση), επιβάλει 

έναν εκ νέου προσδιορισµό του ελάχιστου κυρίαρχου υποσυνόλου Α0. Οφείλουµε 

δηλαδή να προσδιορίσουµε το ελάχιστο S-κυρίαρχο υποσύνολο του οποίου τα 

στοιχεία (εναλλακτικές) είναι µη-συγκρίσιµα: 

 

4.  : δεν ισχύει  ( )  και . 0A'a,a ∈∀ 'aSa )Sa'a(

 

Στην θεωρία Γραφηµάτων, το υποσύνολο που χαρακτηρίζεται από την παραπάνω 

ιδιότητα ονοµάζεται ανεξάρτητο υποσύνολο. Αν συγχρόνως, αυτό το υποσύνολο 

είναι και κυρίαρχο, τότε ονοµάζεται πυρήνας (kernel). Η χρήση του πυρήνα στην 

θεωρία των σχέσεων υπεροχής, εισάγεται για πρώτη φορά στην µέθοδο ELECTRE I. 

 Η εισαγωγή της έννοιας του πυρήνα στην θεωρία των σχέσεων υπεροχής, 

µπορεί να συνεισφέρει στην εξερεύνηση των µη-µεταβατικών σχέσεων, αλλά 

ταυτόχρονα εισάγει και νέα προβλήµατα. Για παράδειγµα, µπορούν να παρατηρηθούν 

περιπτώσεις εξερεύνησης όπου δεν εµφανίζεται πυρήνας, ή εµφανίζονται 

περισσότεροι του ενός πυρήνες (Σχήµα 5.5.). 

 

 

 

 158



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5.5.:  Παραδείγµατα γραφηµάτων που αντιστοιχούν σε κανέναν
   ή παραπάνω του ενός πυρήνες 

a1 a2

a3

a1 a2

a3 a4

∆ύο πυρήνες: {a1,a4} και {a2,a3} Ανυπαρξία πυρήνα 

 

Η ύπαρξη των παραπάνω προβληµάτων, έχει άµεση σχέση µε την παρουσία 

κυκλωµάτων στο γράφηµα της σχέσης υπεροχής. Η θεωρία των γραφηµάτων στηρίζει 

την άποψη αυτή, µε το παρακάτω θεώρηµα: 

 

Εάν το γράφηµα G δεν έχει κυκλώµατα, τότε υπάρχει ένας µοναδικός πυρήνας. 

 

Με αυτή την παρατήρηση, συµπεραίνουµε ότι η εξερεύνηση µιας σχέσης 

υπεροχής (στην γενική κατάσταση) έχει να κάνει µε την εξαφάνιση των κυκλωµάτων. 

Η διαδικασία αυτή, η οποία και περιγράφεται στην µέθοδο ELECTRE Is, είναι η 

εξής: 

Θεωρούµε στο γράφηµα G, τις εναλλακτικές οι οποίες και ανήκουν στο µέγιστο 

κύκλωµα (ένα κύκλωµα που δεν περιέχεται σε άλλο κύκλωµα) και δεν συνιστούν µία 

κλάση αδιαφορίας. Τότε υπάρχουν δύο περιπτώσεις: 

 

 Εάν οι παραπάνω εναλλακτικές θεωρηθούν αµοιβαία αδιάφορες, τότε 

µπορούν να συµπεριληφθούν σε µια κλάση αδιαφορίας. 

 ∆ιαφορετικά, καταλύουµε το κύκλωµα µε το να καταργήσουµε τα τόξα που 

χαρακτηρίζονται από ελάχιστη αξιοπιστία υπεροχής.  
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Η πρώτη περίπτωση, µετασχηµατίζει το γράφηµα G=(A,U) στο γράφηµα  

όπου το κάθε κύκλωµα περιγράφεται από µία κλάση αδιαφορίας. Είναι πιθανό, να 

γενικεύσουµε τον διαµερισµό του Α και να ορίσουµε κλάσεις ισοδυναµίας C

)'U,A('G =

i, οι 

οποίες µε την σειρά τους µετασχηµατίζουν το γράφηµα  στο µειωµένο γράφηµα 

. Σ’ αυτήν την περίπτωση όµως, δεν είναι απαραίτητο να ικανοποιούνται 

όλες οι κατευθύνσεις υπεροχής που δηλώνονται  µε τα τόξα του . Η κατάργηση 

των λιγότερο αξιόπιστων τόξων υπεροχής µετασχηµατίζει το  στο τελικό γράφηµα 

(µε ) . Το τελικό γράφηµα δεν είναι απαραίτητα µεταβατικό, δεν 

περιέχει όµως κανένα κύκλωµα και θεωρείται ότι προσεγγίζει αρκετά πειστικά το 

µοντέλο προτίµησης.  Η διαδικασία εξερεύνησης τελειώνει µε την ανεύρεση του 

πυρήνα του . 

'G

)'V,C('H =

'H

'H

)"V,C("H = V"V ⊂

"H

 

Στην πράξη όµως, η αναζήτηση των «καλύτερων» εναλλακτικών επιβάλει µία 

πιο εκλεπτυσµένη ανάλυση του πυρήνα. Η ανάλυση συνίσταται σε µία επαναληπτική 

επεξεργασία των παραµέτρων ( d,c,p j ) (όπου: τα όρια d,c  των c και d αντίστοιχα), η 

οποία και συµπληρώνεται µε έλεγχο ευρωστίας (robustness) των αποτελεσµάτων 

(Vincke, 1992). Ο Roy (1996) τέλος, θέτει όρια σε αυτή την επεξεργασία δηλώνοντας 

ότι η επιλογή των παραµέτρων δεν πρέπει να γίνεται αυθαίρετα, παρά πάντοτε 

συνδυαστικά και µε βάση την ειδική φύση του κάθε πολυκριτήριου προβλήµατος.    
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6Ο 

 
 
 
 
 
 
 

Πολυκριτήρια υποστήριξη αποφάσεων µε την βοήθεια της 
Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών 

 
 
 
 

6.0. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
 

Στα προηγούµενα κεφάλαια αναφερθήκαµε και αναλύσαµε, σε όσο το 

δυνατόν µεγαλύτερο βαθµό, δύο διαφορετικά επιστηµονικά πεδία: της Παραγοντικής 

Ανάλυσης (Ανάλυσης ∆εδοµένων) και της Πολυκριτήριας Ανάλυσης. Το πρώτο από 

αυτά, ασχολείται µε την στατιστική επεξεργασία µεγάλου αριθµού πινάκων 

δεδοµένων – τα οποία αναφέρονται σε στατιστικές µετρήσεις ή µετρήσεις που 

µπορούν να θεωρηθούν στατιστικές – και αναδεικνύει περιγραφικά το σύνολο της 

πληροφορίας που µπορούµε να αντλήσουµε από τα αρχικά δεδοµένα. Το δεύτερο 

πεδίο αντίστοιχα, διαπραγµατεύεται προβλήµατα απόφασης που αφορούν ένα 

σηµαντικό αριθµό εναλλακτικών αποφάσεων  σε σχέση µε µια οικογένεια κριτηρίων 

και µας παρέχει µέσω συνθετικών διαδικασιών τα κατάλληλα εργαλεία για την 

επιλογή της «καλύτερης» συµβιβαστικά, λύσης. 

 Με µια πρώτη µατιά, µπορεί να θεωρηθεί ότι τα παραπάνω δύο πεδία δεν 

σχετίζονται άµεσα. Η ισχύς αυτής της τοποθέτησης επιβεβαιώνεται από 

παρατηρήσεις που έχουν να κάνουν όχι τόσο µε την ουσία τον µεθόδων παρά µε την 

εικόνα τους, δηλ. τον τρόπο που αυτές παρουσιάζονται. Κατ’ αυτό τον τρόπο, το 

σύνολο των µεθόδων της Πολυκριτήριας Ανάλυσης (Πολυκριτήρια θεωρία 

Χρησιµότητας, Θεωρία των σχέσεων υπεροχής) αντιµετωπίζονται ως αλγεβρικές 

µέθοδοι, ενώ αντίστοιχα το σύνολο των µεθόδων της Παραγοντικής Ανάλυσης 

διέπεται από τον περιγραφικό προσδιορισµό που προσδίδουν µέσω των αναλύσεων 

στο αρχικό πίνακα δεδοµένων.  Η προσέγγιση αυτή, κατά την γνώµη µας, 
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υποβαθµίζει τις µεθόδους της Παραγοντικής Ανάλυσης και καθιστά οποιοδήποτε 

προσπάθεια συγκερασµού των δύο αυτών πεδίων µειονεκτική για την Ανάλυση 

δεδοµένων. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα, που διέπονται από την φιλοσοφία της 

παραπάνω προσέγγισης και τον  συµπληρωµατικό (βοηθητικό) ρόλο της 

Παραγοντικής Ανάλυσης στην πολυκριτήρια µεθοδολογία, µπορούµε να 

αναζητήσουµε στις εργασίες των Mατσατσίνη (1995), Σίσκου (1995,1999) και Brans 

– Mareschal (1990). 

Υπάρχει όµως και η άλλη άποψη, η οποία και υποστηρίζει ότι τα παραπάνω 

πεδία όχι µόνο σχετίζονται άµεσα αλλά µπορούν να συµµετάσχουν ισόποσα σε µια 

διαδικασία απόφασης. Πιο συγκεκριµένα, η συσχέτιση των δύο αυτών πεδίων 

εντοπίζεται στον τρόπο µε τον οποίο τα αποτελέσµατα µιας Παραγοντικής Ανάλυσης 

– ειδικότερα µιας Παραγοντικής Ανάλυσης Αντιστοιχιών – µπορούν να ερµηνευθούν 

αρχικά και κατόπιν να χρησιµοποιηθούν στην πολυκριτήρια µεθοδολογία. Η 

προσέγγιση αυτή αναδεικνύει τον αλγεβρικό χαρακτήρα των µεθόδων της 

Παραγοντικής Ανάλυσης και επαναπροσδιορίζει το πρόβληµα απόφασης από την 

στατιστική του πλευρά.  Ο Βirkhoff (1973) ορίζει ως «θεµελιώδες πρόβληµα δοµής 

της άλγεβρας,  την ανάλυση ενός δεδοµένου αλγεβρικού συστήµατος σε απλούστερα 

µέρη (components) τα οποία και επιτρέπουν την ανακατασκευή του συστήµατος 

µέσω της σύνθεσης αυτών».  Αν µη τι άλλο – και πέρα των παρατηρήσεων του 2ου 

Κεφαλαίου, η µέθοδος της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών βασίστηκε σ’ 

αυτόν ακριβώς τον προβληµατισµό. 

Με βάση την τελευταία τοποθέτηση, το πολυκριτήριο πρόβληµα που τίθεται 

σ’ αυτό το κεφάλαιο είναι το πρόβληµα της οµαδικής αρωγής απόφασης (group 

decision making), το οποίο και περιγράφεται ως εξής: Πως µπορούµε µε βάση τα 

δεδοµένα ενός αρχικού συνόλου n πολυκριτήριων πινάκων να επιλέξουµε το 

υποσύνολο των «καλύτερων εναλλακτικών» ως προς µια οικογένεια q κριτηρίων. Η 

επίλυση του προβλήµατος αυτού, απαιτεί την συνδυαστική χρήση της µεθόδου της 

Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών καθώς και του µεγαλύτερου µέρους της 

πολυκριτήριας µεθοδολογίας και συνοψίζεται στα παρακάτω βήµατα. 

 

1. Στατιστική επεξεργασία του αρχικού συνόλου των n πολυκριτήριων πινάκων, 

µε σκοπό να οδηγηθούµε σε έναν τελικό πίνακα ο οποίος και θα διατηρεί 

ανέπαφη την πληροφορία του αρχικού συνόλου πινάκων. Στον πίνακα αυτό 

εφαρµόζουµε την µέθοδο της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών.  
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2. Πολυκριτήρια προσέγγιση της µεθόδου της Παραγοντικής Ανάλυσης των 

Αντιστοιχιών µε βάση τις γενικότερες αρχές της θεωρίας της Κοινωνικής 

Επιλογής. Η προσέγγιση αυτή απαιτεί µια επιπλέον αναφορά στην θεωρία της 

Τιµής  καθώς και στην µέθοδο της Παραγοντικής Ανάλυσης των 

Αντιστοιχιών. 

 

3. ∆ηµιουργία ενός νέου πίνακα, στον οποίο περιέχεται συγκεντρωµένη, σε 

µορφή διάταξης εναλλακτικών αποφάσεων, η πληροφορία που µας παρέχει το 

σύνολο των n πολυκριτήριων ατόµων ως προς το σύνολο των q κριτηρίων. 

Τον πίνακα αυτό, τον ονοµάζουµε πολυκριτήριο πίνακα του συνόλου και σ’ 

αυτόν εφαρµόζουµε την πολυκριτήρια µέθοδο των σχέσεων υπεροχής , 

ELECTRE Is. 

 

Κατ’ αυτό τον τρόπο, η συνεισφορά της Παραγοντικής Ανάλυσης Αντιστοιχιών 

στην θεµατολογία της Πολυκριτήριας Ανάλυσης είναι ουσιαστική και δηµιουργεί τις 

απαραίτητες συνθήκες για την δηµιουργία ενός εργαλείου οµαδικής αρωγής 

αποφάσεων. Η συνεισφορά όµως αυτών των δύο ξεχωριστών επιστηµονικών πεδίων 

είναι αµοιβαία και ισότιµη. Αν λοιπόν, αντιστρέψουµε την κατεύθυνση της 

συνεισφοράς, η εφαρµογή της Πολυκριτήριας Ανάλυσης επίσης συνεισφέρει στην 

Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών καθώς επιτρέπει την σύνθεση των 

παραγοντικών αξόνων, ως προς τις παρατηρούµενες διατάξεις τους. 

 

 

6.1 ΠΟΛΥΚΡΙΤΗΡΙΟΙ ΠΙΝΑΚΕΣ 

 

Θεωρούµε αρχικά, ένα συγκεκριµένο πολυκριτήριο πρόβληµα απόφασης που 

αναφέρεται σε σταθερό περιβάλλον απόφασης. Μ’ αυτή την αναφορά, δηλώνουµε 

κατηγορηµατικά την άρνηση µας για την υιοθέτηση οποιονδήποτε σεναρίων και 

επικεντρωνόµαστε σε ένα πεπερασµένο σύνολο Α={αi / i=1,…p} p αναγνωρίσιµων 

εναλλακτικών ενεργειών. Το σύνολο αυτό, µαζί µε την συνεπή οικογένεια G={gj / 

j=1,…q} q κριτηρίων συνιστούν τις βάσεις πάνω στις οποίες καλείται ο κάθε µετέχων 

στο πρόβληµα απόφασης, για παράδειγµα ένας D.M., να πάρει θέση. Η θέση αυτή 

αντιστοιχεί στην προτίµηση pij που δείχνει ο ενδιαφερόµενος ως προς την κάθε αi 
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εναλλακτική υπό την προοπτική του κάθε κριτηρίου gj της οικογένειας G. Tο σύνολο 

αυτών των θέσεων, το ταξινοµούµε σε έναν πίνακα Π.  

Ο πίνακας Π, ονοµάζεται πολυκριτήριος πίνακας και είναι διαστάσεων . 

Κάθε στήλη του πίνακα εκφράζει σε µορφή διάταξης,  την προτίµηση του 

ενδιαφεροµένου ως προς το σύνολο των εναλλακτικών Α, υπό την προοπτική του 

κάθε κριτηρίου g

qp×

j (Σχήµα 6.1.). Καθώς τα κριτήρια δίνονται διαχωρισµένα σε 

κλάσεις,  η προτίµηση pij που αποδίδει ο κάθε ενδιαφερόµενος στην αi εναλλακτική 

υποδεικνύει µια κατάταξη της εναλλακτικής στην k κλάση του j κριτηρίου. Το 

σύνολο των  κλάσεων του κάθε κριτηρίου δίνεται είτε σε αριθµητική µορφή 

({1,2,3,4}) είτε σε ποιοτική ({Κακή, Μέτρια, Καλή, Άριστη}). Σε κάθε περίπτωση, το 

σύνολο των κλάσεων θεωρείται διατεταγµένο. 

Από στατιστικής πλευράς, ο πίνακα Π περιγράφεται ως πίνακας µετρήσεων δύο 

µεταβλητών (εναλλακτικές, κριτήρια). O Diday (1982), χαρακτηρίζει έναν στατιστικό 

πίνακα µε χαρακτηριστικά προτίµησης, ως πίνακα προτιµήσεων, συνδέοντας µ’ αυτόν 

τον τρόπο την πολυκριτήρια λειτουργία του µε την στατιστική του φύση. 

 

 

  ΚΡΙΤΗΡΙΑ 

  Κριτήριο 1 Κριτήριο 2 … Κριτήριο q 

 Εναλλακτική 1 3=“Καλή” … … … 

ΕΝΑΛΛΑΚΤΙΚΕΣ Εναλλακτική 1 2=“Μέτρια” … … … 

 … … … … … 

 Εναλλακτική p 1=“ Κακή” … … … 

 

 Σχήµα 6.1.: Πολυκριτήριος πίνακας Π 

 

 

Στην περίπτωση που µας ενδιαφέρουν οι προτιµήσεις  ενός συνόλου n 

ατόµων, στην βάση του ίδιου συνόλου εναλλακτικών και της ίδιας οικογένειας 

κριτηρίων, θεωρούµε ένα σύνολο n πολυκριτήριων πινάκων {Πs / s=1,2,…,n}. Από 

αυτούς τους αρχικούς πίνακες, δηµιουργούµε στη συνέχεια ένα πίνακα Αi/ i=1,2,…,p, 

για κάθε εναλλακτική. Αυτό επιτυγχάνεται,  αν συνδέσουµε τις n γραµµές των 

πινάκων Πs, που αναφέρονται σε µια εναλλακτική αi, σε ένα νέο πίνακα Αi, 
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διαστάσεων  (Σχήµα 6.2.). Κάθε στήλη j του πίνακα Aqn × i, µας ενηµερώνει για το 

είδος της προτίµησης που εκφράζει στην εναλλακτική αi ένα σύνολο n ατόµων, υπό 

την προοπτική του κριτηρίου gj. 

διαστάσεων  (Σχήµα 6.2.). Κάθε στήλη j του πίνακα Aqn × i, µας ενηµερώνει για το 

είδος της προτίµησης που εκφράζει στην εναλλακτική αi ένα σύνολο n ατόµων, υπό 

την προοπτική του κριτηρίου gj. 

  

  
Πολυκριτήριος Πίνακας Π1 Πίνακας Αi

  

  g1 … … gj gq       g1 … … gj gqg1 gj gq g1 gj gq

A1       1 pi1 ... pij piq

…       ...     

Ai pi1 ... pij piq   ...     

Ap       n     

 

 Σχήµα 6.2.: Κατασκευή του πίνακα Αi

 

 

 

Στην συνέχεια για κάθε πίνακα Αi, δηµιουργούµε τον αντίστοιχο λογικό [0-1] 

πίνακα  (Σχήµα 6.3.). Η λογική του µετασχηµατισµού αυτού, βασίζεται στην 

στατιστική αντιµετώπιση του κάθε κριτηρίου ως µεταβλητής. Κάθε τέτοια µεταβλητή 

συνδέεται µε ένα σύνολο νέων µεταβλητών, το οποίο και καθορίζουν οι κλάσεις του 

κριτηρίου. Κατ’ αυτό τον τρόπο, αν θεωρήσουµε την αρχική οικογένεια κριτηρίων 

G={g

1,0
iA

j / j=1,…q}και συνδέσουµε σε κάθε gj κριτήριο έναν αριθµό rj κλάσεων, µε 

, επεκτείνουµε το αρχικό σύνολο των q κριτηρίων στο σύνολο των r νέων 

κριτηρίων. Οι νέες µεταβλητές (κλάσεις κριτηρίων) εισάγουν µια δυαδική σχέση 

προτίµησης στον χώρο των κλάσεων των κριτηρίων, καθώς δέχονται ως τιµές µόνο 

τους αριθµούς 0=Αρνηση και 1=Κατάφαση. ∆ηλ. αν θεωρήσουµε ότι η προτίµηση 

του k ατόµου, κατατάσσει την i εναλλακτική στην   (

rr
q

1j
j =∑

=

lj
jg jj rl1 ≤≤ ) κλάση του j 

κριτηρίου, τότε αυτόµατα συνδέουµε την τιµή 1 στην µεταβλητή , διαφορετικά την 

0: 

lj
jg

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

)i(gpij,1

)i(gpij,0
pij

lj
j

lj
j  
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Πίνακας Αi  Πίνακας  1,0

iA
 

 g1 … gj gq   1
1g  … 1l

1g … 1lr
1g
 

… lrq
qg  

1 pi1 ... pij piq  1 0 0 1 0 0 … … 

... … … … …  ...        

...      ...        

n .. .. … …  n … … … … … … … 

Σχήµα 6.3.: Μετασχηµατισµός του πίνακα Αi στον λογικό πίνακα [0-1] 1,0
iA  

 

 

 

 

Από στατιστικής πλευράς, η κατηγοριοποίηση των κριτηρίων, αναδεικνύει 

καλύτερα τις σχέσεις που είναι δυνατόν να εµφανιστούν µεταξύ των εναλλακτικών 

και των κριτηρίων. Από την άλλη πλευρά, η χρήση των δυαδικών µεταβλητών (0, 1), 

συνδέει τα άτοµα (γραµµές) στον κάθε πίνακα  µε σταθερό βάρος. Αν ορίσουµε 

ως βάρος γραµµής το άθροισµα των µονάδων της γραµµής, τότε αυτό το άθροισµα 

αντιστοιχεί στον αριθµό q (πληθάριθµο της αρχικής οικογένειας των κριτηρίων) και 

είναι σταθερό για κάθε γραµµή. Η ισότητα των βαρών, προκαθορίζει την ισόποση 

συµµετοχή των ατόµων στην ανάλυση του πίνακα δεδοµένων καθώς και στην 

εξαγωγή της απόφασης. 

1,0
iA

 

 Στην συνέχεια κάθε λογικός [0-1] πίνακας   µετατρέπεται στον 

αντίστοιχο πίνακα συχνοτήτων  C

1,0
iA

i (Σχήµα 6.3.(α)). Κάθε τέτοιος πίνακας  είναι 

τετραγωνικός  µε γραµµές και στήλες το σύνολο των κλάσεων όλων των κριτηρίων. 

Η κύρια διαγώνιος κάθε πίνακα Ci (συχνότητα  ατόµων που ταξινοµούν την κάθε 

εναλλακτική αi σε µία συγκεκριµένη κλάση lj
jg ), δηµιουργεί την στήλη Cj/ j=1,2,…,p 

ενός νέου πίνακα C που έχει ως γραµµές το σύνολο r των κλάσεων όλων των 

κριτηρίων gj (Σχήµα 6.4 (β)) . Κάθε στοιχείο {cij} του πίνακα αυτού, εκφράζει το 

σύνολο των ατόµων των οποίων η γνώµη για την i απόφαση αντιστοιχεί στην lj κλάση 

του j κριτηρίου. Ο C είναι ο τελευταίος πίνακας των µετασχηµατισµών και παρέχει 

συγκεντρωµένη και αναλλοίωτη την πληροφορία που περιείχε το αρχικό σύνολο των 
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n πολυκριτήριων πινάκων, σε µορφή συχνοτήτων των δυαδικών σχέσεων. Στον 

πίνακα C, εφαρµόζουµε την Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών. 

 
  g1 … gq
  1

1g  2
1g  … 1r

1g  … … 

 1
1g  c11      

 2
1g   c21     

1,0
iA  …   …    

 

 
 

g1

1r
1g     clr1   

 … …       
 gq …       

(α) 
 C1 … Cp

1
1g  c11   
2
1g  c21   

… …   

 
 

g1
1r

1g  clr1   
… …    
gq …    

 (β) 
 

 

 

6.2. ΠΟΛΥΚΡΙΤΗΡΙΑ ΘΕΩΡΙΑ ΧΡΗΣΙΜΟΤΗΤΑΣ 

 

Στο 4ο Κεφάλαιο, προσπαθήσαµε να προσεγγίσουµε, καθώς και να 

αναδείξουµε το σύνολο των µεθόδων που αφορούν την κατασκευή σύνθετων 

κριτηρίων και την προσαρµογή µιας δεδοµένης διάταξης της προτίµησης σε γραµµική 

διάταξη, όπως αυτή υπαγορεύεται από τις αριθµητικές αναπαραστάσεις του νέου 

κριτηρίου. Οι µέθοδοι αυτές αναφέρονταν σε προβλήµατα απόφασης που αφορούσαν 

ένα άτοµο και τα οποία είτε περιείχαν είτε όχι, ρίσκο. Οι παραπάνω µέθοδοι 

επεκτάθηκαν, στα πλαίσια της θεωρίας κοινωνικής επιλογής και σε προβλήµατα 

οµαδικής απόφασης. Η συνολική παράθεση του µεγάλου αριθµού των µεθόδων της 

θεωρίας της χρησιµότητας, είναι πιθανόν να οδηγήσει σε σύγχυση και να δυσκολέψει 

την ανάδειξη των ιδιαίτερων χαρακτηριστικών της κάθε µεθόδου. Κατ’ αυτόν τον 

τρόπο, κρίνεται απαραίτητη µια δεύτερη αναφορά στο θέµα της πολυκριτήριας 

θεωρίας της Χρησιµότητας. Η αναφορά αυτή επικεντρώνεται αποκλειστικά στα 
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προβλήµατα µε σταθερό περιβάλλον απόφασης, όπου δηλ. δεν παρατηρείται η 

ύπαρξη σεναρίων. 

 

6.2.1. Μια άλλη µατιά στην θεωρία Χρησιµότητας (α) 

 

Σε µια πολυκριτήρια διαδικασία απόφασης, ο κάθε ενδιαφερόµενος καλείται 

να εκφράσει τις προτιµήσεις του ως προς ένα σύνολο εναλλακτικών αποφάσεων µε 

βάση τις θέσεις που διαµορφώνονται από µια συνεπή οικογένεια κριτηρίων. Στην 

περίπτωση που το σύνολο των θέσεων αυτών είναι ολικά προδιατεταγµένο, η 

προδιάταξη των κριτηρίων εισάγει µια αντίστοιχη προδιάταξη στις προτιµήσεις του 

ενδιαφεροµένου. Κατά δεύτερο λόγο, το κάθε κριτήριο λειτουργεί σαν µεταβλητή και 

είναι ικανό να ορίσει διαµερισµό του συνόλου των εναλλακτικών σε κλάσεις 

ισοδυναµίας. Κάθε τέτοια κλάση ισοδυναµίας αντιστοιχεί στο υποσύνολο των 

εναλλακτικών για τις οποίες ο ενδιαφερόµενος εκφράζει αδιαφορία προτίµησης υπό 

την προοπτική του κριτηρίου g

'A

j. Το ερώτηµα που τίθεται σ’ αυτήν την περίπτωση 

αφορά την δυνατότητα αριθµητικής αντιπροσώπευσης της κάθε κλάσης, την σύνδεση 

δηλ. της κάθε κλάσης µε έναν αριθµό ο οποίος και µπορεί να δηλώσει ότι µια κλάση 

είναι προτιµότερη µιας άλλης σύµφωνα µε µια αριθµητική σύγκριση. Το ερώτηµα 

αυτό περιγράφεται από τον θεµελιώδη µετασχηµατισµό της προδιάταξης (Κεφάλαιο 

3ο )και δηλώνει την αντιστοίχιση µιας δεδοµένης σχέσης προδιάταξης σε σχέση 

γραµµικής διάταξης. 

Ο ζητούµενος µετασχηµατισµός, έχει άµεση σχέση µε την ύπαρξη µιας 

πραγµατικής, αύξουσας συνάρτησης, ορισµένης στο σύνολο των προτιµήσεων 

(κριτηρίων) και η οποία µπορεί να εκφράσει πιστά, σε αριθµητική µορφή, την 

διάταξη αυτών των προτιµήσεων. Μια τέτοια συνάρτηση, ονοµάζεται συνάρτηση 

χρησιµότητας u, ή απλά συνάρτηση τιµής. Η συνάρτηση αυτή, οφείλει να είναι 

συνεχής και σταθερή σε κάθε µονότονο µετασχηµατισµό. Ο Debreu (1959), δίνει τον 

ακόλουθο ορισµό:  

Μια συνάρτηση τιµής u, είναι µια αύξουσα συνάρτηση ορισµένη στο G η οποία 

 και ικανοποιεί την δεδοµένη προδιάταξη 
~
<   στο ℜ .     

Η έννοια της διάταξης είναι άµεσα συνυφασµένη µε την τοπολογία. Ο Herden 

(1993) δίνει έναν τοπολογικό ορισµό της συνάρτησης τιµής:  
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Έστω ( ) ένας αριθµητικός µη – κενός τοπολογικός χώρος, 

συνδεδεµένος µε µια αριθµητική συνάρτηση R. 

t,R,X

Ορίζουµε ως (συνεχή) R-οµοµορφισµό, (t)t,,()t,R,X(:f nat≤ℜ⎯→⎯ nat: η 

φυσική τοπολογία του ) την (συνεχή) συνάρτηση f  για την οποία ισχύει: 

:  µε xRy. 

ℜ

)y(f)x(f ≤ X)y,x( ∈∀

Μία (συνεχής) συνάρτηση τιµής  f στο (X,R,t) συνιστά µια (συνεχή) πραγµατική 

συνάρτηση µε την χαρακτηριστική ιδιότητα της διατήρησης της R διάταξης, δηλ. έναν 

(συνεχή) R-οµοµορφισµό , τέτοιον ώστε  : 

 µε xRy και . 

)t,,()t,R,X(:f nat≤ℜ⎯→⎯ )y(f)x(f <

X)y,x( ∈∀ xRy /

 

Στην βάση του παραπάνω ορισµού, παρατίθενται τα ακόλουθα δύο 

θεωρήµατα που µας παρέχουν τις απαραίτητες συνθήκες για την ύπαρξη µιας 

συνάρτησης τιµής: 

 

Θεώρηµα (Eilenberg –Debreu) [Eilenberg (1941), Debreu (1954,1964)]: Έστω 

(X,R,t) ένας γραµµικά προδιατεταγµένος, διαχωρισµένος και συνδεδεµένος τοπολογικός 

χώρος, στον οποίο η R είναι συνεχής. Τότε υπάρχει µια συνεχής συνάρτηση τιµής, 

ορισµένη στον (X,R,t). 

Θεώρηµα Debreu [Debreu (1954,1964)]: Έστω (X,R,t) ένας γραµµικά 

προδιατεταγµένος τοπολογικός χώρος καθώς και ένας δεύτερος αριθµήσιµος 

τοπολογικός χώρος (D,R,t)  ( XD ⊂ ) επί του οποίου η R είναι συνεχής. Τότε υπάρχει 

µια συνεχής συνάρτηση τιµής, ορισµένης στο (X,R,t).  

 

Το πρώτο  θεώρηµα δηλώνει ότι κάθε συνεχής γραµµική προδιάταξη  σε 

διαχωρισµένο και συνδεδεµένο τοπολογικό  χώρο, έχει µια συνεχή αναπαράσταση 

χρησιµότητας, δηλώνει δηλ. την ύπαρξη µιας συνεχούς αύξουσας και πραγµατικής 

συνάρτηση u στο Χ, όπου u(x)<u(y) 

~
<

X)y,x( ∈∀  µε x≺ y. Αντίστοιχα, το δεύτερο 

θεώρηµα δηλώνει ότι κάθε συνεχής γραµµική προδιάταξη σε δευτερεύοντα 

τοπολογικό χώρο, έχει επίσης συνεχή αναπαράσταση χρησιµότητας.  

 

 Συνοπτικά, σαν µια πρώτη επαναφορά στο θέµα της συνάρτησης 

χρησιµότητας, παραθέτουµε τα ακόλουθα δύο συµπεράσµατα:  
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1. Μια συνάρτηση χρησιµότητας συνιστά µια πραγµατική συνάρτηση u, η οποία 

ορίζεται σε ένα χώρο Χ και επιτρέπει την διατήρηση της διάταξης που 

υπαγορεύεται στον Χ, από µια σχέση προτίµησης R.  

 

2. Η συνέχεια και η  µονοτονία της συνάρτησης χρησιµότητας u, αποτελούν τις 

απαραίτητες συνθήκες για την διατήρηση της διάταξης µέσω της παρούσας 

αριθµητικής αναπαράστασης. 

 

6.2.2. Μια άλλη µατιά στην θεωρία Χρησιµότητας (β) 

 

Η παρουσία ολικής προδιάταξης σε ένα σύνολο Χ, διατάσει τα στοιχεία του 

συνόλου κατά µια αύξουσα ακολουθία (µικρότερο, µεγαλύτερο). Κατ’ αυτόν τον 

τρόπο, το σύνολο Χ αποκτά την δοµή αλυσίδας (chain) και εφοδιάζεται µε το 

µικρότερο και το µεγαλύτερο του στοιχείο, ως προς την προτεινόµενη αυτή διάταξη. 

Η χρήση µιας αριθµητικής αναπαράστασης οφείλει να διατηρεί την υπάρχουσα 

διάταξη, οφείλει δηλ. να διατηρεί το µέγιστο και το ελάχιστο στοιχείο της 

προτεινόµενης αλυσίδας. 

Οι έννοιες µέγιστο και ελάχιστο, συνήθως δηλώνονται ως συµπληρωµατικές 

και αποτελούν απόρροια µιας συγκεκριµένης διαδικασίας, της διαδικασίας της 

βελτιστοποίησης. Η βελτιστοποίηση συνιστά απαραίτητο συστατικό του µηχανισµού 

της ανθρώπινης σκέψης, καθώς αυτή αναπτύσσεται γραµµικά και αναζητεί την 

«βέλτιστη λύση» σε κάθε προτεινόµενο πρόβληµα. Κατ’ αυτόν τον τρόπο, η επιλογή 

του µέγιστου στοιχείου µιας δεδοµένης αλυσίδας στοιχείων, συνδέεται άµεσα µε µια 

διαδικασία βελτιστοποίησης της συνάρτησης χρησιµότητας. Το στοιχείο το οποίο 

εµφανίζει µια «βέλτιστη» τιµή ως προς την αριθµητική του αναπαράσταση (την 

αποκλειστική του συνάρτηση χρησιµότητας), ταυτόχρονα χρίζεται ως µέγιστο.  

Συνήθως, δύσκολα µια τέτοια µεγιστοποίηση δίνεται άµεσα. Είναι 

προτιµότερο της περισσότερες φορές, να οδηγηθούµε σ’ αυτή, µέσω του 

συµπληρωµατικού της δρόµου, του δρόµου της ελαχιστοποίησης. Χαρακτηριστικό 

παράδειγµα µιας τέτοιας διαδικασίας, είναι το παράδειγµα υπολογισµού της 

αδράνειας των νεφών της Παραγοντικής Ανάλυσης (1ο Κεφάλαιο). Σ’ αυτήν την 

υποπαράγραφο, θα περιγράψουµε το πρόβληµα της βελτιστοποίησης µιας 

συνάρτησης χρησιµότητας µέσα από µια διαδικασία ελαχιστοποίησης.  Η διαδικασία 
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αυτή θα δοθεί µε οικονοµική ορολογία, µέσω παραδείγµατος της θεωρίας των 

Καταναλωτών ( Debreu ,1959).  

Σε κάθε καταναλωτή I αντιστοιχεί το σύνολο κατανάλωσης Χi (σύνολο 

εναλλακτικών). Έχοντας ως δεδοµένο ένα σύστηµα αξίας p καθώς και µια 

κατανάλωση , ορίζουµε την δαπάνη (expenditure) του καταναλωτή ως το 

γινόµενο: . Η δαπάνη αυτή  πρέπει να είναι µικρότερη ή το πολύ ίση µε τον 

περιορισµό πλούτου w

ii Xx ∈

ixp ⋅

i (wealth constraint) του καταναλωτή, πρέπει δηλ. να 

ικανοποιεί την ανισότητα: ii wxp ≤⋅  . Η m-άδα των wi ονοµάζεται κατανοµή 

πλούτου. Μ’ αυτόν τον τρόπο µπορούµε να προσδιορίσουµε τον πλούτο του 

καταναλωτή, ως σηµείο του . Αντίστοιχα το ζεύγος (p, wmℜ i) του , ονοµάζεται 

ζεύγος τιµής-πλούτου. 

ml+ℜ

Στην περίπτωση που 0p ≠ , η παραπάνω ορολογία έχει την γεωµετρική 

απεικόνιση του Σχήµατος 6.5. Όπως παρατηρούµε στο σχήµα, η κατασκευή της 

υπερεπίπεδου πλούτου { }il wp/ =α⋅ℜ∈α , χωρίζει το σύνολο κατανάλωσης Χi σε 

δύο µέρη. Ο περιορισµός του ii wxp ≤⋅ , δηλώνει ότι το xi πρέπει να τοποθετηθεί 

στον κλειστό χώρο που βρίσκεται κάτω του υπερεπιπέδου τιµής. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 

Σχήµα 6.5: Ικανοποίηση προτίµησης 

2 

1 

iwp =α⋅  

γi(p,w)

{ }'
iiii xx/Xx ;∈  

p

'
ix
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 Σε µια γενική περίπτωση του ζεύγους (p,w), µπορεί να παρατηρηθεί η 

περίπτωση όπου το σύνολο των { }iiii wxp/Xx ≤⋅∈ , των επιλογών του καταναλωτή 

να είναι κενό. Το κενό αυτό µπορεί να παραβλεφθεί, µε τον ορισµό του κώνου Si (µε 

κορυφή 0), του συνόλου των ζευγών (p,w) στο .  Κάθε ζεύγος (p,w) του Sml+ℜ i 

συνδέεται µε το µη κενό σύνολο γi(p,w)= { }iiii wxp/Xx ≤⋅∈ , των πιθανών 

καταναλώσεων που ικανοποιούν τον περιορισµό του πλούτου για το δεδοµένο ζεύγος. 

Κατ’ αυτόν τον τρόπο ορίζουµε µια αντιστοιχία γi από το Si στο Xi. 

 ∆εδοµένης λοιπόν της ύπαρξης του ζεύγους (p,w) στο Si, ο i καταναλωτής 

επιλέγει από το σύνολο γi(p,w), την βέλτιστη κατανάλωση xi ως προς τις προτιµήσεις 

του, επιλέγει δηλ. το µέγιστο στοιχείο για την προδιάταξη της προτίµησης του. Σ’ 

αυτήν την περίπτωση επιτυγχάνει την ικανοποίηση της προτίµησης του (preference 

satisfaction.). Οι όροι «ικανοποίηση προτίµησης» και « βελτιστοποίηση της 

συνάρτησης χρησιµότητας» είναι συνώνυµοι. Μπορούµε λοιπόν, µε µια αλλαγή 

ορολογίας, να ορίσουµε το παραπάνω πρόβληµα εύρεσης σε πρόβληµα 

µεγιστοποίησης της συνάρτησης χρησιµότητας ui στο σύνολο γi(p,w).  

 

 Το µέγιστο αυτό στοιχείο του γi(p,w), που ικανοποιεί τις προτιµήσεις του 

καταναλωτή, το ονοµάζουµε  και  γ'
ix  ( ii

'
i xx ; ∈i

i
i x,x i(p,w). Η παρουσία του 

υπερεπιπέδου { }il wp/ =α⋅ℜ∈α , διαιρεί το σύνολο Χi σε δύο τµήµατα: το σύνολο 

γi(p,w) και το σύνολο  των καταναλώσεων x
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈

~

'
iiii xx/Xx ; i που είναι 

τουλάχιστον τόσο «επιθυµητές» όσο η . Κατ’ αυτό τον τρόπο η  κατανάλωση 

συνιστά το µέγιστο και το ελάχιστο στοιχείο των δύο παραπάνω συνόλων, 

αντίστοιχα. Με βάση αυτή την παρατήρηση, µπορούµε να πούµε ότι η  αποτελεί το 

µέγιστο στοιχείο του γ

'
ix '

ix

'
ix

i(p,w) εάν και µόνο εάν  ελαχιστοποιεί την κατανάλωση  

στο σύνολο  . Το τελικό αυτό συµπέρασµα, µετασχηµατίζει το 

πρόβληµα βελτιστοποίησης της συνάρτησης χρησιµότητας σε πρόβληµα 

ελαχιστοποίησης της µετρικής της κατανάλωσης που προσδιορίζεται από το γινόµενο 

. 

ixp ⋅

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈

i~

'
iiii xx/Xx ;

ixp ⋅
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6.3. Η ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΤΟΥ Χ2 ΣΤΗΝ ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΩΝ 

ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΩΝ 

 

Η Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών, αναφέρεται στην προσέγγιση 

µιας πολυδιάστατης κατανοµής συχνοτήτων από ένα ορθοκανονικό σύστηµα 

συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας. Οι συναρτήσεις αυτές είναι συνεχείς και 

προσδιορίζουν την τοπολογία του χώρου στον οποίο τοποθετούνται.  

Έστω Ι ένας περασµένος χώρος και ( ) ένα στοιχείο του Ι. 

Ονοµάζουµε 

,...''i,'i,i

IR : τον διανυσµατικό χώρο των συναρτήσεων στο Ι καθώς και : τον 

διανυσµατικό χώρο των µετρικών στο Ι. Με τον όρο συνάρτηση u

IR
I (αντίστοιχα 

µετρική mI) στο Ι, ορίζουµε ένα σύστηµα πραγµατικών τιµών, µε δείκτες στο Ι, έτσι 

ώστε: { }Ii/uu iI ∈=  (αντίστοιχα: { }Ii/mm iI ∈= ). Αντίστοιχα, θεωρούµε επίσης το 

σύνολο J, καθώς και τους διανυσµατικούς χώρους των συναρτήσεων στο J( JR ) και 

των µετρικών ( ).  JR

Στην περίπτωση που οι µετρικές mI (mJ), δηλώνονται ως πιθανότητες pI (pJ), 

τότε ο διανυσµατικός χώρος των µετρικών µετονοµάζεται σε simplex χώρο των 

πιθανοτήτων στο Ι (J). Αντίστοιχα, µια τυχαία µεταβλητή, αντιστοιχεί σε µια 

συναρτησιακή απεικόνιση του (I, pI)  ((J, pj))στο R. Καθώς, όµως µια τυχαία 

µεταβλητή προσδιορίζεται άµεσα από µια κατανοµή συχνοτήτων (πιθανότητας), 

µπορούµε να πούµε ότι οι χώροι των συναρτήσεων IR και JR , δηλώνουν  

διανυσµατικούς χώρους τυχαίων µεταβλητών (Benzecri, 1976). 

Ονοµάζουµε νέφος αντικειµένων Ν(Ι) το σύνολο των σηµείων µε δείκτη i:  

N(I)={ }Ii/)f,f( .i
i
J ∈ . Το προφίλ 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈= Jj,
f
f

f
j

iji
J  µε στάθµιση  αποτελεί την 

σταθµισµένη απεικόνιση της µεταβλητής I, στον διανυσµατικό χώρο των µεταβλητών 

J. Η απεικόνιση αυτή γίνεται µε την βοήθεια των µετρικών των I και J, µε συνέπεια 

το προφίλ  να αποτελεί σηµείο του διανυσµατικού χώρου . Η περιγραφή του 

νέφους Ν(Ι) συµπληρώνεται από το βαρύκεντρο του G

.if ,

i
Jf JR

J, µέσο όρο των προφίλ  στο 

.  

i
Jf

JR

  H Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών µπορεί να ερµηνευθεί, ως 

Ανάλυση σε Κύριες Συνιστώσες στα νέφη των εξαρτηµένων πιθανοτήτων. Κατ’ αυτό 

τον τρόπο η µέθοδος των Αντιστοιχιών επιχειρεί την προσέγγιση µιας υπό συνθήκη 
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κατανοµής από ένα σύστηµα κεντροποιηµένων ορθοκανονικών κατανοµών. 

Θεωρώντας ότι το προφίλ-γραµµή προσδιορίζεται ως διάνυσµα του , µπορούµε να 

πούµε ότι η µεταβλητή i προσδιορίζεται από y

JR

j µεταβλητές.  

 Κάνοντας χρήση της µετρικής του Χ2, εκτιµάµε την προσέγγιση της 

εµπειρικής κατανοµής των yj από την θεωρητική GJ , σύµφωνα µε την ποσότητα: 
2

jj Gy −  

 Η παραπάνω ποσότητα ακολουθεί την Χ2 κατανοµή και επιτρέπει τον 

µετασχηµατισµό της πολυδιάστατης κατανοµής σε πολυκανονική κατανοµή. Αν δηλ. 

θεωρήσουµε την αδράνεια του νέφους Ν(Ι) ως προς GJ, τότε η κοινή κατανοµή των 

yj, προσδιορίζεται από την σχέση (  Benzecri,1976, 1980): 

( ){ }( )∑ =σ−σπ= −−−
2/n,...,1'j,j/yyexp)det()2()y(p 'jj

'jj12
1

2
n

 

 

Η διαγωνιοποίηση του πίνακα της αδράνειας οδηγεί στην κατασκευή των 

παραγοντικών αξόνων, οι οποίοι µε την σειρά της προσδιορίζουν ένα σύστηµα 

ορθοκανονικών µεταβλητών z1,…,zr, οι οποίες και προσεγγίζουν την κατανοµή της y. 

Οι µεταβλητές αυτές τοποθετούνται σε υπόχωρο L του RJ και έχουν συνεχή 

κατανοµή, η οποία δίνεται από την παρακάτω πυκνότητα πιθανότητας: 

 

 =)z(p h { }( ) ( ){ }( )∑∏ =σ−=σπ −−−
2/r,...,1h/zexpr,1h/)2( h

'jj1
hh

2
1

hh
2
r

  

 

Η κατασκευή των παραγοντικών αξόνων επιτρέπει τον µετασχηµατισµό του 

χώρου simplex του Ν(Ι) σε ένα σύστηµα συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας φα, 

του RJ
.  Οι συναρτήσεις αυτές, σύµφωνα µε την ορολογία της µεθόδου της Ανάλυσης 

σε Κύριες Συνιστώσες, ονοµάζονται (κανονικοί) παράγοντες. Η προβολή του προφίλ 

 σε κάθε παραγοντικό άξονα, µετασχηµατίζει την υπό συνθήκη κατανοµή σε 

γραµµικό συνδυασµό των ανεξάρτητων κατανοµών φ

i
Jf

α, σύµφωνα µε την σχέση: 

∑
=

α
α φ=

r

1j .i

ij

f
f

)i(F . 

Οι παράγοντες Fα(i), προσδιορίζονται ως Κύριες Συνιστώσες του και εκτιµούνται 

ως συναρτησιακές σχέσεις που δηλώνουν την απόσταση της κατανοµής  από την 

µέση της τιµή (βαρύκεντρο), ως προς ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων. 

i
Jf

i
Jf
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6.4. ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΚΑΙ ΘΕΩΡΙΑ ΤΗΣ ΚΟΙΝΩΝΙΚΗΣ 

ΕΠΙΛΟΓΗΣ 

 

Η θεωρία της κοινωνικής επιλογής συνιστά ένα σηµαντικό εργαλείο αρωγής σε 

προβλήµατα απόφασης που αφορούν σύνολα ή οµάδες ατόµων. Όπως  ορίστηκε, στο 

4ο Κεφάλαιο, η επίλυση του προβλήµατος οµαδικής αρωγής απόφασης µε την 

βοήθεια της θεωρίας της κοινωνικής επιλογής, βασίζεται στην κατασκευή και 

βελτιστοποίηση των συναρτήσεων κοινωνικής επιλογής:  

)X(PDX:F ⎯→⎯ℑ×ℑ , όπου: 

 

• : το σύνολο των υποσυνόλων του Χ τα οποία και προσδιορίζονται από 

πραγµατοποιήσιµες εναλλακτικές.  

Xℑ

• : το σύνολο των προφίλ των προτιµήσεων των n ατόµων, µε το κάθε 

στοιχείο του  να αποτελεί µια n-άδα µερικών αυστηρών διατάξεων – 

όπου η κάθε διάταξη αναφέρεται σε ένα και µόνο άτοµο στην οµάδα 

Dℑ

DD ℑ∈

• P(X) είναι το δυναµοσύνολο του Χ ( )XX(P ℑ≈ ). 

 

Η βελτιστοποίηση των συναρτήσεων κοινωνικής επιλογής, οδηγεί στην εύρεση του 

τελικού συνόλου επιλογής: )X(P)D,Y(F ∈  (µε Y)D,Y(F ⊆⊂∅ ), όπου Υ: το 

υποσύνολο των καλύτερων εναλλακτικών υπό την προοπτική του συνόλου των 

αρχικών προτιµήσεων των n-ατόµων.  

Dℑ

 

 Οι συναρτήσεις κοινωνικής επιλογής θεωρούνται συναρτήσεις χρησιµότητας 

και επιτρέπουν την αριθµητική αναπαράσταση των προτιµήσεων του συνόλου των n 

ατόµων ως προς το σύνολο Χ των εναλλακτικών. Γι’ αυτό τον λόγο, πέραν της 

αναγκαιότητας βελτιστοποίησης, οι συναρτήσεις αυτές οφείλουν να ικανοποιούν το 

σύνολο των συνθηκών των συναρτήσεων χρησιµότητας: την συνέχεια και την 

µονοτονία. Στην υποπαράγραφο αυτή, θα επιχειρήσουµε µια αρχική προσέγγιση της 

Παραγοντικής Ανάλυσης µε την θεωρία της κοινωνικής επιλογής στο πλαίσιο των 

τριών συνθηκών: βελτιστοποίησης, συνέχειας και µονοτονίας. 
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1. Βελτιστοποίηση 

Όπως προαναφέρθηκε, η διαδικασία βελτιστοποίησης µιας συνάρτησης 

χρησιµότητας συνδέεται άµεσα µε µια διαδικασία ελαχιστοποίησης. Ο Herden 

(2001), επεκτείνει το συµπέρασµα αυτό και για την περίπτωση των συναρτήσεων 

κοινωνικής επιλογής. Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε τον φυσικό αριθµό . Το 

πρόβληµα της οµαδικής αρωγής αποφάσεων αφορά κύρια, την εύρεση κάποιων 

συµβιβασµών µεταξύ των n ατόµων µιας οµάδας, τα οποία πιθανότατα έχουν 

διαφορετικά ενδιαφέροντα. Η πολυκριτήρια αντιµετώπιση των προτιµήσεων µε την 

βοήθεια κάποιων µετρικών της επιτρέπει να θεωρήσουµε αρχικά κάποια οικογένεια 

 µη κενών µετρικών χώρων καθώς και µια οικογένεια των 

συνόλων  των πραγµατικών µετρικών συναρτήσεων στο 

2n ≥

( ){ } ni1ii , ≤≤ΑΩ { } ni1iX ≤≤ℑ

iXℑ ( )ii ,ΑΩ . 

Υποθέτουµε ότι κάποιες επιλεγµένες µετρικές συναρτήσεις 

nn22 XX,...,XX ∈ℑ∈  αναπαριστούν τα ενδιαφέροντα συγκεκριµένων ατόµων της 

οµάδας. Η επίλυση του πολυκριτήριου προβλήµατος οµαδικής αρωγής αποφάσεων, 

συνίσταται στον προσδιορισµό όλων των µετρικών συναρτήσεων , έτσι 

ώστε: 

11 XX ℑ∈

 

( )n21XXn21 X,...,X,XGmin)X,...,X,X(G
ℑ∈

=    (1), 

για συγκεκριµένη συνάρτηση  ℜ⎯→⎯n1 xX....xX:G .

 

Η σύγκλιση των δύο µεθόδων: της Παραγοντικής Ανάλυσης των 

Αντιστοιχιών και της κοινωνικής επιλογής, ως προς την συνθήκη της 

βελτιστοποίησης µπορεί να αναζητηθεί στην ταύτιση της ζητούµενης συνάρτησης G 

µε την συνάρτηση της αδράνειας. Ο Herden (2002), προσεγγίζει το πρόβληµα της 

βελτιστοποίησης της αδράνειας, για την γενική περίπτωση της µεθόδου της 

Ανάλυσης σε Κύριες Συνιστώσες, διατυπωµένο µε ανάλογη ορολογία, όπως 

παραπάνω: 

 

Έστω, οι p φυσικοί αριθµοί  καθώς και οι πραγµατικές τυχαίες µεταβλητές 

X1,…,Xp, V1,…,Vk στον µετρικό χώρο πιθανότητας (Ω,Α,P). Το σύστηµα των 

βασικών εξισώσεων της µεθόδου της Ανάλυσης σε Κύριες Συνιστώσες είναι το εξής: 
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j

p

1j
iji VX ∑

=

α= ,  { }p,...,1i∈∀ . 

Θεωρούµε την αντικειµενική συνάρτηση , η οποία 

προσδιορίζεται ως εξής: 

0pp X:G ≥ℜ⎯→⎯ℑ×ℜ

( )( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ= ∑

=

p

1j
jj

2
p1p1 Yz:Y,...,Y,z,...,zG , 

για κάθε διάνυσµα ( )( ) pp
p1p1 XY,...,Y,z,...,z ℑ×ℜ∈ . 

Σ’ αυτήν την περίπτωση, ο χώρος µπορεί να θεωρηθεί ως το σύνολο όλων των 

πραγµατικών συναρτήσεων στο {1,…,p}. 

pℜ

 

 Οι κύριες συνιστώσες των Χ1,…,Χn  ορίζονται σε συγκεκριµένα υποσύνολα 

 του ( ), στα οποία και ελαχιστοποιείται η ποσότητα G(StS pp Xℑ×ℜ { p,...,1t∈ } t). 

Στην τετριµµένη περίπτωση όπου ο βέλτιστος υπόχωρος είναι ευθεία (t=1), θεωρούµε 

το σύνολο S1 το οποίο και αποτελείται από όλα τα διανύσµατα 

( )( ) pp
p1p1 XX,...,Xz,...,z ℑ×ℜ∈  µε . Στην συνέχεια υπολογίζουµε το 

διάνυσµα 

∑
=

=
p

1j

2
j 1z

( ) p
p111 z,...,z ℜ∈ , το οποίο και ικανοποιεί την εξίσωση: 

 

( )( )
( )( )

( )( )p1p1SXn,...,X,z,...,zp1p111 X,...,X,z,...,zGminX,...,X,z,...,zG
11p111 ∈

=        (2) 

 

και ορίζει την πρώτη Κύρια Συνιστώσα:  ∑
=

=
p

1j
jj11 XzK .

 

 Στην γενική περίπτωση του πολυδιάστατου βέλτιστου υπόχωρου, θεωρούµε 

αρχικά ότι οι Κ1,…,Κt-1 , έχουν υπολογιστεί. Στην συνέχεια επιλέγουµε το σύνολο St 

των διανυσµάτων ( )( ) pp
p1p1 XX,...,Xz,...,z ℑ×ℜ∈  µε  και 

, για κάθε 

∑
=

=
p

1j

2
j 1z

0)Xz,Kcov(
p

j
jji =∑ { }1t,...,1i −∈ . Στο επόµενο βήµα, υπολογίζουµε το 

διάνυσµα ( ) p
tp1t z,...,z ℜ∈ , το οποίο και ικανοποιεί την εξίσωση: 
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( )( )
( )( )

( )( )p1p1SXn,...,X,z,...,zp1tp1t X,...,X,z,...,zGminX,...,X,z,...,zG
t1p111 ∈

=        (3) 

 

και ορίζει την t Κύρια Συνιστώσα: . Οι Κ∑
=

=
p

1j
jtjt XzK 1, …,Κp συνιστούν την 

οικογένεια των Κυρίων συνιστωσών των Χ1,…, Χp.  

 

2,3. Μονοτονία, Συνέχεια 

Οι Κύριες Συνιστώσες Κt, συνιστούν της συντεταγµένες των πραγµατικών 

µεταβλητών Χi ως προς τις  νέες κανονικοποιηµένες µεταβλητές (παράγοντες) zt. Οι 

νέες αυτές µεταβλητές αποτελούν γραµµικό µετασχηµατισµό των Χi, και επιτρέπουν 

την αναπροσαρµογή του αρχικού πίνακα δεδοµένων σε απλούστερα συστατικά 

(components). Η κατασκευή των παραγόντων µε βάση την εξίσωση της αδράνειας, 

επιτρέπει την διατήρηση των αποστάσεων που παρατηρούνται στο νέφος των 

αντικειµένων. Οι παράγοντες συνιστούν σύνθετες. πραγµατικές και συνεχείς 

µεταβλητές και ως τέτοιες εµφανίζουν τις ιδιότητες της µονοτονίας και της συνέχειας. 

 

 

6.5. ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗ ΣΥΝ∆ΥΑΣΤΙΚΗ ΜΕΤΡΗΣΗ 

 

Η αθροιστική δοµή των σύνθετων κριτηρίων, όπως παρουσιάστηκε στο 4ο 

Κεφάλαιο, απαιτεί την επικύρωση µιας µεγάλης οικογένειας συνθηκών. Μια τέτοια 

επικύρωση, είναι δύσκολο να επιβεβαιωθεί στην πράξη, λόγω της µεγάλης 

αυστηρότητας των περιορισµών. Οι πρακτικές αυτές δυσκολίες µπορούν να 

υπερκερασθούν µέσω εναλλακτικών δοµών. Η πιο συνηθισµένη από αυτές 

αντιλαµβάνεται το κάθε κριτήριο ως σύνθεση δύο ή περισσοτέρων συνιστωσών 

(components). Κατ’ αυτόν τον τρόπο η κλίµακα τιµής του κάθε κριτηρίου 

ερµηνεύεται ως συνάρτηση των κλιµάκων τιµής των συνιστωσών του. Τέτοιου είδους 

δοµές που οδηγούν στην ταυτόχρονη µέτρηση των κριτηρίων µε τα συστατικά της 

ανήκουν στο πεδίο των θεωριών της συνδυαστικής µέτρησης (conjoint measurement). 

Η απλούστερη περίπτωση µιας τέτοιας συνδυαστικής µέτρησης είναι η αθροιστική 

(additive conjoint measurement). 

Η θεωρία χρησιµότητας, επιτρέπει την αντιστοίχιση αριθµητικών τιµών σε 

προτιµήσεις, κατά τέτοιο τρόπο ώστε η προτεινόµενη αριθµητική διάταξη να 
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αντιστοιχεί στην διάταξη των προτιµήσεων. Η αντιστοίχιση αυτή επιτυγχάνεται µέσω 

µιας συναρτησιακής σχέσης φ, η οποία και λειτουργεί ως οµοµορφισµός µεταξύ µιας 

εµπειρικής σχεσιακής δοµής και µιας αριθµητικής δοµής. Η σχεσιακή δοµή µπορεί να 

περιέχει µία ή περισσότερες σχέσεις. Στην δεύτερη περίπτωση αν θεωρήσουµε την 

εµπειρική δοµή D;,,A  και την αντίστοιχη αριθµητική δοµή +>ℜ ,, , η συνάρτηση 

φ συνιστά έναν οµοµορφισµό, ο οποίος και αντιστοιχεί το Α στο , το στο > 

καθώς και την (σύνθεση) στην + (άθροιση). Η τελευταία αντιστοιχία, δηλώνει την 

αθροιστική φύση της συναρτησιακής σχέσης φ. 

ℜ ;

D

Η αθροιστική συνδυαστική µέτρηση µπορεί να αποτελεί µια εναλλακτική 

εκδοχή της αθροιστικής δοµής που εµφανίζεται σε προβλήµατα απόφασης, παρόλα 

αυτά χρειάζεται και αυτή έναν σηµαντικό αριθµό συνθηκών για να θεµελιωθεί 

(Krantz, 1971). Η πιο σηµαντική από αυτές είναι οι συνθήκη της ανεξαρτησίας των 

συστατικών. Ο όρος της ανεξαρτησίας των συνιστωσών αποτελεί δάνειο από την 

στατιστική και προσδίδει στις συνιστώσες µιας µέτρησης ιδιότητες ανάλογες µε αυτές 

των ανεξάρτητων µεταβλητών. Ειδικότερα, αν θεωρήσουµε την δοµή ;
~

21 ,A,A  

καθώς και τα στοιχεία α  και 1A∈ 2Ap∈ , η επιλογή της τιµής του κάθε συστατικού 

είναι ανεξάρτητη από την τιµή του άλλου. Η συνθήκη της ανεξαρτησίας επιτρέπει την 

κατασκευή αριθµητικών συναρτήσεων φi, ορισµένων σε κάθε σύνολο Ai /i=1,2 καθώς 

και µιας συνάρτησης F, µονότονης για κάθε µεταβλητή, έτσι ώστε για κάθε α,  

και : 

1Ab∈

2Aq,p ∈

 

(α,p)  εάν )q,b(
~
; [ ] [ ])q(),p(F)b(),(F 1111 ϕϕ≥ϕαϕ  

Η χαρακτηριστική επίδραση της ανάλυσης της διακύµανσης, στο θέµα των 

συνιστωσών που προσδιορίζουν την µέτρηση, προσδίδει στην ιδιότητα της 

ανεξαρτησίας την αθροιστική της φύση. Σ’ αυτήν την περίπτωση η συνθετική 

συνάρτηση F είναι αθροιστική και η παραπάνω σχέση µπορεί να γραφεί: 

 

 (α,p)  εάν )q,b(
~
; )q()p()b()( 1111 ϕ+ϕ≥ϕ+αϕ . 

 

Ιστορικά, οι θεωρίες της αθροιστικής συνδυαστικής µέτρησης είναι παράγωγα της 

Στατιστικής, και απορρέουνε από συγκεκριµένες υποθέσεις για την εξάρτησης µιας 
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µέτρησης από πλήθος ανεξάρτητων µεταβλητών. Οι µέθοδοι δε της Παραγοντικής 

Ανάλυσης διακρίνονται για τον παραγοντικό σχεδιασµό του συνόλου δεδοµένων και 

δηλώνουν µέσω των εξισώσεων τους, την αθροιστική φύση µιας τέτοιας εξάρτησης, 

χωρίς a priori υποθέσεις. 

 

 Στην γενική περίπτωση της, η αθροιστική εξάρτηση της µετρικής πρέπει να 

εξακριβωθεί. Για αυτή την πιστοποίηση πρέπει να παρατεθούν και άλλες συνθήκες, 

πέραν της συνθήκης της ανεξαρτησίας των συνιστωσών. Οι συνθήκες αυτές θα 

δοθούν συνολικά στο πλαίσιο του ορισµού της αθροιστικής συνδυαστικής µέτρησης 

των n-συνιστωσών. Οι ορισµοί των συνθηκών παραλείπονται. 

 

Ορισµός 6.1.: Θεωρούµε µια οικογένεια µη κενών συνόλων Αi, 3n,Ni ≥∈  καθώς 

και την δυαδική σχέση , ορισµένη στο γινόµενο . Η δοµή ;
~

i
n

1i AX =

;
~

n21 A,...,A,A  ονοµάζεται n-διάστατη αθροιστική συνδυαστική δοµή, εάν η  

ικανοποιεί τα παρακάτω αξιώµατα: 

;
~

 

1. Ασθενής διάταξη 

2. Ανεξαρτησία 

3. Περιοριστική επίλυση (restricted solvability) 

4. Κάθε αυστηρά φραγµένη κανονική ακολουθία είναι πεπερασµένη 

5. Τουλάχιστον τρεις συνιστώσες είναι ουσιώδεις (essential) . 

 

Θεώρηµα 6.1.: Εάν η δοµή ;
~

n21 A,...,A,A 3n ≥ , είναι n-διάστατη αθροιστική 

συνδυαστική δοµή, τότε υπάρχουν πραγµατικές συναρτήσεις φi στο Αi, τέτοιες ώστε 

για όλα τα αi,bi ,Ai∈ ,Ni∈  

 

 α1…αn n1
~

b...b;  εάν   ( ) (∑∑
==

ϕ≥αϕ
n

1i
i

n

1i
i b )
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Το τελευταίο αυτό θεώρηµα δηλώνει ότι η παρουσία µιας σχέσης διάταξης της 

προτίµησης στο καρτεσιανό γινόµενο  , µπορεί να δοθεί µε ανισότητες 

αθροιστικής µορφής.  

i
n

1i AX =

 

 

6.6. ΠΟΛΥΚΡΙΤΗΡΙΑ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

 

Η αντιστοίχιση των ιδιοτήτων της µονοτονίας και της συνέχειας καθώς και η 

διαδικασία  της βελτιστοποίησης στην οποία αναφερθήκαµε προηγουµένως, 

συνηγορούν για την ύπαρξη ενός ισχυρού δεσµού µεταξύ των στατιστικών µεθόδων 

της Παραγοντικής Ανάλυσης και της πολυκριτήριας θεωρίας της Χρησιµότητας. Η 

χρήση του όρου «δεσµός» είναι χαρακτηριστική και αποτρέπει την οποιαδήποτε 

προσπάθειας ταύτισης στο επίπεδο των µεθοδολογιών. Παρόλα αυτά, οι µέθοδοι της 

Παραγοντικής Ανάλυσης επιτυγχάνουν, µέσω της συνεπούς αντικειµενικής 

συνάρτησης της αδράνειας, να χαρακτηρίσουν πλήρεις και συνεχείς προδιατάξεις στο 

σύνολο . Οι προδιατάξεις αυτές αποτελούν την αριθµητική εκτίµηση των 

αντίστοιχων προδιατάξεων προτίµησης µιας συγκεκριµένης οµάδας ατόµων, ως προς 

ένα σύνολο εναλλακτικών. Απ’ αυτήν την άποψη, η καθιέρωση τέτοιων 

προδιατάξεων είναι σε πλήρη συµφωνία µε το µαθηµατικό υπόβαθρο της θεωρίας της 

Χρησιµότητας (Herden, 2002). 

( )n0≥ℜ

 

΄Όπως έχει αναφερθεί (Κεφάλαιο 5ο ), ως κριτήριο χαρακτηρίζουµε « µια 

συνάρτηση g, ορισµένη στο σύνολο Α των εναλλακτικών και η οποία παίρνει τιµές σε 

ένα διατεταγµένο σύνολο. Η συνάρτηση αυτή αναπαριστά αριθµητικά τις προτιµήσεις 

του D.M., σύµφωνα µε συγκεκριµένη οπτική.». Αν συµβολίσουµε µε  τα 

σύνολα των φυσικών, των ακεραίων, των ρητών και των πραγµατικών αριθµών, 

αντίστοιχα, και µε «≤» τη φυσική τους διάταξη, τότε τα σύνολα 

< >,<Ζ,≤>,<Q,≤> και <ℜ ,

ℜℵ ,Q,Z,

,ℵ ≤ ≤>ονοµάζονται διατεταγµένα σύνολα. (Σχήµα 6.6).  

Στην περίπτωση που η ζητούµενη διάταξη οφείλει να είναι αυστηρά γραµµική 

(µέγιστο, ελάχιστο στοιχείο), το διατεταγµένο σύνολο µετονοµάζεται σε αλυσίδα. 

Παραδείγµατα αλυσίδας είναι τα σύνολα < ,ℵ ≤> καθώς και υποσύνολα των , 

όπως , , κ.ο.κ. (Κάλφα, 1995). 

ℜ,Q,Z

≤>ℜ< ≥ ,0 ≤>ℜ≤< ,0
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Σχήµα 6.6: Γραφική αναπαράσταση κριτηρίου 

g 
A 

g(α) Rκ. 

β. 
α. 

 

 

Η σύγκριση των δύο εναλλακτικών α και β, γίνεται στο επίπεδο των 

αριθµητικών τους αναπαραστάσεων g(α) και g(β). Η εκδήλωση κάποιας 

διαφοροποίησης στις εκτιµήσεις των εναλλακτικών, λαµβάνεται ως παρουσία 

προτίµησης. Για παράδειγµα η ανισότητα g(α)>g(β), µας επιτρέπει να θεωρήσουµε 

µια σαφέστατη εκδήλωση προτίµησης στην εναλλακτική α, έναντι της β, υπό την 

οπτική του κριτηρίου g. Κατ’ αυτό τον τρόπο, οι παραστάσεις g(α) και g(β) 

συνιστούν µετρήσεις των δύο εναλλακτικών α και β. 

 

 Χαρακτηριστικό παράδειγµα στατιστικής µέτρησης αποτελεί ή έννοια της 

τυχαίας µεταβλητής. Ας θεωρήσουµε για παράδειγµα, τον χώρο πιθανότητας (Ω,F,P) 

ενός πειράµατος, όπου Ω: ο δειγµατοχώρος, F: η οικογένεια των γεγονότων και P: ο 

νόµος που δίνει την πιθανότητα του κάθε πειράµατος. Για να µελετήσουµε το 

αποτέλεσµα του πειράµατος, µας διευκολύνει να αντιστοιχίσουµε σε κάθε απλό 

γεγονός έναν ή περισσότερους αριθµούς (µονοδιάστατη – πολυδιάστατη τυχαία 

µεταβλητή). Ο πραγµατικός αυτός αριθµός µπορεί να είναι σηµείο της πραγµατικής 

ευθείας ή γενικά ένα σηµείο του Ευκλείδειου χώρου των n διαστάσεων.  Στην 

περίπτωση που σε κάθε απλό γεγονός ω∈Ω αντιστοιχούµε έναν πραγµατικό αριθµό 

Χ(ω), τότε ο νέος δειγµατοχώρος είναι η πραγµατική ευθεία R1= ( )∞∞− ,  και απλά 

γεγονότα οι πραγµατικοί αριθµοί. Αν θεωρήσουµε ως γεγονότα τα διαστήµατα 

 182



( ]x,∞−  και ονοµάσουµε πεδίο Borel B1 1R⊂ , την µικρότερη οικογένεια των 

διαστηµάτων αυτών, τότε θεωρώντας ένα σύνολο Α 1R∈ , ονοµάζουµε τυχαία 

µεταβλητή Χ, κάθε πραγµατική µεταβλητή Χ(ω) µε την ιδιότητα: για κάθε τιµή της x, 

το διάστηµα 1X − ]x,(−∞  να αποτελεί γεγονός του Ω  (Κουνιάς, 1991). 

 Οι τυχαίες µεταβλητές συνιστούν µετρήσεις των οµάδων των γεγονότων ενός 

πειράµατος, οι οποίες και εκφράζονται σε µια πραγµατική κλίµακα. Από αυτήν την 

άποψη, οι τυχαίες µεταβλητές διεκδικούν την έννοια του «στατιστικού κριτηρίου» και 

εκφράζουν µέσω των τιµών τους την διάταξη των προτιµήσεων ενός συνόλου ατόµων 

µε βάση κάποιο χαρακτηριστικό. Σε αντιδιαστολή µε τις µεθόδους της Κοινωνικής 

Επιλογής, ή πιο απλά µε τις µεθόδους της Θεωρίας της Χρησιµότητας, η κλίµακα των 

πραγµατικών τιµών δεν κατασκευάζεται µε βάση κάποια µεθοδολογία, αλλά είναι 

ορισµένη µε βάση την διαφοροποίηση των κλάσεων της µεταβλητής. Αυτή η 

διαπίστωση δηλώνει την χαρακτηριστική διαφορά των όρων «στατιστικό» κριτήριο 

και κριτήριο. Στην περίπτωση που οι κλάσεις της µεταβλητής είναι διατεταγµένες, η 

διάταξη αυτή επεκτείνεται και στον χώρο των γεγονότων. 

 Η θεωρία της αθροιστικής συνδυαστικής µέτρησης, επιτρέπει στο πλαίσιο 

µιας αθροιστικής δοµής προτίµησης, τον µετασχηµατισµό των ήδη υπαρχόντων 

µετρήσεων σε γραµµικά συστήµατα ανεξάρτητων συνιστωσών. Η άµεση συνάφεια 

της θεωρίας αυτής, µε την διαδικασία κατασκευής των συναρτήσεων της 

Παραγοντικής Ανάλυσης, επιτρέπει µια δεύτερη πολυκριτήρια προσέγγιση των 

µετρήσεων της Παραγοντικής Ανάλυσης. Κατ’ αυτό τον τρόπο οι συναρτήσεις 

(Κύριες Συνιστώσες) της Ανάλυσης σε Κύριες Συνιστώσες, συνιστούν τον 

µετασχηµατισµό των συντεταγµένων µιας οικογένειας τυχαίων µεταβλητών από ένα 

ορθοκανονικό σύστηµα ανεξάρτητων µεταβλητών (παραγόντων). Στην περίπτωση 

της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών, οι µετρήσεις δίνονται  µε την µορφή 

κατανοµών πιθανότητας, οι οποίες µε την σειρά τους αυτοπροσδιορίζονται από 

γραµµικά συστήµατα ανεξάρτητων κατανοµών. Οι πραγµατικές αυτές µετρήσεις 

µπορεί να υποδηλώνουν την ύπαρξη τυχαίων µεταβλητών, στην ουσία όµως 

συγκρίνουν κατανοµές πιθανότητας. Η διατήρηση της σχετικής θέσης αυτών των 

µετρήσεων ως προς ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων, εκφράζεται από την 

βελτιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης της αδράνειας. 

 Ειδικότερα, στην περίπτωση της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών, 

έχουµε δύο σύνολα ποιοτικών –κατά κύριο λόγο- µεταβλητών. Τα σύνολα αυτά τα 
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ονοµάζουµε Ι και J. Το προφίλ  εκφράζει την υπό συνθήκη κατανοµή της 

κατανοµής του i , στο σύνολο των J χαρακτηριστικών. Μπορούµε να πούµε ότι η 

υπό συνθήκη αυτή κατανοµή, δηλώνει ένα αντίστοιχο υπό συνθήκη κριτήριο. Τα ίδια 

ισχύουν και για το προφίλ  

i
Jf

I∈

j
If .

 Ο παραγοντικός µετασχηµατισµός των προφίλ, εκφράζεται συναρτησιακά από 

τις παρακάτω σχέσεις: 

  

 ∑
=

α
α φ=

r

1j .i

ij

f
f

)i(F , i    I∈

 

∑
=

α
α ψ=

r

1j j.

ij

f
f

)j(G  

 

Οι παράγοντες Fα(i) (Gα(j)), δηλώνονται ως µετασχηµατισµός των προφίλ  ( ) σε 

ορθοκανονικά συστήµατα των συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας φ

i
Jf j

If
α (ψα). Οι 

συναρτήσεις αυτές εκφράζουν αντίστοιχα την ύπαρξη ορθοκανονικού 

µετασχηµατισµού ανεξάρτητων κατανοµών στα σύνολα  J και Ι αντίστοιχα. Κατ’ 

αυτό τον τρόπο αν θεωρήσουµε ότι το σύνολο Ι  περιγράφεται ως «κριτήρια» και το 

σύνολο J περιγράφεται αντίστοιχα ως «εναλλακτικές» µπορούµε να πούµε ότι η τιµή  

Gα(j) / , δηλώνει την µέτρηση της κατανοµής της j εναλλακτικής υπό την 

προοπτική του γραµµικού συνδυασµού των ανεξάρτητων κατανοµών που 

προσδιορίζονται από το σύνολο Ι.  Στην περίπτωση αυτή, ο κάθε παραγοντικός 

άξονας ερµηνεύεται ως σύνθεση των ανεξαρτήτων κατανοµών των κριτηρίων και 

αποτελεί ένα σύνθετο κριτήριο. Η ερµηνεία του άξονα, καθώς και η απόδοση κάποιου 

ονόµατος σ’ αυτόν, βασίζονται σε κατάλληλη ανάγνωση των πινάκων των 

αποτελεσµάτων της µεθόδου (Απόλυτες – Σχετικές συνεισφορές). 

Jj∈

 Η παρουσία των κατανοµών πιθανότητας και η περίπτωση του «εξαρτηµένου 

κριτηρίου», είναι πιθανόν να οδηγήσουν σε σύγχυση για την ταύτιση της µεθόδου µε 

την θεωρία της Αναµενόµενης Χρησιµότητας. Η εν λόγω θεωρία, εξετάζει την 

περίπτωση διάταξης των «υπό συνθήκη αποφάσεων» (Krantz, 1971) µε βάση την 

αρχή του Bernoulli: 
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∑
∈

∈α
α=α

SsA
)s,(u)s(pmax)(E , όπου: 

p(s): κατανοµή πιθανότητας 

u(α,s): συνάρτηση πιθανότητας. 

 

Οι εναλλακτικές διατάσσονται µε βάση τις τιµές της συνάρτησης Ε(α). Η διάταξη 

αυτή εκφράζει την διάταξη των κατανοµών των εναλλακτικών µε λιγότερο ή 

περισσότερο κίνδυνο.  

 Παρά την όποια ταύτιση της σχέσης του Bernoulli και των συναρτήσεων των 

παραγόντων, δεν µπορούµε να πούµε σε καµία περίπτωση ότι οι συναρτήσεις φα και 

ψα εκφράζουν χρησιµότητες. Αυτό συνεπάγεται άµεσα, την απουσία οποιοσδήποτε 

µορφής κινδύνου στα συµπεράσµατα µιας διάταξης στην Παραγοντική Ανάλυση των 

Αντιστοιχιών. Η διάταξη των κατανοµών στους παραγοντικούς άξονες µε βάση τις 

αριθµητικές του τιµές γίνεται χωρίς την αναφορά σε επιλογή εναλλακτικής µε 

«λιγότερο ή περισσότερο κίνδυνο». 

 

 

6.7. ΣΥΝΘΕΣΗ ΤΩΝ ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΩΝ ΑΞΟΝΩΝ 

 

Κάθε παράγοντας εκφράζει συναρτησιακά την απόσταση της προβολής του 

προφίλ από τον µέσο όρο των κατανοµών (Σχήµα 6.7). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 6.7:  ∆ιάταξη των τιµών του παράγοντα Gα(j) στον 
   παραγοντικό άξονα α 

α

Ο=GIGα(j) 

j
If

'j
If  

 

Gα )'j(
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Η διάταξη των µεταξύ δύο κατανοµών των εναλλακτικών j και , δηλώνεται 

ως διαφορά των αποστάσεων, όπως αυτές δηλώνονται από τις αριθµητικές τιµές των 

παραγόντων τους,  στον παραγοντικό άξονα α. Αυτή η παρατήρηση βρίσκεται σε 

πλήρη συµφωνία µε την άποψη του Krantz (1989) για την γεωµετρική διάταξη στην 

Ανάλυση ∆εδοµένων. Στο πλαίσιο αυτής της διάταξης, ο Βenzecri (1973), προτείνει 

τον υπολογισµό της απόστασης µεταξύ δύο κατανοµών j και , σύµφωνα µε την 

σχέση: 

'j

'j

 

 ( )2'j
I

j
I )'j(G)j(Gpp ∑

α
αα −=− . 

 

Η διάταξη που µπορεί να παρατηρηθεί µεταξύ των κατανοµών , µπορεί 

να εκφραστεί αριθµητικά, ως διάταξη των µεταξύ τους αποστάσεων. Η αντιµετώπιση 

της γεωµετρικής αυτής διάταξης, ως διαφορά µετρήσεων, µπορεί να δηµιουργήσει 

πληθώρα προβληµάτων που σχετίζονται µε τα συστήµατα αναφοράς των µετρήσεων. 

Η απλούστερη περίπτωση που µπορεί να δηµιουργήσει µια τέτοιου είδους σύγχυση, 

είναι η περίπτωση του ενός παραγοντικού άξονα. Σύµφωνα µε τον Raikov (1965), 

κάθε κατευθυνόµενος άξονας επιτρέπει την περιγραφή µιας γραµµικής διάταξης από 

ένα υποσύνολο της πραγµατικής ευθείας. Στην περίπτωση όµως του παραγοντικού 

άξονα, παρατηρούµε δύο αντίθετες κατευθύνσεις στον άξονα, οι οποίες δηλώνουν µε  

την σειρά τους δύο διαφορετικά είδη διατάξεων.   

Jj∈

Κατά την γνώµη µας, αυτά τα προβλήµατα µπορούν να αντιµετωπισθούν µε 

την µονοδρόµηση του κάθε άξονα. Η θέση αυτή, βρίσκεται σε πλήρη συµφωνία µε 

την ερµηνεία του άξονα και αντανακλά πλήρως την διαδικασία σύνθεσης που 

λαµβάνει χώρα στον βέλτιστο υπόχωρο των εξαρτηµένων εναλλακτικών. Ο 

παραγοντικός άξονας, αντιπροσωπεύει µία και µόνο νέα κατεύθυνση και αναδεικνύει 

ένα καινούργιο χαρακτηριστικό (µεταβλητή –κριτήριο), στην βάση του οποίου 

αξιολογούνται οι προτιµήσεις ενός συγκεκριµένου συνόλου ατόµων. Από την άλλη 

πλευρά, η θέση αυτή αξιοποιεί πλήρως την θεωρία της αθροιστικής συνδυαστικής 

µέτρησης και δηµιουργεί ένα νέο κριτήριο που βασίζεται σε ανεξάρτητα 

χαρακτηριστικά. 

Η µονοδρόµηση του άξονα, µπορεί να επιλύει το πρόβληµα ανεύρεσης ενός 

και µόνου συστήµατος αναφοράς (κριτηρίου), αλλά δεν επιλύει και το πρόβληµα της 
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κλίµακας. Η κλίµακα παραµένει ένα υποσύνολο της πραγµατικής ευθείας (που 

περιέχει και το 0) και δεν συνιστά µια κλίµακα φυσικών µετρήσεων, σύµφωνα µε τα 

πρότυπα της θεωρίας της Χρησιµότητας. Ο µετασχηµατισµός της πραγµατικής 

κλίµακας σε φυσική, δεν επιφέρει ουσιαστικές αλλαγές στην αξιολόγηση των 

εναλλακτικών καθώς η σχετική απόσταση των µετρήσεων τους παραµένει σταθερή. 

Εφόσον δοθεί το όνοµα στον παραγοντικό άξονα, ο µετασχηµατισµός της κλίµακας 

συνιστά µια οµοθεσία κατά το διάνυσµα (1+h), όπου h: η απόσταση της ελάχιστης 

τιµής από την αρχή των αξόνων. Κατ’ αυτό τον τρόπο, αποδίδουµε στην εναλλακτική 

µε την ελάχιστη µέτρηση ως προς το νέο κριτήριο (π.χ. την Gα(j1)) την τιµή 1 και σε 

κάθε άλλη (π.χ. την Gα(jk)) την τιµή (1+h)+ Gα(jk) (Σχήµα 6.8). 

 

 

 

 

 

 

  

 

  

  

 

Σχήµα 6.8: Αλλαγή κλίµακας σε παραγοντικό άξονα 

Gα(j1) Gα(jk) Gα(jp)0 

h 

(1+h)+Gα(jk) 

G΄α(jκ)G΄α(j1) 

1 

 

Οι µετασχηµατισµένοι παράγοντες G΄α(jk), εκφράζουν σε µορφή γραµµικής 

διάταξης τις προτιµήσεις ενός συνόλου ατόµων ως προς τις j εναλλακτικές, σύµφωνα 

µε τις ανισότητες: 

)j(G)j(Gjj 2k
'

1k
'

2k
~

1k αα ≥⇔; . 

Η διάταξη αυτή είναι σύµφωνη µε τις γενικότερες αρχές της θεωρίας της Κοινωνικής 

επιλογής και της θεωρίας της αθροιστικής συνδυαστικής µέτρησης  και απεικονίζει 

την θέση µιας εναλλακτικής στην µετασχηµατισµένη κλίµακα των τιµών µιας νέας 

σύνθετης µεταβλητής. Οι νέες αυτές µεταβλητές, εκφράζονται σε διαφορετική 

κλίµακα, η οποία προσδιορίζεται από την τετραγωνική ρίζα της αντίστοιχης ιδιοτιµής 

του κάθε παραγοντικού άξονα α ( αλ ). 
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Η εφαρµογή της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών στον αρχικό 

πίνακα δεδοµένων (κριτήρια × εναλλακτικές) επέτρεψε την ανασύνθεση των αρχικών 

κριτηρίων σε νέα σύνθετα κριτήρια, µικρότερου αριθµού από τα αρχικά. Τα νέα αυτά 

κριτήρια αποδίδουν, µέσω αριθµητικής διάταξης, την διάταξη των προτιµήσεων των 

εναλλακτικών. Η σηµαντικότητα του κάθε κριτηρίου α, ερµηνεύεται σε ποσοστό 

ιδιοτιµής ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

λ
λ

∑ α

α , και αντιπροσωπεύει την πληροφορία του αρχικού πίνακα 

δεδοµένων, που εκπροσωπεί ο κάθε παραγοντικός άξονας α. Το απαιτούµενο 

ποσοστό πληροφορίας που απαιτείται για την ερµηνεία των αρχικών δεδοµένων, δεν 

είναι σταθερό αλλά εξαρτάται από το µέγεθος του πίνακα που αναλύεται (αριθµός 

γραµµών, αριθµός στηλών). Για παράδειγµα, όσο µικρότερος είναι ο αρχικός 

πίνακας, τόσο λιγότεροι παραγοντικοί άξονες θα χρησιµοποιηθούν. Το ποσοστό αυτό, 

καθορίζει το πλήθος των ερµηνεύσιµων αξόνων καθώς και το πλήθος των νέων 

σύνθετων κριτηρίων. 

Στην περίπτωση που ο 1ος παραγοντικός άξονας ικανοποιεί το απαιτούµενο 

ποσοστό πληροφορίας, λέµε ότι άξονας αυτός συνιστά ένα «απόλυτο» σύνθετο 

κριτήριο, το οποίο και δηλώνει την συνολική προτίµηση ως προς τις  j εναλλακτικές. 

Σε διαφορετική περίπτωση, είµαστε αναγκασµένοι να προχωρήσουµε σε µια εκ νέου 

σύνθεση του συνόλου των παραγοντικών αξόνων, που αντιπροσωπεύουν το 

ζητούµενο ποσοστό. 

Η πολυκριτήρια προσέγγιση της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών, 

βασίστηκε σε µια προσεκτική ανάγνωση των κύριων χαρακτηριστικών της µεθόδου. 

Τα χαρακτηριστικά αυτά αντιπαρατέθηκαν µε ήδη υπάρχουσες πολυκριτήριες 

θεωρίες και επικύρωσαν την δυνατότητα του κάθε παραγοντικού άξονα να παρέχει 

διάταξη των προτιµήσεων. Η ανάγκη δηµιουργίας ενός νέου σύνθετου κριτηρίου δεν 

πρέπει να αναζητηθεί στις θεωρίες που χρησιµοποιήθηκαν. Για παράδειγµα, η 

κατασκευή ενός νέου κριτηρίου το οποίο να βασίζεται σε µια αθροιστική δοµή 

ανεξάρτητων χαρακτηριστικών, δεν µπορεί να πραγµατοποιηθεί καθώς η µέθοδος της 

Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών είναι κατηγορηµατική στο θέµα της 

ανεξαρτησίας. Οι κανονικοί παράγοντες είναι ανεξάρτητοι και ασυσχέτιστοι µεταξύ 

τους και δηλώνουν την αναλυτικότερη έκφραση ενός φαινοµένου στα βασικά του 

συστατικά. Με άλλα λόγια, η µέθοδος δεν είναι σε θέση να αναλύσει περισσότερο το 

φαινόµενο. 
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Η διαπίστωση αυτή είναι βασική και αποτρέπει κάθε προσπάθεια κατασκευής 

νέων γραµµικών διατάξεων. Η επίλυση του προβλήµατος της σύνθεσης των 

παραγοντικών αξόνων, πρέπει να αναζητηθεί σε άλλες µεθόδους που περιγράφουν 

µη-γραµµικές  διατάξεις. Τέτοιες µέθοδοι, απαντιούνται στην οικογένεια των 

µεθόδων της θεωρίας Υπεροχής. Η ανάλυση ενός πολυκριτήριου προβλήµατος, µε 

βάση την ασθενέστερη δυαδική σχέση προτίµησης (σχέση υπεροχής), είναι δυνατόν 

να µας παρέχει λύσεις σε προβλήµατα απόφασης που δεν υπηρετούν την γραµµική 

διάταξη. 

 Η χρήση των µεθόδων της θεωρίας υπεροχής απαιτεί αρχικά ένα 

προσδιορισµό του πολυκριτήριου προβλήµατος, που καλούµαστε να επιλύσουµε. Το 

πρόβληµα αυτό εκφράζεται σε µορφή πίνακα (εναλλακτικών×κριτηρίων), µε την 

κάθε του στήλη να δηλώνει αριθµητικά την προτίµηση ως προς την κάθε εναλλακτική 

σύµφωνα µε ένα κριτήριο-στήλη. Κατ’ αυτό τον τρόπο, δηµιουργούµε τον 

πολυκριτήριο πίνακα (εναλλακτικών×παραγόντων), µε τιµές τις µετασχηµατισµένες 

τιµές της  j εναλλακτικής ως προς τον α παράγοντα (Σχήµα 6.9.).   

 

 

  ΠΑΡΑΓΟΝΤΕΣ 

  Παράγ. 1 Παράγ. 2 … Παράγ. q 

 Εναλλακτική 1 … … … … 

ΕΝΑΛΛΑΚΤΙΚΕΣ Εναλλακτική j G΄1(j) G΄2(j) … G΄q(j) 

 … … … … … 

 Εναλλακτική p … … … … 

 
Σχήµα 6.9.: Πολυκριτήριος πίνακας Παραγόντων 

 

   

 

Η επέµβαση µας στην µεθοδολογία των σχέσεων υπεροχής, περιορίζεται 

αποκλειστικά στον καθορισµό των βαρών των κριτηρίων. Το βάρος που προσδίδεται 

σε κάθε παραγοντικό άξονα αφορά το ποσοστά αδράνειας που ερµηνεύει ο άξονας 

και µάλιστα κανονικοποιηµένο για τον αριθµό των αξόνων που µετέχουν σ’ αυτό το 

πρόβληµα απόφασης. 
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Στην περίπτωση που η εφαρµοζόµενη µέθοδος υπεροχής είναι µια εκ των 

(ΕLECTRE I, ELECTRE Is), λαµβάνουµε ως αποτέλεσµα της συνθετικής 

διαδικασίας το βέλτιστο υποσύνολο των εναλλακτικών. Το υποσύνολο αυτό 

αναφέρεται αποκλειστικά στις προτιµήσεις ενός συνόλου ατόµων, όπως αυτές 

εκφράζονται από τα νέα σύνθετα κριτήρια. 

 

6.8. Η ΠΡΟΤΑΣΗ ΜΑΣ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΙΚΑ 

 

Το παρόν κεφάλαιο τοποθετείται στο επίκεντρο της έρευνας που διεξάγεται σ’ 

αυτή την διατριβή. Πιο συγκεκριµένα, σ’ αυτό το κεφάλαιο αιτιολογείται, σε 

θεωρητική βάση, η αρχική µας πρόταση που προσδιορίζεται ως «Πολυκριτήρια 

υποστήριξη αποφάσεων µε την βοήθεια της Παραγοντικής Ανάλυσης των 

Αντιστοιχιών».  Η πρόταση αυτή, συνίσταται σε  τρία βασικά µέρη: 

 

• Εφαρµογή της µεθόδου της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών σε 

συγκεκριµένο πίνακα συχνοτήτων (κριτηρίων ×  εναλλακτικών). Η 

δηµιουργία του πίνακα βασίζεται στην συγκεκριµένη στατιστική ανάλυση, η 

οποία και επιτρέπει την ακριβή αναπαράσταση επ’ αυτού, της πληροφορίας 

που περιέχεται σε ένα αρχικό σύνολο πολυκριτήριων πινάκων, στον πίνακα 

αυτό. 

• Πολυκριτήρια ερµηνεία των αποτελεσµάτων που µας παρέχει η συγκεκριµένη 

εφαρµογή. Η ερµηνεία αυτή αποδίδεται στους παραγοντικούς άξονες και τους 

παράγοντες των εναλλακτικών, µε την βοήθεια των γενικών αρχών της 

θεωρίας της Χρησιµότητας και ειδικότερα της θεωρίας της κοινωνικής 

επιλογής. 

• Εφαρµογή της µεθόδου υπεροχής ELECTRE Is σε έναν νέο πολυκριτήριο 

πίνακα (νέων κριτηρίων ×  εναλλακτικών). Η τελευταία αυτή εφαρµογή, µας 

παρέχει το «καλύτερο υποσύνολο» εναλλακτικών σύµφωνα µε την συνολική 

προτίµηση ων, ως προς το αρχικό σύνολο των κριτηρίων. 

 

Σε σχέση µε τα τρία αυτά στάδια, θεωρούµε ότι το πρώτο στάδιο της στατιστικής 

ανάλυσης είναι αρκετά προσιτό και δεν χρειάζονται περαιτέρω διευκρινίσεις. Η µόνη 

µας παρατήρηση περιορίζεται στην αναγκαιότητα του κατακερµατισµού των 
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κριτηρίων σε κλάσεις. Ασχέτως αν η διαδικασία αυτή δεν επιβάλλεται πάντοτε από 

την µέθοδο της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών, θεωρούµε ότι είναι 

απαραίτητη για την συγκεκριµένη εφαρµογή της µεθόδου, καθώς αναδεικνύει µε τον 

καλύτερο τρόπο τις σχέσεις που υπάρχουν ανάµεσα στα κριτήρια και τις 

εναλλακτικές.  

 

Σε αντίθεση µε το πρώτο στάδιο, το δεύτερο είναι ιδιαίτερα σηµαντικό και 

απαιτεί επιπλέον αναφορά. Στο στάδιο αυτό εντάσσουµε πλήρως την Παραγοντική 

Ανάλυση των Αντιστοιχιών σε µια πολυκριτήρια διαδικασία και απαιτείται 

αντίστοιχη ερµηνεία των αποτελεσµάτων της. Η τοποθέτηση αυτή ξεκινά µε την 

εισαγωγή του όρου «στατιστικό κριτήριο». Ο όρος αυτός χαρακτηρίζει τόσο τις 

µεταβλητές όσο και τις κατανοµές πιθανότητας και προσδιορίζει την δυνατότητα 

αυτών να προσφέρουν αριθµητική αναπαράσταση των προτιµήσεων ενός συνόλου 

ατόµων ως προς ένα σύνολο εναλλακτικών.  Η δυνατότητα αυτή είναι προφανής για 

την περίπτωση των τυχαίων µεταβλητών µε διακεκριµένες τιµές. Όµοια ισχύει και για 

την περίπτωση των κατανοµών πιθανότητας, όπου αυτή η προτίµηση διατάσσεται µε 

βάση τα ποσοστά συχνότητας. 

    Η παρατήρηση αυτή συνιστά µια αρχική προσέγγιση των µεθόδων της 

Παραγοντικής Ανάλυσης µε την θεωρία της κοινωνικής επιλογής. Η προσέγγιση αυτή 

ισχυροποιείται από επιπλέον παρατηρήσεις που αναφέρονται στον βασικό µηχανισµό 

των δύο µεθοδολογιών. Σύµφωνα µε τον Herden, η βελτιστοποίηση της 

αντικειµενικής συνάρτησης της αδράνειας είναι ικανή να ορίσει συνεχείς 

προδιατάξεις των εναλλακτικών στην αλυσίδα των θετικών, πραγµατικών αριθµών. 

Παρόλο που το παράδειγµα του Herden, ξεκινά µε αφετηρία την µέθοδο της 

Ανάλυσης σε Κύριες Συνιστώσες και επεκτείνεται στην συνέχεια για όλη την 

Παραγοντική Ανάλυση, εµείς θα το προσεγγίσουµε αποκλειστικά για την µέθοδο της 

Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών. Η προσέγγιση αυτή βασίζεται στην 

ικανότητα της µεθόδου να αναλύει την πληροφορία ενός πίνακα δύο µεταβλητών 

(κριτηρίων, µεταβλητών) και όχι απλά τις παρατηρήσεις ενός συνόλου ατόµων ως 

προς µια µεταβλητή (εναλλακτικές).  Η ιδιότητα αυτή, καθιστά την Παραγοντική 

ανάλυση των Αντιστοιχιών ως ιδανική παραγοντική µέθοδο για πολυκριτήρια 

εφαρµογή. 

Η βελτιστοποίηση της αδρανείας οδηγεί στην κατασκευή των παραγοντικών 

αξόνων. Καθώς το νέφος των µεταβλητών Ν(J) προσδιορίζεται ως το σύνολο των 
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εξαρτηµένων κατανοµών των εναλλακτικών ως προς τις κλάσεις των αρχικών 

κριτηρίων, η κατασκευή των παραγοντικών αξόνων στο N(J) εισάγει νέα σύνθετα 

κριτήρια. Οι προβολές (παράγοντες) των κατανοµών των εναλλακτικών στους άξονες 

συνιστούν τις τιµές των εναλλακτικών ως προς τα νέα κριτήρια. Η αθροιστική 

συνάρτηση του παράγοντα-εναλλακτική: ∑
=

α
α ψ=

r

1j j.

ij

f
f

)j(G , ερµηνεύει την τιµή της j 

εναλλακτικής στον άξονα α, ως γραµµικό συνδυασµό των  ορθοκανονικών 

κατανοµών ψα.  Οι νέες κατανοµές υποδεικνύουν νέες, ανεξάρτητες κατευθύνσεις 

στον simplex χώρο πιθανότητας των κριτηρίων, και ορίζουν νέα, σύνθετα κριτήρια. Η 

ερµηνεία της αθροιστικής συνάρτησης των παραγόντων Gα(j), µε βάση την θεωρία 

της αθροιστικής συνδυαστικής µέτρησης, επιτρέπει την διάταξη των εναλλακτικών σε 

κάθε παραγοντικό άξονα α, µε την βοήθεια των παραγόντων τους. Η διάταξη µεταξύ 

των κατανοµών δύο εναλλακτικών j και , δηλώνεται ως διαφορά των αποστάσεων, 

όπως αυτές δηλώνονται από τις αριθµητικές τιµές των συντεταγµένων τους,  στον 

παραγοντικό άξονα α. 

'j

Η υιοθέτηση της γεωµετρικής αυτής διάταξης εκφράζεται στην πραγµατική 

ευθεία. Αυτό µπορεί να δηµιουργήσει σηµαντικά πρακτικά προβλήµατα λόγω της 

παρουσίας δύο αντίθετων κατευθύνσεων στον άξονα. Σ’ αυτή την περίπτωση 

προτείνεται µονοδρόµηση της κατεύθυνσης, σύµφωνα µε την υπόδειξη του κριτηρίου 

που ερµηνεύει τον άξονα. Τέλος, ο µετασχηµατισµός της πραγµατικής κλίµακας σε 

αντίστοιχη φυσική, αναδεικνύει την διάταξη των εναλλακτικών στον άξονα. 

Η βασική θεώρηση της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών, βασίζεται 

στην ανασύνθεση της πληροφορίας του αρχικού πίνακα αξόνων, από ένα σύνολο 

ορθοκανονικών αξόνων.  Η σηµαντικότητα του άξονα βασίζεται στο ποσοστό της 

πληροφορίας που αυτός ερµηνεύει. Ανάλογα µε το µέγεθος του πίνακα, υπολογίζεται 

το απαιτούµενο ποσοστό πληροφορίας και καθορίζεται ο αριθµός των παραγοντικών 

αξόνων που θα χρησιµοποιηθούν στην ανάλυση. Στην περίπτωση που ο 1ος 

παραγοντικός άξονας, καλύπτει αυτό το ποσοστό, τότε ονοµάζεται άξονας κατάταξης. 

Στην περίπτωση αυτή, η κατάταξη οδηγεί απευθείας σε επιλογή της καλύτερης 

εναλλακτικής. 

 

Σε διαφορετική περίπτωση, απαιτείται το σύνολο των αξόνων που συµπληρώνουν 

το απαιτούµενο ποσοστό. Αυτό µας οδηγεί αυτόµατα, στο τρίτο στάδιο. Καθώς οι 
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άξονες αυτοί, αποτελούν άξονες κατάταξης, µπορούµε να αντιστοιχίσουµε την 

διάταξη αυτή σε έναν νέο πίνακα (εναλλακτικών ×  παραγόντων). Η αντιστοίχιση 

αυτή γίνεται στην βάση της συνολικής πληροφορίας της προτίµησης που ερµηνεύεται 

από τους άξονες. Οι εναλλακτικές σ’ αυτό τον πίνακα αντιπροσωπεύονται από τις 

µετασχηµατισµένες τιµές των παραγόντων τους. Ο πίνακας αναλύεται στην συνέχεια 

µε την µέθοδο ELECTRE Is, η οποία και εξασφαλίζει µη-κυρτή βελτιστοποίηση. Σαν 

αποτέλεσµα της ανάλυσης παίρνουµε το υποσύνολο των καλύτερων εναλλακτικών. 

 

Σε γενικές γραµµές, αυτά ήταν τα συµπεράσµατα της πολυκριτήριας προσέγγισης 

της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών. Η έκταση (και η επανάληψη) των 

συµπερασµάτων είναι επιβεβληµένη, λόγω του θεωρητικού χαρακτήρα της έρευνας. 

Όπως παρατηρήσαµε, η έρευνα βασίστηκε κύρια στην µεθοδολογία της 

Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών αλλά τεκµηριώθηκε αυστηρά στα πλαίσια 

της Πολυκριτήριας Ανάλυσης. Κατά την γνώµη µας, εισάγει ένα νέο εργαλείο 

αποφάσεων το οποίο και αποτελεί συνδυασµό Παραγοντικής Ανάλυσης των 

Αντιστοιχιών και της πολυκριτήριας µεθοδολογίας. Η εφαρµογή που ακολουθεί 

τεκµηριώνει αυτό τον ισχυρισµό µας. 
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
 
 
 
 

Η προτεινόµενη µεθοδολογία εφαρµόστηκε σε ένα αρχικό σύνολο Ν(73) 

πολυκριτήριων πινάκων. Η εφαρµογή της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών 

βασίστηκε στο λογισµικό S-pro (1999). Από την οικογένεια των µεθόδων των 

σχέσεων υπεροχής, επιλέχθηκε η µέθοδος ELECTRE Is, η εφαρµογή της οποίας 

βασίστηκε στο αντίστοιχο λογισµικό (1993). 

Τρία είναι τα βασικά στάδια που χαρακτηρίζουν την συγκεκριµένη εφαρµογή. 

Τα στάδια αυτά, βρίσκονται σε πλήρη συµφωνία µε τα στάδια της µεθοδολογίας που 

αναπτύχθηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο. Πιο συγκεκριµένα, θα αναφερθούµε 

διεξοδικά στα: 

 

1. Στατιστική επεξεργασία ενός αρχικού συνόλου πολυκριτήριων πινάκων και 

την κατασκευή ενός τελικού πίνακα, στον οποίο εφαρµόζουµε την 

Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών 

 

2. Πολυκριτήρια ερµηνεία των αποτελεσµάτων της Παραγοντικής Ανάλυσης 

των Αντιστοιχιών και αναγνώρισης της διάταξης στον κάθε παραγοντικό 

άξονα. 

 

3. Υποστήριξη απόφασης, για την περίπτωση που είναι αρκετός ο πρώτος 

παραγοντικός άξονας. Σε διαφορετική περίπτωση, εφαρµόζουµε την µέθοδο 

ELECTRE Is,  σε νέο πολυκριτήριο πίνακα, επιδιώκοντας την σύνθεση των 

παραγοντικών αξόνων. 

 

    

1. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ 

 

Για την προτεινόµενη εφαρµογή, χρησιµοποιούµε ένα αρχικό σύνολο 

πολυκριτήριων πινάκων στους οποίους ταξινοµούνται τα αποτελέσµατα µιας έρευνας 
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που διεξήχθη από το Πολυτεχνείο Κρήτης. Η έρευνα αφορούσε τις προτιµήσεις ενός 

συνόλου 73 ατόµων ως προς ένα σύνολο προϊόντων σύµφωνα µε συγκεκριµένα 

κριτήρια. 

Καθένας από τους Ν(73) πολυκριτήριους Πίνακες περιγράφει την αξιολόγηση 

I(6) προϊόντων (αντικείµενα) Α1, Α2, Α3, Α4, Α5, Α6 ως προς J(6) κριτήρια 

(µεταβλητές) G1, G2, G3, G4, G5, G6 από Ν άτοµα. Τα κριτήρια αυτά µας δίνονται 

χωρισµένα σε κλάσεις. Οι κλάσεις του κάθε κριτηρίου δίνονται στον Πίνακα 1: 

 

 
Πίνακας 1: Κριτήρια και κλάσεις κριτηρίων 

 
Κριτήρια Κλάσεις των Κριτηρίων 

G1 (Ποιότητα): G11(Κακή), G12(Άγνοια), G13(Μέτρια),G14(Καλή),  
G15(Πολύ Καλή) 
 

G2 (Γεύση): G21(Κακή), G22(Άγνοια), G23(Mέτρια),G24(Καλή),  
G25(Πολύ Καλή) 
 

G3 (Τιµή): G31(Υψηλή), G32(Άγνοια), G33(Κανονική),G34(Μέτρια),  
G35(Χαµηλή) 
 

G4 (Φήµη): G41(Καθόλου ), G42(Λίγο), G43(Πολύ), 
 

G5 (Συσκευασία): G51(Κακή), G52(Άγνοια), G53(Mέτρια),G54(Καλή),  
G55(Πολύ Καλή) 
 

G6 (Εικόνα): G61(Κακή), G62(Άγνοια), G63(Mέτρια),G64(Καλή),  
G65(Πολύ Καλή) 

 
 

 
Αρχικά, δηµιουργούµε για κάθε προϊόν Αi και έναν αντίστοιχο πίνακα Ai στον 

οποίο περιγράφεται η αξιολόγηση του i προϊόντος από τα Ν(73) άτοµα, ως προς το 

σύνολο των κριτηρίων. Έτσι για το 1ο προϊόν, συγκεντρώνοντας τις Ν(73) πρώτες 

γραµµές στον πίνακα Α1 (Σχήµα 1α), έχουµε συγκεντρωµένη την συνολική 

πληροφορία αξιολόγησης για το προϊόν Α1. Το ίδιο γίνεται και για τα υπόλοιπα 

προϊόντα. 

Στην συνέχεια, για να επιτευχθούν εύκολα και ερµηνεύσιµα αποτελέσµατα µε 

την εφαρµογή της µεθόδου Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών, ο πίνακας Α1 

µετατρέπεται στον λογικό πίνακα  (Σχήµα 1β). 1,0
1A
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Πίνακας Α1  Πίνακας 1,0
1A  

 G1 G2 G3 G4 G5 G6   G11 G12 G13 G14 G15 ... G65

1 1 4 2 2 ... ...  1 1 0 0 0 0 ... ... 

2        2        

…        …        

…        …        

73      ...  73       ... 

 
α) β)  

 

 Σχήµα 1: Πίνακας του 1ου προϊόντος (α) και ο αντίστοιχος λογικός [0-1] (β) 
 

 

Ακολούθως, για κάθε προϊόν Αi  δηµιουργούµε και ένα πίνακας συµπτώσεων 

Ci  (Σχήµα 2α), µε γραµµές και στήλες Gjk το σύνολο των κλάσεων όλων των 

κριτηρίων. Η κύρια διαγώνιος κάθε πίνακα Ci , αντιστοιχεί στην στήλη του προϊόντος 

Ci ενός νέου πίνακα C (Σχήµα 2β) που έχει ως γραµµές το σύνολο των κλάσεων Gjk 

όλων των κριτηρίων Gj. 

 
   G1 G2 ... G6
   G11 G12 G13 G14 G15 G21 G22 G23 G24 G25 … … 
 G11 6            
 G12  48           
 G13   12          
 G14    7         
 

 
 

G1

G15     0        
A1* G21      4       

 G22       48      
 G23        12     
 G24         9    
 

 
 

G2
 

G25          0   
 G3 .             
 G4 .             
 G5 .           .  
 G6 .            ... 

 
 
 
 

Σχήµα 2α:Πίνακας συµπτώσεων C1
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  C1 C2 C3 C4 C5 C6
G11 6      
G12 48      
G13 12      
G14 7      

 
 

G1

G15 0      
G21 4      
G22 48      
G23 12      
G24 9      

 
 

G2

G25 0      
G3 ... ...      
G4 ... ...      
G5 ... ...      
G6 ... ...      

 
 

Σχήµα 2β: Πίνακας C 
 

 

Ο πίνακας C, περιέχει σε µορφή συχνοτήτων, αναλλοίωτη την πληροφορία 

των αρχικών 73 πολυκριτήριων πινάκων. Στον πίνακα αυτόν, εφαρµόζουµε την 

Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών. 

 

 

2. ΠΟΛΥΚΡΙΤΗΡΙΑ ΕΡΜΗΝΕΙΑ ΤΩΝ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ ΤΗΣ 

 ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΗΣ  ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΤΩΝ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΩΝ ΣΤΟΝ 

 ΠΙΝΑΚΑ C 

 

Τα αποτελέσµατα της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών, µας 

δίνονται κυρίως µε την µορφή των παραγοντικών διαγραµµάτων (των επιπέδων και 

των αξόνων). Η ερµηνεία των διαγραµµάτων αυτών, επιβάλλει την κατάλληλη 

ανάγνωση των πινάκων των αποτελεσµάτων της ανάλυσης που αναφέρονται στις 

συντεταγµένες (παράγοντες), στις σχετικές και απόλυτες συµµετοχές καθώς και στις 

ιδιοτιµές και τα ποσοστά αυτών που αντιστοιχούν στον κάθε παραγοντικό άξονα. Η 

συγκεκριµένη ανάλυση του πίνακα C, θα περιοριστεί αποκλειστικά στα παραγοντικά 

διαγράµµατα των αξόνων και θα επιδιώξει, µέσω των πινάκων των αποτελεσµάτων 

της ανάλυσης, να ονοµάσει κατάλληλα τους άξονες και να αναγνωρίσει την διάταξη 

των προϊόντων σ’ αυτούς.  
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Οι πίνακες των αποτελεσµάτων της ανάλυσης θα δοθούν σε δύο πίνακες. Ο 

πρώτος πίνακας (Πίνακας 2), αναφέρεται στα αντικείµενα (κλάσεις των κριτηρίων), 

ενώ αντίστοιχα ο δεύτερος (Πίνακας 3) αναφέρεται στις µεταβλητές (προϊόντα). Οι 

πίνακες αναφέρονται στους τρεις πρώτους παραγοντικούς άξονες. 

 

 Πίνακας 2: Πίνακας Αντικειµένων 

 1ος Παρ. Συν. Συµ. 2ος Παρ. Συν. Συµ. 3ος Παρ. Συν. Συµ. 

G11 -333 423 5 55 11 0 147 82 3 

G12 -383 717 77 -70 23 5 -44 9 2 

G13 246 302 12 238 283 22 70 24 2 

G14 416 553 52 -343 376 71 -31 2 0 

G15 496 367 29 -588 516 82 -159 37 8 

G21 433 132 16 -912 587 148 -479 162 55 

G22 -415 911 91 64 21 4 34 6 1 

G23 194 712 7 -4 0 0 -39 29 0 

G24 403 785 49 -52 12 1 -73 25 4 

G25 92 17 1 -277 157 21 256 134 25 

G31 125 50 1 -17 0 0 249 200 15 

G32 -215 437 24 196 360 40 33 10 1 

G33 478 754 37 -41 5 0 184 111 15 

G34 478 800 95 -113 44 10 -201 141 45 

G35 -496 113 9 817 309 49 -1110 571 124 

G41 -405 402 69 -7 0 0 -487 582 273 

G42 -41 6 0 487 880 155 142 74 17 

G43 379 718 67 173 150 28 -90 40 10 

G51 -646 815 12 -51 5 0 -5 0 0 

G52 -373 721 72 -124 79 16 -62 19 5 

G53 -645 670 68 -270 117 23 360 208 57 

G54 209 310 18 179 227 26 -93 60 9 

G55 381 241 11 252 105 10 -249 102 13 

G61 -548 470 17 247 95 7 376 221 22 

G62 -308 263 42 -427 508 166 274 208 92 

G63 186 169 9 344 579 65 147 105 16 

G64 528 613 85 47 4 1 368 297 112 

G65 26 1 0 272 198 17 327 286 34 
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 Πίνακας 3: Πίνακας Μεταβλητών 

 1ος Παρ. Συν. Συµ. 2ος Παρ. Συν. Συµ. 3ος Παρ. Συν. Συµ. 

Α1 -101 50 11 109 58 26 241 288 176 

Α2 301 289 110 -399 507 389 -220 154 160 

Α3 408 767 227 -37 6 3 82 30 24 

Α4 -230 184 69 313 341 257 -366 467 478 

Α5 246 245 70 269 294 168 181 134 103 

Α6 -639 809 506 -247 121 152 125 31 53 

 

Οι θέσεις των προϊόντων σε κάθε παραγοντικό άξονα, δίνονται από την στήλη 

των συντεταγµένων (1ος Παράγοντας, 2ος Παράγοντας, 3ος Παράγοντας) του πίνακα 

των µεταβλητών. Σύµφωνα µε τα συµπεράσµατα όµως, του 6ου Κεφαλαίου, κάθε 

παράγοντας εκφράζει µια εξαρτηµένη κατανοµή µε αποτέλεσµα ο παραγοντικός 

άξονας να δηλώνει και µια νέα κατεύθυνση στο νέφος των αντικειµένων (κλάσεων 

των κριτηρίων). Η νέα αυτή κατεύθυνση, αναδεικνύει ένα νέo κριτήριο, το οποίο και 

εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός των κλάσεων των αρχικών κριτηρίων 

(γραµµών). Η ανάδειξη του νέου κριτηρίου συνιστά µια διαδικασία που ταυτίζεται µε 

την ερµηνεία του παραγοντικού άξονα. Στην πραγµατικότητα, δεν συµµετέχουν όλες 

οι γραµµές στον σχηµατισµό του νέου κριτηρίου. Η συµβολή των γραµµών στον 

σχηµατισµό του νέου κριτηρίου, εκφράζεται από τις στήλες του συνηµίτονου και της 

συµµετοχής.  

Η στήλη της συµµετοχής δηλώνει την απόλυτη συνεισφορά: 

α

α
α λ

=
)i(Ff

)i(CTR .i , της i κλάσης κριτηρίου στην δηµιουργία του παραγοντικού 

άξονα Uα. Όσο πιο µεγάλη είναι η τιµή της CTRα(i), τόσο σηµαντικότερη είναι η 

συνεισφορά της γραµµής i στην κατασκευή του άξονα Uα. 

Η στήλη του συνηµίτονου, δηλώνει την σχετική συνεισφορά: 

∑ α

α
α = 2

2
2

)i(F
)i(F

)i(cos , της i κλάσης κριτηρίου στην δηµιουργία του παραγοντικού 

άξονα Uα. Όσο πιο κοντά στη µονάδα βρίσκεται η σχετική συνεισφορά της γραµµής i 

στον άξονα Uα, τόσο µεγαλύτερη είναι η συµβολή της στην δηµιουργία του. Όσο 

αυτή η τιµή αποµακρύνεται από τη µονάδα και πλησιάζει στο µηδέν, τόσο η συµβολή 
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της για την ερµηνεία του άξονα ελαττώνεται, µε συνέπεια να µη µπορούµε να 

εξάγουµε χρήσιµα συµπεράσµατα για την συµβολή της (Παπαδηµητρίου, 1994). 

Η ερµηνεία του κάθε παραγοντικού άξονα, απαιτεί συνδυασµένη ανάγνωση 

των στηλών της συµµετοχής και του συνηµίτονου του πίνακα των αντικειµένων. 

Καθώς όµως οι δύο αυτές στήλες είναι ανάλογες (όσο πιο µεγάλη είναι η τιµή του 

συνηµίτονου µιας γραµµής, άλλο τόσο ανάλογα µεγάλη είναι και η τιµή της 

συµµετοχής), χρησιµοποιούµε ως βασική τιµή την τιµή του συνηµίτονου και την τιµή 

της συµµετοχής ως συµπληρωµατική. Λόγω του βαρυκεντρικού σχεδιασµού του κάθε 

άξονα, οι τιµές των παραγόντων, δίνονται σε θετικές και αρνητικές τιµές. Η διάκριση 

του πρόσηµου, υποδηλώνει τον χαρακτηρισµό του άξονα από δύο ξεχωριστές οµάδες 

κλάσεων κριτηρίων. Για την περαιτέρω ερµηνεία των αξόνων θα συνδέουµε σε κάθε 

κλάση κριτηρίου την τριάδα (κωδικός, συνηµίτονο, συµµετοχή). 

 

2.1. 1ος Παραγοντικός Άξονας 

 

Ο πρώτος παραγοντικός άξονας, χαρακτηρίζεται στα αριστερά από τις 

ακόλουθες κλάσεις κριτηρίων:  

 

Κακή ποιότητα (G11,423,5), Άγνοια ποιότητας (G12,717,77), Άγνοια γεύσης 

(G22,911,91), Άγνοια τιµής (G32,437,24), Τιµή χαµηλή (G35,113,9), Καθόλου φήµη 

(G41,402,69), Άγνοια συσκευασίας (G52,721,72), Συσκευασία µέτρια (G53,670,68), 

Εικόνα κακή (G61,470,17), Άγνοια εικόνας (G62,263,42).  

 

Αντίστοιχα στα δεξιά του άξονα, διακρίνουµε τις παρακάτω κλάσεις κριτηρίων: 

 

Ποιότητα καλή (G14,553,52), Ποιότητα πολύ καλή (G15,367,29), Γεύση κακή 

(G21,132,16), Γεύση µέτρια (G23,712,7), Γεύση καλή (G24,785,49), Τιµή κανονική 

(G33,754,37), Τιµή µέτρια (G34,800,95), Φήµη πολύ (G43,718,67), Συσκευασία καλή 

(G54,310,18), Συσκευασία πολύ καλή (G55,241,11), Εικόνα καλή (G65,613,85) 

 

Η παραπάνω διάταξη των κλάσεων των κριτηρίων στον 1ο παραγοντικό 

άξονα, σε συνδυασµό µε την σχετική θέση των παραγόντων των προϊόντων,  

αποδίδεται στο παρακάτω σχήµα (Σχήµα 3): 
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G11, G12, G22, G32, G35, 
G41, G52, G53, G61, G62

G14, G15, G21, G23, G24, G33, 
G34, G43, G54, G55, G65

0

A6(-639) A4(-230) A1(-101) A5(240) A2(301) 

Σχήµα 3. Ο 1ος παραγοντικός άξονας 

A3(408) 

Σε γενικές γραµµές, το αριστερό άκρο του άξονα χαρακτηρίζεται κύρια, από 

την κλάση «Άγνοια», η οποία και αναφέρεται στο σύνολο των κριτηρίων (Ποιότητα, 

Γεύση, Τιµή, Συσκευασία, Εικόνα). Αντίθετα στο δεξί άκρο του άξονα παρουσιάζεται 

µια πληθώρα των υπολοίπων των κλάσεων των κριτηρίων. Η διαφοροποίηση της 

κλάσης «Άγνοια» σε σχέση µε τις υπόλοιπες, µπορεί να ερµηνευθεί κάλλιστα ως 

ένδειξη αναγνωρισιµότητας των προϊόντων. Σ’ αυτή την ερµηνεία συνεισφέρει 

άλλωστε και η παρουσία της κλάσης «Καθόλου Φήµη» στο αριστερό άκρο, σε 

αντιδιαστολή µε την κλάση «Πολύ Φήµη», που εµφανίζεται στο δεξί. Τα δεδοµένα 

αυτά κρίνονται αρκετά για να χαρακτηρίσουν τον 1ο παραγοντικό άξονα, ως άξονα 

marketing. Η κατεύθυνση της αναγνωρισιµότητας στον άξονα, δίνεται από αριστερά 

προς τα δεξιά. Κατ’ αυτόν τον τρόπο, η προτίµηση των προϊόντων ως προς το νέο 

τους χαρακτηριστικό, αυξάνεται από αριστερά προς τα δεξιά. Έτσι µπορούµε, να 

πούµε ότι το προϊόν Α6 θεωρείται το λιγότερο γνωστό, το Α4 θεωρείται λίγο 

περισσότερο γνωστό, κ.ο.κ. Σύµφωνα µε αυτή την διάταξη, το προϊόν Α3, είναι το πιο 

αναγνωρίσιµο από τα 6. 

Μια λεπτοµερέστερη ανάγνωση των κλάσεων των κριτηρίων, µας δίνει 

µερικά νέα δεδοµένα, τα οποία και µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την ερµηνεία 

των υπολοίπων αξόνων. Για παράδειγµα, η µικρή αναγνωρισιµότητα στο αριστερό 

άκρο του άξονα, συνδέεται άµεσα µε την παρουσία των κλάσεων της «κακής 

ποιότητας», της «κακής εικόνας» αλλά συγχρόνως και των κλάσεων της «χαµηλής 

τιµής» και της «µέτριας συσκευασίας». Η κλάση «κακή εικόνα» και «µέτρια 

συσκευασία» συντάσσονται άµεσα στο πλαίσιο της µικρής αναγνωρισιµότητας. 

Εντύπωση προκαλεί, η παρουσία της κλάσης «κακή ποιότητα», η οποία και προσδίδει 

στο κριτήριο «ποιότητα» ένα γενικότερα διαφηµιστικό χαρακτήρα (όσο πιο γνωστό 

είναι το προϊόν, τόσο καλύτερη ποιότητα θεωρείται ότι διαθέτει). Τέλος η κλάση 

«χαµηλή τιµή» συνδέει µάλλον υποσυνείδητα, το είδος της τιµής µε την γνώση για το 

προϊόν (αν δεν το γνωρίζω, τότε πιθανότατα θα έχει χαµηλή τιµή).  
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Τα συµπεράσµατα αυτά, ενισχύονται και από την επιµέρους ερµηνεία των 

κλάσεων που τοποθετούνται στο δεξί άκρο του άξονα. Πράγµατι στο άκρο της 

υψηλής αναγνωρισιµότητας, εµφανίζονται  οι κλάσεις «καλή ποιότητα», «πολύ καλή 

ποιότητα», «κακή γεύση», «µέτρια γεύση», «καλή γεύση», «κανονική τιµή», «µέτρια 

τιµή», «καλή συσκευασία», «πολύ καλή συσκευασία», «καλή εικόνα».  Τα προϊόντα 

µε µεγάλη αναγνωρισιµότητα, θεωρείται ότι παρουσιάζουν καλή ποιότητα, αλλά και 

σχετικά υψηλές τιµές. Επίσης θεωρείται σχεδόν βέβαιο ότι η συσκευασία και η 

εικόνα τους κρίνεται ανάλογα. Εντύπωση όµως, προκαλεί η παρουσία µεγάλου 

αριθµού των κλάσεων του κριτηρίου «γεύση» και ιδιαίτερα της κλάσης «κακή 

γεύση». Η παρατήρηση αυτή µας επιτρέπει να θεωρήσουµε ότι η αξιολόγηση του 

κριτηρίου γεύση είναι καθαρά υποκειµενική. Κατ’ αυτόν τον τρόπο η «γεύση» 

αναγνωρίζεται ως το µοναδικό κριτήριο που δεν επηρεάζεται ευνοϊκά από την 

αναγνωρισιµότητα των προϊόντων. Για τον ίδιο όµως λόγο, η ανεξάρτητη αυτή 

παρουσία της γεύσης σε µια ανάλυση στην οποία κυριαρχεί η αναγνωρισιµότητα, 

προσδίδει στο κριτήριο αυτό έναν βοηθητικό ρόλο. 

 

2.2. 2ος Παραγοντικός Άξονας 

 

Ο δεύτερος παραγοντικός άξονας, χαρακτηρίζεται στα αριστερά από τις 

ακόλουθες κλάσεις των κριτηρίων: 

 

Ποιότητα καλή (G14,376,71), Ποιότητα πολύ καλή (G15, 516,82), Γεύση κακή 

(G21,587,148), Γεύση πολύ καλή (G25,157,21), Τιµή µέτρια (G34,44,10), Συσκευασία 

µέτρια (G53,117,23), Άγνοια εικόνας (G62,508,166)   

 

Αντίστοιχα στα δεξιά του άξονα, διακρίνουµε τις παρακάτω κλάσεις κριτηρίων: 

 

Ποιότητα µέτρια (G13,283,22), Άγνοια τιµής (G32,360,40), Τιµή χαµηλή (G35,309,49), 

Φήµη λίγο (G42,880,155), Φήµη πολύ (G43,150,28), Συσκευασία καλή (G54,227,26), 

Συσκευασία πολύ καλή (G55,105,10), Εικόνα µέτρια (G63,579,95), Εικόνα πολύ καλή 

(G65,198,17)  
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Ο συγκεκριµένος διαχωρισµός των κλάσεων των κριτηρίων στον 2ο 

παραγοντικό άξονα, σε συνδυασµό µε την σχετική θέση των παραγόντων των 

προϊόντων,  παρουσιάζεται στο διάγραµµα του 2ου παραγοντικού άξονα (Σχήµα 4): 

 

 

 

 

 

 

 

 

G14, G15, G21, G25,  
G34, G53, G62

G13, G32, G35, G42,  
G43, G54, G55, G63

0

A2(-399) A6(--247) A3(-37) A1(109) A5(269) 

Σχήµα 4. Ο 2ος παραγοντικός άξονας 

A4(313) 

  

Όπως παρατηρούµε, το δεξί άκρο του 2ου παραγοντικού άξονα, 

χαρακτηρίζεται κυρίως από τις κλάσεις «Φήµη λίγο», «Φήµη πολύ» και « Τιµή 

χαµηλή». Οι δύο αυτές κλάσεις της φήµης, αντιστοιχούν σε παρουσία 

αναγνωρισιµότητας, όπως αυτή ορίστηκε προηγουµένως. Η παρουσία της κλάσης 

«Τιµή χαµηλή», προσδίδει έναν επιπλέον παράγοντα στην αναγνωρισιµότητα: τον 

οικονοµικό. Σε αντιδιαστολή µε τις παρούσες κλάσεις, εµφανίζεται στο δεξί άκρο του 

άξονα µόνο η κλάση «Τιµή µέτρια», χωρίς επιπλέον αναφορά σε αναγνωρισιµότητα. 

Αυτή η παρατήρηση µας διευκολύνει να προχωρήσουµε σε καθαρά οικονοµική 

ερµηνεία του δεύτερου παραγοντικού άξονα, µεταθέτοντας την όποια παρουσία 

παραγόντων διαφήµισης, σε δευτερεύοντα ρόλο. Ο άξονας αυτός ονοµάζεται 

Οικονοµικός Ι , και επιτρέπει την διάκριση των προϊόντων σε αυτά που παρουσιάζουν 

χαµηλή τιµή και σε αυτά που παρουσιάζουν µέτρια τιµή. Καθώς η χαµηλή τιµή 

κρίνεται καλύτερη της µέτριας, ο άξονας κατευθύνεται από αριστερά προς τα δεξιά. 

Με βάση αυτό το οικονοµικό κριτήριο, η προτίµηση των προϊόντων αυξάνεται 

ανάλογα µε αυτή την κατεύθυνση. Έτσι λοιπόν, το Α2 κρίνεται ως το χειρότερο 

προϊόν, το Α6 λίγο καλύτερο, κ.ο.κ.. 

 

2.3.   3ος   Παραγοντικός άξονας 

 

Ο τρίτος παραγοντικός άξονας, χαρακτηρίζεται στα αριστερά από τις 

ακόλουθες κλάσεις των κριτηρίων: 
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Ποιότητα πολύ καλή (G15,37,8), Γεύση κακή (G21,162,55), Τιµή χαµηλή (G31,571,124), 

Τιµή µέτρια (G34,141,45), Φήµη καθόλου (G41,582,273), Φήµη πολύ (G43,40,10), 

Συσκευασία πολύ καλή (G55,102,13). 

 

 Στο δεξί άκρο του άξονα διακρίνουµε τις κλάσεις: 

 

Τιµή υψηλή (G31,200,15) Τιµή κανονική (G33,111,15), Φήµη λίγο (G42,74,17), 

Συσκευασία µέτρια (G53,208,57) καθώς και όλο το κριτήριο της εικόνας: G61, G62, G63, 

G64, G65. 

 

Το παραγοντικό διάγραµµα του άξονα µας δίνεται στο σχήµα 5. 
 

G15, G21, G31,  
G34, G41, G43, G55

G31, G33, G42, G53,  
G61, G62, G63, G64, G65

0

A4(-366) A2(-220) A3(82) A6(125) A5(181) 

Σχήµα 5. Ο 3ος παραγοντικός άξονας 

A1(241) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο τρίτος παραγοντικός άξονας, είναι ξεκάθαρα οικονοµικός. Πράγµατι αυτό 

που χαρακτηρίζει τον άξονα, είναι η διάκριση των κατώτερων κλάσεων του κριτηρίου 

τιµής (Τιµή υψηλή, Τιµή κανονική) στο δεξί του άκρο και των ανώτερων κλάσεων 

της τιµής (Τιµή µέτρια, Τιµή χαµηλή), στο αριστερό του άκρο. Ο άξονας ονοµάζεται 

Οικονοµικός ΙΙ και η κατεύθυνση του δίνεται από δεξιά προς αριστερά. Κατ’ αυτόν 

τον τρόπο το προϊόν Α1 θεωρείται το χειρότερο, το Α5 το αµέσως καλύτερο, κ.ο.κ. 

 

 

3. ΥΠΟΣΤΗΡΙΞΗ ΑΠΟΦΑΣΗΣ 

 

Η σηµαντικότητα του κάθε παραγοντικού άξονα ορίζεται από τα ποσοστά των 

ιδιοτιµών, τα οποία είναι: για µεν τον πρώτο παραγοντικό άξονα (45,5%), για τον 

δεύτερο παραγοντικό άξονα (22,7), για δε τον τρίτο (16,7). Οι απαιτήσεις  της 

συγκεκριµένης εφαρµογής για ένα ισχυρό ποσοστό αναπαράστασης της πληροφορίας 
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της τάξης του 80%, καθιστά ανίσχυρο τον ισχυρισµό µας για διάταξη των προϊόντων 

επί αυτού του 1ου παραγοντικού άξονα. Σε διαφορετική περίπτωση, η προτίµηση των 

73 ατόµων επί των προϊόντων θα εκφραζόταν  µε την µορφή γραµµικής διάταξης επί 

του άξονα αυτού, ως εξής:  

Α3>Α2>Α5>Α1>Α4>Α6 

 

 Καθώς το ποσοστού πληροφορίας είναι ιδιαίτερα υψηλό, θα επιδιώξουµε την 

διάταξη των προϊόντων σε ένα σύνολο παραγοντικών αξόνων, που συγκεντρώνουν 

αθροιστικά, το ποσοστό πληροφορίας. Στην προκειµένη περίπτωση, απαιτούνται οι 

τρεις παραγοντικοί άξονες (45,5%+22,7+16,7%=84,9).  

 Η υιοθέτηση και των τριών παραγοντικών αξόνων εισάγει ένα πρόβληµα 

σύνθεσης το οποίο σύµφωνα µε την µεθοδολογία που αναπτύχθηκε στο 6ο Κεφάλαιο, 

επιλύεται µε µη- γραµµικό τρόπο, σύµφωνα µε την γενική θεώρηση των µεθόδων 

υπεροχής. Πιο συγκεκριµένα, η επίλυση του προβλήµατος σύνθεσης, βασίζεται στην 

εφαρµογή της µεθόδου ELECTRE Is σε έναν νέο πολυκριτήριο πίνακα, ο οποίος και 

περιλαµβάνει τις ελαφρώς τροποποιηµένες συντεταγµένες (παράγοντες) των 

προϊόντων και στους τρεις παραγοντικούς άξονες.  

 Η πολυκριτήρια εκτίµηση των παραγοντικών αξόνων, τους καθιστά βασικά 

εργαλεία για την κατάταξη των προϊόντων. Η κατάταξη αυτή, προσδιορίζεται στην 

βάση του σύνθετου κριτηρίου που ερµηνεύει τον κάθε άξονα. Το κριτήριο αυτό, 

χαρακτηρίζει την κατεύθυνση της κατάταξης, η οποία και επιτυγχάνεται αριθµητικά 

µέσω των παραγόντων των προϊόντων.  Η αναγκαιότητα όµως της φυσικής διάταξης, 

επιβάλλει τον µετασχηµατισµό της βαρυκεντρικής κλίµακας σε αντίστοιχη φυσική. Η 

αλλαγή κλίµακας, µπορεί να ερµηνευθεί σαν αντικατάσταση των αρνητικών τιµών 

των παραγόντων από αντίστοιχες θετικές (και διάφορες του µηδενός). Η 

αντικατάσταση των τιµών, γίνεται εύκολα µε την χρήση οµοθεσίας,  δηλ. µε την 

γεωµετρική µεταφορά του συνόλου των τιµών του κάθε παράγοντα, κατά ένα 

διάστηµα που θα εξασφαλίζει το θετικό πρόσηµο των τιµών. Το διάστηµα αυτό, είναι 

κατά µία µονάδα  µεγαλύτερο από την απόσταση της πιο ακραίας (αρνητικά) τιµής 

από την αρχή των αξόνων. Η προτεινόµενη αλλαγή κλίµακας, δεν αλλοιώνει τις 

διαφορές των αποστάσεων, µεταξύ των παραγόντων.  

 Για την συγκεκριµένη εφαρµογή, έχουµε τρεις παραγοντικούς άξονες καθώς 

και τρεις διαφορετικές διατάξεις. Οι διατάξεις αυτές είναι οι εξής: 
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1ος παραγοντικός άξονας:  

(-639) Α6<(-230)Α4<(-101)Α1<(240)Α5<(301)Α2<(408)Α3 

 

2ος παραγοντικός άξονας: 

 (-399)Α2<(-247)Α6<(-37)Α3<(109)Α1<(269)Α5<(313)Α4 

 

3ος παραγοντικός άξονας:  (Η ερµηνεία του άξονα, επιβάλλει την αλλαγή της  

    κατεύθυνσης του πρόσηµου) 

(-241)Α1<(-181)Α5<(-125)Α6<(-82)Α3<(220)Α2<(366)Α4 

 

Το προϊόν Α3 θεωρείται το καλύτερο για τον 1ο παραγοντικό άξονα, ενώ στον 2ο και 

3ο παραγοντικό άξονα την θέση αυτή καταλαµβάνει το προϊόν Α4.  

 

 Ο µετασχηµατισµός της κλίµακας των αξόνων, απαιτεί την εισαγωγή του 

διαστήµατος (639+1=640) για τον 1ο άξονα, του διαστήµατος (399+1=400) για τον 2ο 

άξονα και του διαστήµατος (241+1=242) για τον 3ο άξονα. Οι νέες τιµές των 

προϊόντων στους τρεις άξονες είναι οι εξής: 

 

1ος παραγοντικός άξονας:  

(-639+640=1)Α6, (-230+640=410)Α4,  (-101+640=539)Α1,    

(246+640=886)Α5,  (301+640=941)Α2,  (408+640=1048)Α3 

 

2ος παραγοντικός άξονας: 

 (-399+400=1)Α2,  (-247+400=153)Α6, (-37+400=363)Α3,  

(109+400=509)Α1,  (269+400=669)Α5, (313+400=713)Α4 

 

3ος παραγοντικός άξονας:   

(-241+242=1)Α1, (-181+242=61)Α5, (-125+242=117)Α6,  

(-82+242=160)Α3, (220+242=462)Α2, (366+242=608)Α4 

 

 Οι διατάξεις των προϊόντων επί των παραγοντικών αξόνων (είτε µε την µορφή 

των παραγόντων του είτε µε τις µετασχηµατισµένες τιµές τους), προσδιορίζονται ως 

διατάξεις αποστάσεων.  Συγχρόνως όµως, οι διατάξεις αυτές προσδιορίζουν και την 

διάταξη της προτίµησης που εκφράζει το σύνολο των ατόµων για τα προϊόντα. Η 
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προτίµηση εκφράζεται υπό την προοπτική του σύνθετου κριτηρίου που ερµηνεύει ο 

κάθε παραγοντικός άξονας. Η κλίµακα των αξόνων δεν είναι σταθερή παρά 

προσδιορίζεται από την τετραγωνική ρίζα της αντίστοιχης ιδιοτιµής ( αλ ) (τυπική 

απόκλιση του παράγοντα). Κατ’ αυτόν τον τρόπο, οι µετασχηµατισµένες τιµές των 

παραγόντων των προϊόντων, µπορούν να θεωρηθούν ως µετρήσεις στην κλίµακα που 

υπαγορεύει ο άξονας-κριτήριο. Οι τιµές αυτές µπορούν να ταξινοµηθούν σε έναν νέο 

πολυκριτήριο πίνακα , µε τις γραµµές να αντιστοιχούν στα προϊόντα και τις 

στήλες στις νέες τιµές των παραγόντων (Πίνακας 4). 

36×

 

 Πίνακας 4:  Πολυκριτήριος πίνακας των προϊόντων  
  και των µετασχηµατισµένων τιµών των  
  παραγόντων 

 

 

 Παρ.1 Παρ.2 Παρ.3 

Α1 539 509 1 

Α2 941 1 462 

Α3 1048 363 160 

Α4 410 713 608 

Α5 886 669 61 

Α6 1 153 117 

 45 23 17 

 

Στην συνέχεια αναλύουµε τον παραπάνω πίνακα προτιµήσεων µε την µέθοδο 

ELECRE Is. Η µόνη παρέµβαση που γίνεται στην µέθοδο αυτή, αφορά τον 

καθορισµό των βαρών .Ως βάρη των κριτηρίων (αξόνων), ορίζονται τα 

στρογγυλοποιηµένα ποσοστά ιδιοτιµής που αντιστοιχούν στους άξονες και 

προσδιορίζουν την σηµαντικότητα τους. Ορίζουµε δηλ. ως βάρος για τον 1ο άξονα 

τον αριθµό 45, για τον 2ο τον 23 και για τον 3ο το 17.  

 

Στο πρώτο στάδιο εφαρµογής της µεθόδου ELECRE Is, παίρνουµε τον 

παρακάτω πίνακα υπεροχής  (Πίνακας 5). Ο πίνακας είναι δυαδικός (0,1) µε τις 

γραµµές και τις στήλες να αντιστοιχούν στα προϊόντα. 

66×
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Πίνακας 5: Πίνακας Υπεροχής 

 Α1 Α2 Α3 Α4 Α5 Α6

Α1 0 0 0 0 0 1 

Α2 1 1 0 0 1 1 

Α3 1 1 1 0 1 1 

Α4 0 0 0 1 0 1 

Α5 1 0 0 0 1 1 

Α6 0 0 0 0 0 1 

 

 

Από τον πίνακα αυτό, οδηγούµαστε στο ακόλουθο γράφηµα υπεροχής (Σχήµα 6): 

 

 

2

1

35 

6 

4

Σχήµα 6: Γράφηµα υπεροχής 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το εικονιζόµενο γράφηµα υπεροχής είναι και το τελικό γράφηµα, καθώς 

αναδεικνύει το «βέλτιστο» υποσύνολο των προϊόντων, τα οποία δεν κυριαρχούνται 

από τα υπόλοιπα. Το υποσύνολο αυτό αποτελείται από τα προϊόντα {Α3,Α4}, και 

συνιστά τον πυρήνα του γραφήµατος υπεροχής. Η ταύτιση του πυρήνα µε την 
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βέλτιστη προτίµηση για κάθε παραγοντικό άξονα, είναι προφανής: το προϊόν Α3 

κρίθηκε καλύτερο για τον 1ο παραγοντικό άξονα και αντίστοιχα το προϊόν Α4 κρίθηκε 

καλύτερο για τους επόµενους δύο. 

 

 

4. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 

Η εφαρµογή αυτή, βασίζεται στην προσέγγιση του προηγούµενου κεφαλαίου. 

Τα συµπεράσµατα της εφαρµογής, θα βασιστούν σε τρεις παρατηρήσεις που δεν 

έχουν να κάνουν µε θεωρίες, αλλά µόνο µε πρακτικά ζητήµατα. 

  

• Ο τρόπος ερµηνείας των παραγοντικών αξόνων είναι χαρακτηριστικός της 

Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών. Οι άξονες µπορεί να 

ερµηνεύονται από συγκεκριµένες κλάσεις κριτηρίων, αλλά η ανάδειξη του 

σύνθετου κριτηρίου, που αντιστοιχεί στον άξονα, δεν έχει απαραίτητα άµεση 

σχέση µε αυτές τις κλάσεις. Τις περισσότερες φορές, το κριτήριο αυτό 

αναφέρεται σε κρυµµένες πτυχές των δεδοµένων και υποδεικνύει την 

ανεξάρτητη µεταβλητή µε την οποία είναι περισσότερο συσχετισµένες οι 

κλάσεις. ∆εν είναι παράξενο λοιπόν, που τα ονόµατα των αξόνων  

(Marketting, Οικονοµικός Ι, Οικονοµικός ΙΙ) δεν αναφέρονται ευθέως σε 

συγκεκριµένες κλάσεις. 

 

• Η µέθοδος εφαρµόζεται σε συγκεκριµένο δείγµα ατόµων, και αναδεικνύει τις 

κατευθύνσεις των προτιµήσεων, που εκφράζει αυτό το δείγµα. Οι 

κατευθύνσεις αυτές έχουν άµεση σχέση µε την κατάρτιση των 

ερωτηµατολογίων. 

 

• Η πολυκριτήρια προσέγγιση της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών 

προσφέρει ένα εύκολο και άµεσο εργαλείο υποστήριξης αποφάσεων. Η 

διαδικασία που προτείνεται δεν είναι µηχανική. Αντίθετα απαιτεί, απαραίτητα, 

την συµµετοχή του ανθρώπινου παράγοντα. 
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